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0Б oJIIюм пOшOдЕ к дlФФшшIируаrOсш II0 IiдпрАвlIЕ}иям

Функцши мдкJи}ФrмА

С.И. Пашдов

I. lIасющая работа посвщеЕа шф€роЕтЕlпгахостп цо Еаправ-
л€ЕЕяlt Фшqщ tлKe}Iщл вцца

Y(х)=,r** , l@, у)., (I), !€ ф(е) '

тле Ф - lffотозначпое отобрапеше. В paaJпlIEж посtавовхаI,
lсЕаIIьзлщц те ЕJIl [Ецо методЕ воэмошпaI ваrрашепп!, 9ют
юпIюс дссJtодоваЕ в работах Демъяrова В.Ф., IIшеЕпвотю Б.Н.
I дЕrrц 8моров [T-+J. l.М.ГубlЕов пр€дIошJI подqд, поsво-
дщf, в cryrlael когда фдпtlщя f вцпуttls по союЕуtIЕоста по-
рашпЕж, освобоJOптъся от свя9аЕЕ}ц ограrщчеrпД. В шсюще!
стать€ атот подод распрстр8IIяется на 0о!Oе шрохl€ шассц
{гtцIЕi. Укдзав р,ц сrrучаов. в KoToIжI фчЕщя f квачrдrф-
фроrпDrрувЕ; оЕrснваотся rGтод для поlсЁ шппryнs в 9TTI
сдутаяЕ.

Пустъ Ео - евrс.шлово rl.-r.epпoe прострапстэо,R С Еfu -
оfвршто€ шпоIество. Рассlютдrrr мЕогозмtЕое отобрrеп0
а;R*йJ, гrc ff(E*f - сово*уtвостъ ЕецFопtх кryтrц
Еошак!вж подrfiшестъ ЕрстраЕства Е-. 0пощп ФIrЕIЕD
отобIвIошя а-(L) фдем обозпачsть Teu re oшBotlfi, tlto t
caro оmбра,sпrе. По оцрqдеJIепtD,

ш(а,O=ffil[!,У]. (2)

Ц"съ [l,|l - скаляроо- прпзводепс I

Фушtri фlа, L) Еазцваотся -ффffiЁ:*/"'J"'(arL) по вапр"rшш (tl, tY) , есп суцостЕуаl воввrвЁ
!рsдоr
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1ф,t) _ 1,._ а(п+аu"t*oct), а(g,[)
TfuJr' =frg ^ "

II1п этом веппчпна 2*,!:;() пазнвается подlоfi прхз-
водяоfi фувцщ L ,,?r!#i'r$,U по напIвшем (tt,t2).

чер" Д !(ПrL) а 
'1eqrc 'U будем обознglвтъ частнtt.- ?tl 0t>

пропзвqднне по цервоlý I_вторW 8ргуш8нту соотватственно
опоршоП tужцип. аrq, t) " ,оi" 7Й, D- ."о ""npа*"r-o 1a4,0J
п в тоtп(е (п,t) по напIвшенrD (0,12) z о, , , \ / 0l,й+,!L 

л * !. (r+ а ц, t), а (а, l), ry= hУgry/
? u d.+fp oL

Заt€тпм, что пЕ лобоr-l fr ryь|Г а&,а су6швеi_
н8 l поэтощI tЕlстная IIрЕзводвая вс8гда су-
ществует. ^ dl'

оЬ*" ь(п, {) i{азнвается рашочерно дпфбервшруемоfi
в Totвe .2 по напIЕвпвЕпD LL , есJItr для .побото е > о
наfi,цется do 7О такое, tпо

L(r +ar.l, l) - ь(t-, l) - d fu# < а€

для.mботю ф€(0rао) l лбого !С В , !де Вс Е* -
оIрапчtDнное швшество [5J.

Спрверпва следrDцая
ЛЕilПДА Т. Пус ть час THrie прол 9 воднн е

опорноf, функцЕи а.(аrе) существу-
Dт, прlчеri отобраIеяlе Ь рsвЕо-
uерно двффорепцlруешо. Тогда су-
ществует полпая пропзводная
опорвоfi функцЕп п ова Ер€дставп-
ма каЕ GyliMa частЕнх пропзвод-
Н Ц Х''' " Эп@,е) 

=Lr_й*,D_*
О (tt ,t2) 0 ut

а@,{)

дOIqЗАmJIюТЮ. IIо опрqдеJ!енп)
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0b(a,l)=
Q(t+, tt)

lrr*
ь(о+аоо. l+bd- Цс, t)=

4++0

что первнfi предел сJцоствуот х совпада

отret9Jlосъ вцце, второfi прдел, рашнil
вувт всеIда. 0тсцда и сдqдувт спрs

Пршведем пpllвpt которS поttазкваот, что ушовпо равпо-
мвроfi дпффрокrхруемост, в леlfiе I суцествешо. Пчстъ

Пе [а,0 J , s отобрsхеm" I-(fr) задацо следlrrщм об-
рвэоЙ: lmorecTBo L(П) сошIадает с огрGзкош на Елоскостt,

д= G l (Ф,0),0=0,|r/r))"**"ч вQршIнц в тоlЕ(дк ( h (Ф, 0)
в (О,ф2(а)) . 

"де фушtlпп {.|(*) l #е(П) jrпффsре*ц"-

руемu по нацраыlеЕдяIlr. Ясно, что

L(r,, !) = mЛаС. (N, /, (О, |, /r(ф
по.лолпr Цrr., t),[L, {t h @) = Ь(Х, t],olV," опрqдеJIпб мно-
пества ffi , 1=113, следryщч обрзом:

' '14,'=У*,ц;It|4(Фrtrl"@Л r (4)

142=[@,t),Щ|lРr-)'|rlr(ФJ, (5)

lLj={(п,0,|rl,(щ,:= |"l"@)J, (6)

Летко mдеть, lпо rящ8стваш (4)-(6) coo?BoTcTByDT шпоIества
R 1 @,!,)={ l J, R"(r-, l)= {eJ, R, (о, С) = tl, 2J,

Ф/У'trсЩя O(a,t) дпффрпцiлуsпя по }впFвJIопхяI, как
фшrЕсlЕя uаксf,rryма. ПЕц аюr

oL

= lirrL 5Цq,[rаф,оИt).
&+f 0 oL l-э+О d-

Из 1взвошроfi сходшостп отобраrепя а.. лежо

с lL

лошн.

, iФK

, сJпцест-
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Ваf,деr lтаcTEHe пропзюЕе. Пусть l Е*""r*"о, l=E " Тог-
* 
l*{r, 

!= W r,# п с /,|, (i)={r, Ei |, r*btr, Д rrl,

ry= ry rР# пе м,( l) ф, Р", |r,* ! ol; uii}

W= *ё,#, [ff 
), 

*, 1,1 
з 0 +, а д Ф =Еl@J

ТвпеЕь ,$внсuруеш Л п BBilBrr tIаcTKцe opo"r*o*u оо l :

Lщ4 ЦЦ, @=!, Bl (ц Ь l,hЬ)-Ц, !,l@, lr lв| ;.}p '" ?rr
?, {? li ='t 

G,b@= 
&e,t, ь м r@ -t, l 

1 |,@), ! r |"tc J ;Dty 0о
8.а*1'f, fl

,rlлоli, tф t l*(Ф ф), t" |l чФ [t, t, l Р) = I, ДРl
0t

Шсшо;rьзуя uоrýrчеЕЕнб фIп(rлr, EoTIryTEo утавsть ФЕIщ 1r@)
, lr@, Е!п кФторцх равенство (3) вв ЕlполЕлsrся.

Рассютэпr фUтсrш EEcIryua
Чld=ffil |@,!)l асý?, у, У (?)

Пi,сть Я - Ь*р** чцоIество lэ En, VaЕ*_ вьryк"шt
коrпакт, фукrця l@ry) ввцреЕцЕrs по совоцrЕЕоGгх Еерs-

ffi ; Т,Т; ##;" Jffi Н1; "L"l#il 
Н^

щrD Ео € по напрs&еrrгn ;.|.Пос,педвее ознаlве?, чtо для .ш_
бою е> 0 нвfiдется 19воа oLg}O , чтО

|L пrrt 
a.l-L), I у @ - " 

!ЗР 
|, ", 

о

для JDdого а е (0, ао) п Jьпя лобою #a ! о, . lКрш того, прqдпапатается, tпо qушlrпя {r,#) равво-

,j



frýlr},,,1 tпfi 7 ) дл{rFрттltrкрусзilа trо нsЕрsшоЕrflд в точtе s]- -

tт*еедтьlдsЁ,i нцатзgЕаlцlогt> отоорIвшя fu{п) бу;цем цsод-
ýýд8г8ть1 Imо sгs опоiжs$ Фшtшя рчвхfrsрпо лrффрпгрувш
Е ýсчЕý $(, по вsпIЕшsЕдý #;. Сtптаецо чт0 отý6рýIвнЕо огдlа-
HE\Býii. 0, t

TEOPBII i" П у ", " 4|/.:U, У1\ s П{П) у д о в,т а т *

вOF.s}r,s усдовк iTM, сФоршудýDrэ в&l! -
]lЁш вБшiэ" Тоr,да фуЕкцfifl 'l[a,)цапtqrý)

пц

а t'*{;дl6Р-#,дffi, 
Р, 

r 

+o@r?{e,*iffi 
, -,

IЕЁ

Rh/=i"ye ,i', Ёrэl, yi= V@}r (8.)

l, (*, flэ п[п,Р"r{*)rl{*,ф Yy(I] У] 
р

Прпводrr лIпь Epsllvт cxвrý доквsftтФ.{ьстЕа" Ъх rдк {{*,У,
вt{цукдs х ýeEpýIшIBEo дIффрЕr[чsЕ Ео 

$_ , то Е!Е дрбФt(
qrвсЕровапýош с.Е аý!авадлIво прqдсtsвIсЕпG

{ r*, х) = mао1 [Цf,Д, х " yj - l k, il= щ (Рff, xj r

t l{ft,у)-
,l@,

у
yJ) h!.и

дхфферевqýрувме trо
Ё в тOqкs Ф ! длJý
,,r:оркулý:

' 
О*' 

о, *, = rпа/х, / 1п, цу m.аа.,,r"* [ ryl rj r l h, у)' '' 
Хе Цл)' ' х€Цп) !r! ,

+ry|у]|уфWхулfu,p
исполъsуя оdозвачаlпя Ny@) = ff , |rF, У)= аЬ,

РfР,,]

фпhlв,l

р8влеIIжý
ворЕв

3
,
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-[.|у@,Ч], * V(Ф пмучхх

ч (4 
= W fu @, l о ta) r l @, ф -tЦ М,а])= W !t", у),

т.е. Фшцlя 'f прдставпона как фуrсlFя lrдксп(пýа без см-
заннцх отрашчеlщfi. Чтобц прпlЕвхть теорщг о дtФ!евеЕгЕрус "

},tOcTK {умtlgп tctKcEr{rxa [З], вало показать, Ilс$щьзуя уоло*
шя Teoperrн, что Wнкщя h,(r,,D paвBotJepнo дпффряттпруе-
llа. Послв этоrо. пIЕшокая тоорцi З.Z [З], по,тучшм ФрцулУ
(u'} .

0ТюТЕш, lTTo в пщв€двflном вкце тqдs Teopeкi сФtrryJшро-
$:.JlB l,j iB]. В недаЕво вшешей статъе Ilшоrптtого Б.Е. r I(л-

;;i;Rlxа Ir.C. t?'l поJrytIенц dшзкпg результатц.
Все пзвеспп*е Toopellц о процзвQдноf; {уrцtщх lЕкспlцlжl ,

оширалшпаесi ш;i сюfiства оЕорь!ý фу!п(щf;, треdушл равноFрп{ýю
шqфр€fiIruруеLIсстъ овороft фуцкщщ. Поатоry вашо указатъ
tсласс {упtlшfi |(Х,У1 , пlи которя IFфервцlцруежость
Фmtщд lraкcпtýMs f моятtо Iараятпрвать, но пспользуя рв-
BoEFlocTE. } l

Пуеtъ ,ffшtц" S@,У,) Ilrft}ет сJr€дппtпf, вцд:

" {@, |)= rупр- (Иr("), у]+i. ;@)., (9,)

це J - KoвetпIoe шоI8ство пндвксов. Пусть {ужтrFт 8; l&) ,

|ъi@) дферепцруецн по вапрашtевЕп. 0пtоспте.лЫо отоор-
хоыя d-(&) dу7ем прдполагатъ, tгто оно пошетвоIяет ус-
лош Jhпrгr{а. Иreем

tl( *) = 

rч?r)(ry [ р,(п), у J 
+ /,, @)) =

(fuh,@),!]*/ut@),
Orcпда сле.ryот, tпо

fp)= rurr-И", 3/Ф)* Д,i(r). (I0)

пусть ýr(Ф)= 0- (Щ gi(o)l . IIоryшu форryлy дш
пршзвqЙоЯ фувщх 

-У(r) . Иlввм

_D а! @) 
= /* аi@+аЦ- ýi rф- r*r*щлл@щл,tф)|tl. 4n+0 /, /ъ



= lh+
Q.(х + а- tz., g ;sф + о, ф+ O#)-LF,

о(-* o{i

РчЬ. Имвя в вццу этоi поJIуIIЕм

3u о\ ->+0

0ý,.{а)_ t"",
ь(п+аu,l;а)tа !u#4 r",g,{ф=аф,!!Ф

ар,?#)

4
II)

( I2}

По услош отобрlеtпе а(t) удошвтворя€т yc.rolýTr

'lптвIIrцаD lIоэтоIqrl как ша[во покаsать, ого опорвая {stшrцд 1р-
ве удовJIетворяет yeJIoBED JIп,,тяца Ео coBoкyltнoctп ЕереrrsЕIпfr.
Стсрда сло.ryет, что в (II) волппrпшоf, ai&) коц8о пIЕвеd-

Это позво.ltя€т црЕllенятъ к (lО) Езввсткно т€оIпш iZl о ддЬ
.jýрвIдEpJ емости,фуtпurш ьýксm{iма. Твтшм сбразох.

0f@) i ?LtF) 1h;d\ _- "ffi;t-Тт + --_,uT,i-

dv

0b(a,3t@l)
=tr7fu,X-

i е R(;pz D{и., dfl*,*J
0tl,

\

?h,fuj\1'-.-ffl"
|tl, / ,

rEe

R@J= {ь с I, Gr(Ф + L, 1п1= r(ФJ
!h показшв, что сЕIхIвGдJIЕвo (яsдrццбе yтвоЕцдоЕlс.
Т!ЮРША 2. iIy с т ъ фуýiiцяs {(x,Yrl оц L, с -

леjis на iliормулоft (S), оsосjрзвgЕЕе
удовлетв{iряет условtrян Дппяiý!iа.
J' о г д а ф у ý к ц п я Ч(Х.)=||-Рл{t,t)оп ф ф е Ё, е fi -, ублiх,l''цяруеца в тсчк€ fl: II-о дпФс,!d} ýа-
плр&вденяп tL п sе fiродзводýаý
0\rп)tr внсjде.rяется ýо фоgrуле (Т2).

ЗАМПАНИЕ. ПqдвFtнеш, TITol в оtлЕtlЕо от сJrучsJ{ paBrroпptoй
дlфореlпиlуечостr опороfi 

$%ж,,сf*звqдцsя 
У вцIвIается

ЧВР9 IIОДЕУП ПРЕЗВОДКУТ ПТЕtr . КО!ОIЕЯr КаК ДОКа-

вшэаот пдяведеmrй внпо пЁuеD. Ео Bc€IIe совпqцает с суlшо[
tцстнж.

iI



ii. lilmmшr получвЕхне фрryлв в шелпIгtЕt пIBMeIýr.
Пустъ Уlя/=|!!Ф, {(п,У) о зд8 |(*,цt.1 - IIеЕDерЁIв-

ь€аtЕ)
Ео дпФ!орlФр}rеlЕя по совокупноатl цер€r€Епъ[r фуI*tцfiя, ffноп-
щаfi цецрЁвщrD сш€шашryD ЕстtýгD проliзвqдцrD ýторгс ЕоIЕцха"
В itдчесзве а,(Ф) будеш ;всештFивдtъ отоСраввrтшяt Bctij,l,.
т!ýщцеся в uqцш$t экоgоапческоfi ,тFнашtп [U -n] " i{спаllьsуя
ооiliJ€mlости эпп отоdрапвffi, попахем, чтQ Е;ж tisкoтoproc fiред..
поJrоЕвкЕfr фуЕfiяя V(Ф) кЕзццдфереЕIЕI,увма. Это пgз-
iomт Ерrнsня?ь ддя !ffнltffýащ Еунк.l_ш f I\т8тOдr разраdо*
.iакtцti ý (I0).

гlвlмр I" пуотъ е{ф.Р!:,qJg, ;,,_ie У/я-/=ц,.:п * ,

Фвашшя отобратsшя ф юлеет следJшlsfi шд:

,2.{Ъ,{.)-,#ffi)i' d,, {,| = *!", * ж [ !, yj
I]ве.деrЕ оdоэначепк,я

fi 1el = i le r: Уlф* Ё; iя ii}, (*rсl= i#. р, Р* 1ф = Ф h У )_Ъ

,:,атлs 
а(Ф, t 

п @)) = Y fu)- Рr /х) . эо фуЕ(шя дпффрешш-
l'jjeмg IIс }iапрsвЕе[шfrr6" ИlieeK

ЧfuЦ=yФJ 
?+P-Q,ffP-p1=

-.rlo(ftl l-, ?F;И)=*'"*:ffJ,=Ё:',!_+@)щ;у#,*,

\tt, а,;

ff=y,д/vcl,g5[1p,y|r
i;

fiспо



r *(d,W"l# r trlЩ,,[!W, о ]
Предцолоrmд, Imо мпшество KW конечвоr Е FccrroTFM,

прп камх усJIовпЕt фуяrсця Ч(П) квазlдЕффроtпцруеrа;
пз условиfi, наlгоilеннж на {шпцФ Y(П) , ясЕоr qоY(П)>0
пр лобом ie I . 0тдельво рассlлт!цвsеш следIщде с.щrчаl .

а) Рб @J>o. В этош сдrчае Ф,f(Iщя q(fr.) Евазя-
дп{ФеренфруеrЁ Е в качест8е суб- r супепдхфsрешцшов кдно
- 
аr;Ёа,::ЩЬ - Р#, о] 

r y @ t!i#P, l у,рф

аvРУцl*чr= Рr(п),$ , ;е R,6d} ,

_ б) Ру@a0 . [осде несJIоlrвж пробрзовапtr .rця суr,(дп6-

ФеР8НЦП8да подучЕItд

щ @)= u{,r, о = 
u';:0- 

t W ylr w tWф
* pf (d { , ie R,6r),ус R(фJ,

СУпердrффр**'*Ъ7; 
={oJ 

.

2. пустъ а_(п)=(Q,Дф+Y(ф,F, *. Аэс- 
"Y[Ф) - JЕфереlщвувпiе (ffЕсrтпr, F _ шrrццлl! коЕапт.

ЬЯ Опорвоfi фуrffсгрrп йа, С) поrгуtlпи':

ь (п, ! Ь ffiо [ t, {J = щj|, у] 
r ffilr!, у J =

=[l!lпJ+ffГt,уl ч(л)

" ":::"i,:!: ty; {! 
r/t,ry} {Lsj.= rk? 

г k, {)

**" #t;!iИ) дпффврdiпцруGЕ по вапIвв[опfl

-#=[#,r,|[r?o,WJrIз



+ ( I4)

Испопьвуя Teopelry I, ветрудпо пок8з8ть, tпо

у€Rl€J
€€.E+

|] ,ar={*: Y(,r),OJ l

Как п в trрaер I, п!п пIвдIIоJIшеЕпп о конеtшоетп шtое€ст-
ва R[rJ uo*rro пока9атъ, сто фувкIЕя ИrФ кмзкдпфо-
рщру8lд, т"е.

#prb)-ffi-lod#'

Lu.@.=*ru*
ац. rc Qу(ф

[ц"]

" 
*"Ь/rД 

со {r, жЩ!Ч!) * пчИаfft vпl W о 
":у,4Ф

?v(о)= rл{w,w=ч(Ф'Щ,*rл, уср(r7; 
, trol

li. ts этом гryЕкте пЕЕ!Ёнев нвтод, ошсаrпrцfi в (Т0), к мц-
ЕХlШЗЯТЕrП ФШШЦ *ff# 

*о* / 1п, У),, 
у€ 0.(л,)

г,ле отйрвеlме О оЕредшеко, как в пЕвмер 2, т.е. а-(П)=
={04л)+Р&}i.В п.Ц бш^о чоказшrо, qто прl определеЕннх ус-
лошях,, ваJIоБешЕж нs фпоilщю {(П,Ц1 L9то9р"rlЩЯ. а.(Л) ,

4уrtшя f квазпдиффроlдшрувЙ, прiчем 0?@) ,3У(rr) ,

В/л/ опрелаленн фрryла}g (8') ,л (16). Ф@прrуеl €> о .

д > О Е нарлцу с_ }ýtоiествsмЕ а!(Ф, 0V(П) , В(ф рс-
Ьчотрвш Iнщества ?r.V(,ж) ,?, rбq , Rr(t), опредапен-
Еце такпil обрзоч: -

0,V (,Ь пР, о=Ж4 +r#- y(dry п€ а|

!" Rrril};
I4

?tl
D,,

х
"д" 

Ф (п, 
и)= [l+@), !*J t / (g, !) -

п-={п:Y@)< 0J.



-Dvlа,')сOry@i)
Последовиталжостъ точек iПСдJ строЕrlся слвдщш обра-

зон. Пустъ ввdрва Ерохзвопь8зя_ взч&rtъвм тоЕtа €.о . Пред-
поJtошк, tвo }rЕоаестю fl(п,)={а,!@) 1 У(g")} отжчщче-
во. Доrryстшя, что ,tre, нЙдеца. Еслr оказшось, чго -'dУ(9grУ
<fu У(Ц*), uo 

"rfi,Йоая 
Torпa €-tЦчr**"р"iо,О

п Грцесс прекращается. В протrвшом Gýгчae ЕоочшаеI сJIедm_

D)'l1o1= gф, tlу=y(ф ff , *. п; у 
с R, УО) i ;

П 
rtаtsU. 

У : Y@) < h@, у)о eJ

-iЛ|*""*o"uyIЪповпfll*, что тоrша 8* вазшздется е
ноfi точtой, ес.lш

щкм обрзом.
Iiайдвм

Е в качестве напрsвдеЕlя ý _ вапскорlfuого сцJrсI€ - подспх
,Щуцрll**[l =Il "nil*ll

3,(d= ж
Ifu вектор *k+oL\ýOlr) ошоЙ'

rui& у (к* t 
"с! о 

( w)) = V(Сl f d" L r F 
М

д обознаqи ?р= 0у(ф, ^"

^ щ=чWп*ч!(ат+арOуOttпУ.
ts кgчесlве спедпцаго шага пoJlGrgI

tft.,t -rlп,(ъrt.
QqбвтлЕо, то

v(орr)< Y(ц)<" ,

Fс;п построонваЕ rаtшх обрзоr посrедовsтtlдъвосtь fЛ,
нечна, то по постро€ЕЕD пос[qдЕхf, ев олеreвт явtrявтся

rlr-Xr-

I5



стяттпонарIоfi Toвofi. В прrтвпlоа случае BspBa
ШOРIПrА3. Люба я п редел ьн ая т очка

последовsтельностЕ tПl| является.,
Ь|}ф - с т а ц l о н а р н о f, .

Доrвзателъство теореldl анмотпчно доказатеJIьству теоремн
u [тоl.
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