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0Б учиlшшtхlЕм прпlЕ,лЕх{г Армl"мlюм ршlЕlии

Б.3.Бпrулаев

Oдноft пз возмоlсlш( матеriатпческпс юделеfi пIшнятпя решенпя
в шнопокритерпшшrш оптпмшэаlпоЕнцх задачах явrIяется так на_
зцваеная афптршая схема (см.[Т] п[Z]). Itаrt извеспtо, афRт-
рцgrая cxeluEl с кФIечнцм мЕоЕеством учаспflков прсдсташяет
пз себя паw (цrV) , ц" {,a- - некоторая Tolп(a, а И - под-
riвof,ecтBo евIUщдова простравствЕl, размервость которп0 раша
шФýr учаспlпков в афптраmоft схеме. Прп aTor rrнoEecтBo У
EнTeplpemppт как мнойество де.пеrеfi пJIЕ альтеIяатuв, пз ко-
торпс неf,тр.ltБцая сторона (афптр) вшбпрет опtшалыпrl делijx,
удоыtетвоIяmшfi всос ,Jчаспfiков. Това &С : это "стаtус кво".
т.е. делёа, пFIпсшвапщfi учаспrпtаш доп, поrrу\цеlле в слу_
чае, если онп пе достпп{ут взапмопонхrlатпя. Под афптрашtшм
решениеш обнтtо поЕпЕется отобрапеше, ставщее кяццоfi ар-
бптрrной схемо п9 данвого luвcca в соогветстше опродолеrпrrй
делёп, которьfi вшбпрет аРбптр. Раззrrвется, это отобраrеlпе
доrпхrо удоЕrIетвоIять некоторfi пнцптиЕrо п-пцспешоil qхсftше
аксшоiii, рgскl)шваIцеf, сшпlсlt, вкладцваеfiдй в п(Еяt!tе опlпаJIь
носм &пя даЕlого lц8сса задач. В вфптршtоf, теощ п9востен
цешй ряд рашпrшш пtЕшIцпов оптцrrалыlостп (сш. обэорц7э
статъ!) Рота [3]), пз кmоръш весца .шбоlщпrшl Едяепся не-
спilriетшчное решеппе lЬап [С]. Ьо автор, вмв за основу пз-
BecTlMo аксхоllвlш(у Нэпа [5], iсIс.lшtпл акспоrry оlшreт!Еш, ос-
тавпв остадшrче бsэ lзIецонпя. Blвсто aKcIoNGl сlпетrш бш;tо

введено пр8дпо[оrвrше о тш, tTTo дш BeKoTopof, ilo3crpoвaшoil
авфтрщоil схеш{ пз лаппоIю к.пасса зsранее rзшство, павоil
делёI явJIяотся опшrаrцшtl. Этm tрецqдент" с поlоцЕD остав-
щся Ф(счФ| прqдопа'Iся на весь шасс.
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В настоlщсй рOоте рзшв€tется аншотп,цшй Еодход к ар
Фtтрашtшл.л схемам е l:зIrlерпмцм прстранством участнцкоIt, где
чtl'cJto },частников нг обязатеэlъ*tо конечно. Тшtоfi пQдход заqпу-
ХИШеТ ВilИlrаНПЯ ПРИ ПОПНП(аХ ПrВКТПЧеСКОПt) ИСПОllЪЗОВfi}tЯ аР-
бхтрапной теории.

ýТ.,Ьрлулrровка основного результата

ПустD /7, Z,лl) - измеримое простра}lство с некоторой
€r -алгебрfi Е 'полrоtслеств произвоJlьного мншества Т ,ц

:lеотриllательноli мерй Jtl такоП, go /(T)=.l . Tpofuly(TL/)
Сулеш Jtалее назшвать прстранствоl, участников п предпоrIагать
,хDlксиi,сsанllой. При атом будут испоJIьзоваться след}rщие обоз-
нiJчеl!rя:

Д/ - нацеленное канонпческпll псрrцкоп,t баноtово простраl-
Jтtsо i(лассоч пйlf-шэмерппrх Jи-интегрпруемшх скаIярншх
ф.лtкtlпй на 7 с ноfrлоR [atr=Irli({)ldy;

L+ - конус классоs ttud,,p поtття вскlцу неогрцательню(
f -изЙерпшг:t уr-t{нтегF![ешшЙ МкrпШ на Т i

L- - надЬленное к8нонпчесшм порrцкоNti банахово прост-
;BltcTBo tслaccoв mdl f-изuерlпос ,/74уцесвеЕно огранх-
ченнцх скаJrярtцх опrЙшш на 7.с нощоП laln= tTOilot?laftY,

L? - конус lшассо" tпdч поtпп юплу неот';iицатель-
нцх f-пзмерmпос /,/4утественно огранхченшD( сl€Jlяр{ltх
футrilлй на 7.

Пусть d - сеIеRство всех коrплtпlю( пqшоIество бrна-
хова пространства Д1 Ьедеu на пространстge L' d-топо-
логпD относrrтепшlо двоfiственностп <Lr, L'> с канонt{ч€с-
Koti би.пrнсittоfi фроf, <r,y>=Jraft)y(t)dlt, т.е. топо-
логпо раЕlФiерноfi схQщостп на компакпtцх пqдшlопествах 0а-
нФ(ова прострнства / ф.

Арбптраrrоfi схеuоfi с прстFанстPоп, уlЕсцrпко" (ТЕ,ll)
назовох лаw (цrV) , тгде CL€LI, Yc L1 , мя котофЛ-
зцggрlщенн },словlя:

]) шtоrество У вшrук;lо п заrоýryто в d-тспоlогrм;
2) шопество У псчещrrващее,.т.е. V-L|* =у'
З) 6 -Е!rутрецвость Есоства У сqдоrшт Tolп(y 

'l, 
;

4) д.тя t€Iдого Uе(V- u)i.: {0J сул€ст}rуе,г вещественное
,пе-то ё > 0 та*оЪ, чtо у(t)i'€ почтя BcnE:, lte 7 .
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черз Gtrtrfl обознашм пнщество всех та..tих афпт-
раrоlшх схем. Афштрашое реше,Епе определиil как отобрrаппе

|rGFrz,/) -> Ll r УДоШ€ТВоряпщее следrтщеfi схст€-
ме аксиом.

ДtСИФJlА I (оптпlв.lтыrость по Парто) . lfu,V)"V о.

еслп *eV аФ7|(ц,V) ,тоiс=|,(u,V).
АксиOмА 2 (пrвариантность относrrтелыlо афrlшшtого проб-

рзова;пя). .Есл п аффпнн ое отлоб р8пе нк с'Д:L]*!,/ 
"uee т iпд Да=аЛ.6 l,ля вс вх'z.eLl ,где LеL'rа(ё)zt>.О il .в. на Т п

ieL'. т о |(Аu,АV)=Д|(ц,W.
АК(:ИOМЛ 3 (назавшсrmость от постороннпх шьтерtаrив).

Еслш арбитрапнне cxerrg (UrV/ л

lц.Ш из мнохества G(T.E,H) TaKOпllr,,;; VсИl о |(u,WkV,ro |(u,[i)=/(ч,W).
Прrцлагаемая акспоматим вполне естественна, но в отличl!(l

от спстемц аксиом Нэша здесь отсJrтстryет аксиоriа cиlrпreтpttlt,

вшзцвапllая нарек.анил со сторонн бо;tцlого .шсла авторов (cM.[,Jl.
0казшвается, что спстема aкc}toм I-З полtа в том с}тJслеr чго
ее дсстэточно для однозIlачного продоаеншя решения с tleкoтo[K)]

"прцедентttоП" афитраlсlой схеm{ ва всё шIшество 0(тZr,l)
ИменItо, справедл}tвц

ТКFВ,!А. Пус т r а рбитрапная сх ема
(ЦоrVо)еG(ТZ,}l) такова, что lЦ=О п

Vo={a,ctt,(e,|><tJ Тогда для лDбого tltcV.такого, чт-о(tЦ|)=f аllr(ё)>f>оп.в. I-1 :,

Т,суце(:Jвует ед?!нс твенноо отоь
р а п e rl п е |*:f(TrZr1l1+/t, о б л а д а to ц € е
с в o ii с т в о п |.уftц,V,Ftп уд о вл е т в о ряD -
щее аксиомам Т-3.

1
ý;. Вспоюгателш{не утвеFдstпя

,Цл, l доlизатеJIБства основноil Teoper.ш Harr понадоdптся сlе-
JIуldца,r

.iЕilllA. liycTrVCL| _ вшtlуклсе телс
r б -топологпп, удовлетво},япцее
, ловияшi:

]) нуль содерIIтся ь б BuyT-
, liностп l|HorecTBa У









-<l{f v.1*7-чr(ql}t!tу,]d,у|rlfv.(ч)rф-Iцв**ф,k

*IlrrtФ-yr1o*N.!y+|*lolyn|Iryr(a*)ydlt-!ryr(")y,фlt'l

tfiопество Vо+ё в cnJry l(омп€lктностш огранпче.Itо по норе
il,il_ , ttrl*eVi+e , , Iр?Iщ.с]rщеспуот )_rо та-

;П*Т j#,{"* :,!" t irJttrlillЁi aroi i t }ihi i -:ti
п.в. на 7 и

о 1, l u, @) -y, (о*) l l у or у fu < I tl уrРql -ц (q,УА' l

Теперь предтоf,ение 3 и Helв,rellcTrro ,7) даDт пам cxcJшliocтb

t, lr"lnl-yrP*l,/!+yo|d|-0. (s)

Кроrе того, *aau g2l9ддм/lсть

l l)vоlа")tф-Iryо@)уоd7l- 0, (9)

Прrплененше (В) и (9) к (6) даст нам схqдпмость

l f, pv, lо.фф ус @фр о,, I, ио ре r",hh 1 у у, @ф
lLrIп, что то f,е самое,

1Yе(ап),лп)-(Yе@), f >, (I0)

Перходд теперь в неравенсl ве (16(а)r!i)(I, !.) к
прqдеJry, пЕl[ попiщl (5) rr (I0) оконtхатеrIыI() поrцrчi]ем пеIввен-
стю (!6(фrУ>>.<ЕrУ>, которе вцпоJIняется дл t всех

I,cLt_ _ таЬ, что Ра (X)-<f . А это п означ1. т, tпо

У е |-6 @) &шсfoтЙт,, :,ра(ШЕ€ lоl,,rгознатIнilг() (угобра-
rcШя ti пОКiазана. Та:,,;;:": обра:,ом, ддI многозR,.tOlо,о отобр-
rcшя 

-fa,Vot€ +|/О+6 Dl{по,ненв Bci .i,слови,, т,)оIЕшц
Г;ШССбеЩа [6J п это о]юбраrение i4шеет rl ,пqдв}rш{уп тоIцqr.

ПРШUЮШШlИВ5.Для коfiJrого нату аль
ного_/L суч9_. 1вуеrйпеV'*# т кое,
, , о {*е (v"+{,to Iv

ДОМШrВДЮrr.'цr.r, |ое V"+! - неподЕшЕtая тоtцса
rоlогозваtпого отобраrвlшя_ Гu , спцес ,,х,l0lцая по пIЕдrtоf,jнll
4. Попоml Ь=F' HPT"| 

7tЪ , Й субпяеf,пнi сшшrшоr,,,,Рg

Т,5
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опрOделен фpчлой (I). Покаrеr, снач€цЕl, чrо Е*е V'*i-
'Гак как i.rГ$(r*) , то пз (2)-(4) сле.ryет вервенство

1з'' У,о,m,l'|*) >, (Е, {*)
для всех EeLa,*ori,-ffi Pt*6)<| . Jlапее, пшее'l

,thпfu,,Ыуiф
iоп(уца Еопу!rаеш BeDaBcHcTBo

1t,Еп)-(ft,F" Pц(f)< /, (II)

Beploe для всех lcll такпх, qro Pl&)</ . П". (I) оче-
вцдно сJIедует соопIошеше Р1&) < l С*> Ее (V"+ {)?

Таклш обрзош, неравецсi-во (II) пrgет место для всех t,€

;{;:i!;,r 0 iДЭуffii];,I, Xri {' " !#;, "
(Ъ:tt /-)-,,i*oil поэтоlry вЕЕуIс.llая ооЙтса еоtqv+!*J
компаtтна в тоfi хе топоJIогЕп. 0тспда сле.ryет ее о(t jдlS -
замсrутость, что вJIечет ва собоfi (см.[а, ТУ.Т.S]) сооrвошенrе

ti\li'i",?{,'PrJ""i";lfi ;:*ч,;:Щ"rё,
iл", а*=Б .i'o*ofi сторовш, а*-Fi il ё l', k

iý{#i,r':{ii"ir*:Ё:Ч:iЪf "v,+{,---;=ff ,Ыu*

А это означа.r, *rоО 
'#rV-il" . Докаэателъство завер-

шеIlо.

о
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Рассl,ютрлпл теперь отоРратеше tr,[OjJXYo+ L- ,

;ilffi::,; ;:т"Ё;:, f !1?IJ 
= rйfя n"| 

fr:! i : i ! ;
топо,Iогпи, содерйO{т Еуль,эцIryтJI п {Д]&lвамtнут. Возъrrем лобое
натураJIьпое fl, . По предлшенпю 5 fiаlЦется й"rе |/" + {
такое, no fc UЪg'.0чешлдно, йrhr[0,1lxVo)-. *э
огранпченпя общtосм lroшlo попагать, что последоватOльность

{Ь].*оп"тся по норе l/.l/.o . черз E,Bh(to;l] х V')
оdознацм цредел этоfi цоследователъпостп. Нешопtо прверяет-
ся, что йеVО " ffе\|ОО. Так как У -_щryтrrое _d -
заrд(rr5rтое мнqiество, сqдеIпацее щrль, то (сш.[Д, rУ.З.Т.]) оно
6(L|r|]-зашснуто, что влеqет за собоfi рЙнство V'О--V.

Итак, для парш |/, и} r удовrleтворшlеf, условпю_леmлr, сiфр-
tФr.,ироэлrноfi в lтачале Еарагрфа, наlЦено Й е Vo такое,
что ff е v . Jия тоm чтобн ата лешв бша полtостш дока-
зана, ост€цось прверпть еднстЕонвоqтъ И. Прдпоtоml пр-
1пвноо. Пустъ йеУО таково, чrо ffeY п tf tr . М,
ю,ец а, в V ц!веп (4, О><| п 7ai &) </ . ОЬспла
( ff,Паl,<tr П>il о пф"r.*'

а >( ff , t) * ({, D=Ir(# t r) й/, ( 12)

пуqгьЯ-ftеТ: Цt)#'rft)J . так как t+П , ,оV(R)>
20 . ОчеЙцпнО,

Ш!! - йL)v
\lцt) nrr?- ' О дш,шбого Leý?,

Но тогда

(""*r-ry)L#- Щ1l>4
и, следовательно,

{ t(L)
йтг

0тспда следrет

Е(+)
йтг

+ >& для .lmбого le Q,

.ln(#- 9*ф>еЬ*d/
Теперъ шз (Т2) и (I3) по,гучаем

! т.,7

( I3)



z, I, (!n - Е") Mru = Ir,"B - Р) "rф * Ё - fl td1 --

= zI 
n Pu - Ьф #) шИ х I"Pl еlsф = еfuф = е

- пртпвореtше. Итас, tР=Й и ле[оЕl докаэана.

ý3. Доlсазательство Teopelл

Возьrrеш прочзво,tЕryD афптрашrут схеrry |bvk С rT Е. и).
полоryдш {*{U,V)=Цt tL , ме у-еU-i,)Ъ:й;,"'
что Ё е V, t/ . Сущёствованпе п еднственностъ | сJIеrryет пз
леш,fr, сФрrylЕlрванноf, п доltазаlпtоfi в преддд/цеЙ парграф.
Тем сашш определово, mоdрлеше lb, Q(TrEr2| + Ll.
tscTb Ио=0 п VJ=[аеl,а:lа,Г2 з.l| . Пfrверш сначаIа
в{полнеппе условшя lоOц.V)=Иl . Имбем <tЦl>=|,u,
qпедоватвлш{ о, { € Vi "о. 

Кроlле._тог о, ,! е ( Vo - tl)o . TaKдrr об-
разом, по,ryиеri f о (uо rVо) = f + Lо= lлг . Прверм вшпо,пе-
нпе аксlоlлr I.

_ пусть суцестцrет *.Vlr>|* (PrV) l*f lfu,tt).
],i,Ti*TЁ*]ia ;"#;"hiýiio {: * ;:r,:;:,,"поrýrчаем (

| 2 @ - tl., i ) J,a- оF фr!^{? * qF ф - ъф u, t- ф у d7=

= [пЁф -!r*ф,tЬф 
= !тФ ф + lЬlф = t - f |g ydy,

1це ý|=fteT: a(t)> {8 *"rrl * f J . . }Iз условrя 4,
которiцr до,Dtrlа дошеtв'оfЯтъ пар_lц,Y) _ , пшеем Е(l17
rfi;g, Ёl;Ыri,:#,,ж!!,-J:*9:I) ;у
ш акспоiв Т въполriейяr-Пустi аффЕнное ЙЙ;;}'.YДiЪft
Ешееч вцд Д.L=а.п*6. дмъсеi-авL' , Ь. a;L; .
aft).?F>q о беL| .п,reеп дf*fu,UlZнЦ*ц)'=
= цff+цt$. Рассlлотрпr учw (lц, tlU ..очейо, .(lц,,аУ)ее Ъ(T.z,tl). {але,е, АV-ДЬ='а.(V- t+) , ь,Fсlt-лц.
'i;r*!:,k:УF fl l :[r ;"i ! E!;l |,й : I:,,
ЕlКСПО}t€l Z вшlолняется. 

IIs
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Теперь прварп, вшполненпе аксиомЕ 3. Пусть афптрmtше
схеrш (И, VJ п^ (ll,WJ пз MHoiecTBa G F, E,lt) таковш,
qто Vcll| u l*0l,W)eV . по опрделеtй плеем Ь(цWЬ
=9*ш, где и:€'I-tr!чFЧз?i_О п.в. на Т п

;f,фЁЁ;;{уf ,L,,)",""#",#:j.{:r{bi;
dяЬЁя.' ОстЙось показать ед{нственность отобрапеmя |*,
G(TrzrJl)- L' .. Прдпоllошr, что некоторе отобрiеппе

аr,,Х!,',;,f :t/:!i"*;i:,ff ̂ff:lЁ!tr\;:п:?Т*-д-адлм афФtпlое отобрапеtше ll : h' +/r', поJIошв

отобрлеш е r:#ffi*",т,"1));fr,-| -

;f; 3,iiа{r l : ;" "{:{; l":ii 
Ъ", ýz, пDедлffi,€-

п.в. на 7. пустъ W;tуLt,(Ацr;{7: ffi'":"ffii,
ибо лпя .mбого 0с€V буtrет

4 > (Ф - ш, F, ф- о Fl =Iffi = -|', ф = 
(l z, D,

Лепtо проверяется tпo (U,V)eG(liZ,i. Kporc тоrо,/Ц=Q

" ДW = {п. е L t 
: (4,,,| ) 4f . слелова iЫыrо, .Q (А ц, Д W) = й

yr?ffi ;)wjs:ttr=i;Ё,\/r,f,(#:'ir,!,llrl-/:#l;
п Oo(lt,V) е V . Цо "У с W, п по аiспоrв 3 61цём шеть
0'(i, V )' = |@rWlэ {*(U,Y/ . "t"rr"" фразо.r, одянствен-
liocTb отобрiе*" {р, G(TE,,lr)-L' показана п пеш са-
lщм доказатеJlютво Teol)eш завеIшёно.
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