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&\Jцц JиЕцJIв JmrI выIIуI{JIцх Фrншии в
ншIрдlичЕItюfi 0БпАсIи и ЕЕ пимЕ}IЕlиЕ к исслЕцOвдtlиlo

Асиlrпюlttки 1t0I0I1ц пЕРЕrшIнш(

Л.С.Маергоf,э, Е.И.Якошев

ДапнаЯ работа посЕщена решеtrЕD з"r1дЧ! Дпрпх;lе для внrглt-
лшх функпfr в неоц)анпченноi облвст" "R- "-"" op"noa"*o
к пзJпенrD асшптотпкш внtrумъtх фупкцm fiL-прqтвrп степеннц
рядов с неогрsнr[ченноt облдстьD сходш{ос?п в (trъ.

Обоэначвlпяz 1l,Lr!)=atgl+,..* щьчь i Vr(ч)=
= 4*Ч t(t+,ц> -Yй), tlsl'|1 - пробфзоцше Шrга Фпlк,lдл

V, ltr'-( J,nI (ма Rfu)|'dа?ъ V =[u.е ltl : Vfu)< оо1 ;

I i v = |{ u, ль i|.Ъ, п, 
- 

ц.Z dоtъV ; а > v (ц! ; VOh\h t ! uht r у),
{+ф

УеrlПtъУ - ,""*rЙческая (рцесспвltая) Суrшщя дIя вшук-
лоi qукшr У LI, c.BJ; Й - заlллсцrе /L/ l ,!(М) - аспrш-
тотtчоскd коЕус вцццдого uноIестsа М i Kg - зашrryвое в{-
цrкJIо€ lrHoIBo?Do в Rа , оЕоIжоЁ фшшцеl ко-торо_г_о явпяется
полутепрершвная снrsу субlпGhrая rtуlпсця Ъ, Rfu +(r'ОС]
0 tР) = ({с К r: <у, *>. 1|a)l ; аСЦ поrllепрершЕная снх зу

обоrотtа 
-оу,rкЬ- 

V: цL OlY = Фi lt.
f.0IIрЕдЕ,IЕIив I г2, с.42; I. c.,d. д с I ш п

q е с к r х * о 
" у' " 

о ",|(l4) ш,Ъества lYc
знвается ilншество в Rru, состощее lз предеЛОВ
вЕх послqдов€lтепшtост€f, ппла tLl*.tr.,., апФьr.,
хL€и,х.Lt0.

I

+
тотп_
Rllъ на-
всевозшш_

.J . гле

OпРЦIЕJIЕЦИЕ 2. Пусть ИсRЦ;!:l{*(в,-); !**.
Асшшптотrческоfi функцIей qункшш f

?0



назовем qшп(цд,о уо+:R|L+(-r-] тацп0, что OPL!O+=

*Ч*?"Х"' 
ni;'3};u.,B (уIf,(lши !о + 

:

D tr+(ФiЦ,а!Е, ое datc u; Voc,| (dm tl). ( I )

2) Пусть К - 
""огрЕпченное 

эаrдшутое вшгукJIое мнопество

" R' i К*RО.r{h,kь; t - чед на Г:=)ft вцпlп.лои

поJýrIrепрершвноfi сншзу Фtпtщп V: K-{,e,-J , конеrпой в}rутрш

К- . i, = [ч е dлп. У, it * { в dptn У V ё > 0 J,, Т ( ч)= {а е Q|.

?о16п)= li,l,u L-t. Чrаt + у1 VусГа,V*еТk)l,zl
t,+oo

В частностu, есJIл iраlшrа / такова. lпо содерiит дв€l параJI-
ле[ьнж друг др}rгу аффшнню( rшогообрзия П1 , П2 ,dhrПt=
=di+Tl,П2, то мно[ества Саi(V/п), i=l2, ,пмЙт одхнаковве
8сиrrптотическIе KotTycH .

Рассмотрпм зqдаw ш{щrкпого прQдощенпя с граtilIIЕ вцтvк-
лого мнохества в его вtIутренность , прпчем надграФк}t Ф}rкщil
этого продоJIfенпя пilеDт задаtцнil аспшIтопдческлй кокус.

- Пустъ К - неограtшченное зашсrутое нrщдuое пноIество в
Re;- K*Ra; lъ', RФ*(п,ф)--по,гл{епреръвная свrзу суб-
.вrнейная фFrпця, пршqеu illtп'|ъсlфl 77(К) ={V/ -, yg3cc
внrцпФtх по,гуrепрершцrш( 9rц9у Фшqпfi dб своЛстйu, Y?'=lp i
lпlКс dаttъV; П=ilК=аdltruV);Jt llУф:Г-(-,.{ - класс доJч-
непрершвнцх сЕrзу въmукшrх на вrпFuIьiх участках граншщ Г

фуккпfi со своfiстваrш (см. опродепsнIе 2 и формулу (2)):

в| 90+ >. f ; yоt(ф= lъ@) Voe Т(У) , (3)

6);tля_каrпой фylдспш У uэ d7(O наЦется вектор (arl)B
сRrurfi. тл(оfi, что

ЦН)><цу>пВ VуеГ, (4)

прпч8х ЬеЪLКХt LtKL _ *"о."r*ьная вsrутреняостъ, KЪl.

rпl"хi;.r{$?i,!кtlZr#gfrу\?:il,tт,hь
b:iyh, 0х fif RГ;Iк;ft в- у :&- #Ёt'=V|iii.drПl'V (см. (Tli, .Ьоем о справеллпвости
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уGловиil (3), (4) дrя У = Vlг , Vе J7 К).
ЗАJЦЧД JИРlО(ЛЕ. Jhя mбоil rtцпfiш{п- V 

"" 
Js[d каfiтп (рпt-

щпV п" J7G) такр, чrо'-V17=у.
_ Jhя cгJrчая, цqглq К - компакт п, спедоватедьно, j(K)=[OJ,
lv@l;oor.aeRfu foJ, запача решена в [3I.

ТВOРЕrА3. Зад а ча Дu ри хл е _ ра з решима.
ДOlаЗАТЕЛЮТЮ. I. tlycTb Д ={aeRb:-|t P)= |ъ (-aI.

Известно, что Д ,- ллнеfiное шtогообрзпе. Прдпоlоrшш diit>
)0. Тогда К-- L+Ktr, гле К7- замкцlrтое ЕrrтF(лое MHoIecT-
во в оутогон€цы{ом допоJIненхи L' * L , пр!чеш di.trъ К1=
=ь-d.i+tt Д. так кqк У - вшrтyl(Iая поJIyIIеIIреFшIая снпзу
iffжщrя на L+t> С 0К VrеOК1 , то ГI, c.Bzl с,ушсltш
t1,, ( t>) : = ! (t> + ц) - |L (Ц ; h 1 1 с) i =ift4H u)7 @)"" фЙ.т о, рп опре.деленн соответственно на dK1 п t' . Но LСdOlrъlLс
сrС(К) lh-ллнеПнаяфункщrяна Д , поэтоlýr hеЙ,(0&) i
|ъr(*)=-l.r(Ф , Д'_ n*, np * 

=0 
. Ес.,m Vr-'_ рr._

ние эадащ Дшрпrле в К7 такое, *о VllfuK,=fu, то
V(t2tц):=П(t+)+й(оr), t€ K.t .; ц€-Д '- пскомое ре_
шенле задачи Дiлрlоtllе э |(=l, * К1 . Итас, не огранпtшвает
общнооть рассушенfifi прдпоIшеншеz d|+тъL =0 л, сJrедова-
TeJlbHo, d,h, Kl = lъ . ПocKo.1tblcy решенхя задаш ДлЕшх.пе дrя
фу,Oчч Z ,"..oJh(Oit\)-<:a,y>(cм. (4)) пз Jх(Г) , пв
а.€ tЛЁ К h i Н (а ) : = fu,п,) : 

= |ур)-<а,9с >, сУТесТвУШТ ОддовIЕ-
[Е}rно, то п|опно с(штать, что

l,.@)ro Y.zeRa, toL;'!(У)>В Vye Г, (5)

2. Пусть *r€_Й К , Р+ _ {шпп(шrонш hfuшсовского мвоrе-
qгва К-У" i 1 - Фксированная вшry]gпая поцlпrепррншrая
снизу ФЙirц я в'К такая, что |0+ = L ;

lQу=maa.ttt- PaQ-yJ]'! /(y,tl; (6)

!Q): =7эQ), yBill.t К; !(Р:= l(Y), У € С
ilocкo,lbкy,в - шЕrрtлая поJIJшепрерIвная сншзу (ушшrп" 

" 
К ,

то из (5) Ьтеlиет,,что fl,:=i+ъftЛ{у), х.К1>-оо . Слелуя

схеме Л.Хеgп,tанлер [3; 4, c.I2J , рассмотри1l пробрзование

аi = ! r ( t о,, - c)'l, L -- fr,.. э fo i Фп*f Qnu- ф-', ( ?)

,

,
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а

э

ще с</lлtъ{d,tJ ь". (5))._Орр_ задаот _гоllеошорФое отобрапе,-

о. б пошrор"rgqнс_тва в R'"O*U>CJ на поJryпIюстранство

14 r[(а, а ъriе ftb l Q : Ф ort ? 0 j " -',' сохран,щее внrrуruIше пшо-

recT"a. Лустъ ýэlРL.В lТл,--_заrшryтшfi прекп{вншй поrryс

в{тryклого lrнgiecтBa ( . ТоЙ [r,с.Ъl Тэll tftы =0 J =

=\R,О)еRФхR:7е,,|(К)} . йоrество 6(fJ.заlцtкуто в отно-
сrтельноfi тополоIraи шщесЬва Р7 ,. поскоllшýr J замк}ryто п

Rael . iltrmecTBo F'= BTJ " JRa'/ имеет впд:

F = {а.в Т2: f(ф< lJ , (s )

где

v/d=[n*t, t9 &, ",,*)- cJ,ocQ; ftпл > 4
' 

!ь(Ч,...r*ь),(аь,..,аоlс.{Q;lп,+1 =О

(см. (6),(7)). Функцдд J/ яшяется функцоналом ШMrшolrcKot,o

швшества f . ПocKollжy У(q>0 VaeT2r{oJ ш буrкrия /-
по.щrнепрернвная сЕизу ( f - поwнепрерывtlаi сйзу фrшrля п

пЦ,оrY(п)= hra),
сш. (6),(3)), то цз (8) заuшчаеш: F- коlдlакт.

3. Пусть фF - tщЕqпая ободопtа liно[ествs F. tl<lкапс*,

СО F =tac Та, u y(a)_< fJ э (9)

:лле Г2 Р - внrцrrtлая оболотtа Y , т.е. спIвведшво соотtlоше
HIe

ф ( ePL Y) = epL (р у/. (I(,)

IlycTb *,€ФF. тогда. с}4цествует вншrклая комбцнация *=
=7lлO+, , ,+ х*ъа@ то !ек .{о'ЧТп, F . цэ . 

( 10) , (s )
нвхd,шш, сю у(Ф) < 1, n Y(atoj+.., *2*у(оЙ)з/ . ьобо-
рот, ryсть для н€котороfi тоtцш 9D uз Т2 иr/tееI:- Г:=
aёфУ(а)</ . Тогда шз (I0) закпOвем:

ra,r)= Ёtt h'Ч,uс), Ёrr=/; л; > о, (I0/)

M"l'Yi7 Y(pta)> 0; i=lr..., rt? . Лвпсо проверяется, что общ-
шосiя 

-расёliлеtлй 
не на1l.уlдает предполо;еfiI е z 2r> О ; Ё =/,. t"L i

r>O . 06сзнатtм fi('Ls-aФц;'Or *, = {.), P-f . ,
Нз (IO') пощrчаем, 

n",



@, 7) = {а., (il О!, r), а = f *; а"! {rn, ='

..но 
y(#о)) =1-1ti4 y@rо)<r</, i=/,...rц т.е.Фе cOF.}lTaK, форryла (9) спвведлшва. Следовательно, ф F - комп€lкт,л вцщ;шая по,глrепрсFЕIая спизу ФOгнщ},я Ф(а):=uYh)сф-

его Фшtlпонш !tпrковского.

_ 4. Фунщия.Wу)=ФQь...,!цl)+С (см. (7)) - шскомЕlя.
lrРеtrДе всето' V - внlуктая поrylrепрршвная СНПЗУ.ФFкщя в

#*щЁ i,{ Nf -,"щ:ж; i lgtirн" Itr,s {-
Kotýrca /Ё . Ес.пц fimlf 0 VОеД , то

Y(а) = an, ['*,,.:,.,*) - с J .

НепосредствеЕно проЕеряеш, тго У - вdфiЙая фвкчпя на 4
IспоJIЕз]rя Ецшrклость суЕq!п , -" .rn".'.Jr*i-":hjrЙ
EcJп у точ.* сЧ L=7,2,п,/--;"й;;;-;;ffi, #*"
+t!,=0, i=l,& , то

l,i,n у [at'L @О- ocl)s1 ]= /о rпЧ
++о

(сr. (3)) х, qIедоватеJIьно, Р - вшпуltllая ffшtrця g9 У . Нако-

воц, осд аъrl=0 VоСД , ю f(O)эl.(о)rПаД . и"яЕ.
У - вщслаi Фшця на лпбоrr_ вццЕqпош подriншествs в ? t2 .

Поатry с0 Y(а=Y@ Ya?_?k: Vlr = У , Пш этол, так
*r* .орййЪJ tri, 

"Ъ 
iЬ'Р):fu,*'hYiаt=йuld =|ct;

Цrrl=0. теорш доказанs. *'+Ф
f . Ропешо зqдвtп Дпщ.пе позвоJIяет оппсать так назцвае-

ше "всхштопtлвсп9 цtJщрц" надгра(!rка шцrшой iпrЕшщ,
обrадаrцего задsпнщ аспшlю{Iч€саш коЕJrсош.

OПРЦДЕJIЕIiЕ 3. Пусть /{ - заlвryтое вцщ/мо€ шEolBcTBo в

!:*!,#7яаffi";#fi ,frТЧ"WtЖ-пt
*O,*Сilъ. Асштосrчосш Фчппчдрlr Xъrc) надrра-
аЬ рi е па8овI зашвдпе IEcec"Ba-lb,# Rn, R, (ot ttl,to(o)tфeqi 0 Vё >tо(u;Е)J ,

Зr-UЕЧЛIШЕ. lр ll=RФ ато поflяtпо в экпвален!ноfi Форiе

""qдЁ"о " [5l.
дспптолтlсесЕе шJшцдIr налграФвs суIщцЕп d onpo**"

спст€ша фFп(щfi: *G)litrrae4lJ, loi ёбЕзNп(fi).
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IIРЕIIлоsЕtив I (ср.[5 , c.zrJ). в бо

'tr=

о значеншях
О|rt lгд€оЕределенпя 3 имеем:

a

rtrfuJ=k[c@tt u),tц(а)!, ur 6"1dotn il _ _(II)
- в ц пу кл а я Фу н к ци r,l*(futъG)={UеRО'
сttU.еdпа.fr Vt>tr@),п рп ч.е ш с п ра в ед _

лива ФормулЪ дiяФе1,1ъ l __ .- 
n,*,.|, i*pt ru,y>: !fuд, у.бt{*)РсrхИ,tЦftа

06 (llJ= l -Ь ; ььёЕJй ;0ъ&)= 0,

Фор,тула lf=Clrr' вцт8кает пз опредепенrя 3. fuвод

фрryп" irZl "Ь., бнiь qдапан по сх€ше, пзrФевноf,_в[S ,c.Zfl.
Птак, Ja(8)f0 VасlQп лбо поверхность da(0l

замкlryтая оттбашдя нвDерIIпеJЕнц ошOшервш аспмптот фуннцх
0 в направ;rепш .а, лпбо таrqе асIштогц у Фунпltш 4 отсуг"т.-

"Йm 
B,rynp" /Y? tcp. [s] l. Всд у JIDут щJчцроЕ Jcr(G), i=1,2,

Iшется пsрsJIлельнце дпуг дпrIт грвппtlвце опорнше гппбрlIло(.)-

костп Пi- L:,l.L . l
оw lh i,u ;е ; tll,' Ь .\ й!,ъ;iW,ж,-Цц*! ;3+

:!##: ;i k,kfttr *IW,l;*l 
"f. 

?ý, .

Форryла (I2) пшазшвает, tпо асrшiопчёскrе цшхtцрц над_
ГРафtЕtа ФЕGIпп 4 опрqдоrптся граrцtпч5 зпачоlцt1 ое пра-
обрэоваltпя шга f l. }l ваоборт, ФDqдеr€Епцо уGIошя на
асшптотпчgское поЕодепо ttуЕgцх f,} првопm к ,еогранхчвн-
Horry возрgстаtlш Ф-вtсllц G оw пqвqло к грашllо ее обlасп
существоваlшя.-:;;;;;ёl."..*r"" 

щlщrклая ЕвогI}аЕчщвая о4rасть 
" 
Л',

ý| * Rfu ; ф(v)=:{W : ý} +(аrф)} - tцасс Ещхлrх поц,_
вепрерчвннх сlпзу фlшсддfir коЕоtцц Еryтдг 9Ё , у Ещдоil пз
KoTo;rD( sсхriптотиt(есЕая Фlвщя W0'сошцдаот 9 задаtпой
с} lпrвеfiноfi пслунепрорввяоf, спзу {ушцвfi ra, RL_-(- рrф]
со своfiстваrш l Nа:=ftаtаvlrt!].*! i dailp 6!ýQ;ditъ К2=

#,8'r'*;!,P;Eii:tff tй=::Wffiuц
(в обозначенпrrк теорешr I п прллоrешя I) _ шасс 1frдпсfiil,
у которго oтc TcTB}rr}T "собствешше" аспштотпy€скле цлш}ц-
рш. Поскоlъку W#0'=l, Vulef;tФ) [t,с.lЗЗ], то пз (I2)





.lЮЩЗАТВШСТЮ. Непосрлсгвоцпо проворяGI: ip,пqЕя ИlЬ)
поJryнепреЁвная сндзу ( Э+ - поппая оdдасть). Еслш ао€аD+ ,

то (hrЕqЕя |'hP) .; поt!tнепреЁввая_сверщу ь П(ц): =

;ff .:r;""##,{;1;#*з#;3;/йJff ?ЁIйI?,l
щтш Э доказнвается так ,е, мк Ьто дашется пр[ доказа-

, есJп ш8оство

ф t0,
,, ,

li#0,

,

18УЧаПоСъ l

асЛЕJ=
u, р>о

(at

a

,t

,

t,
с "порп-

Щсть
логарlФf чоск1-1Ещ,тIц от ц..,,h L2,( '+Ф,шп!; (qn] - цроIзкцъпая ЕооtlпllатеrlЕцая

,

:01

,...,
I
чъ

(,;
гдо

H(D), ,о
!Е]пttrя, гопопод{вая в тдубчато! в

гв



t=!r2 t справеддпвость которого прl D+=R? доказана,
напрrшер, " [7], теореша I.5.5.

i =;?:* 
3, Uо,Ое 0|i(D*;7)}={Еlt;,е),tе iлг)1

IIИ{i{ЕЧДНИЕ. Теореrлr I,3 первоваtтшъпо бцш доказаllш E.}l.
Яковtевrш д[я сrtучая строго шry&поil оФlастп. В Еуdпшуеuо;
впле результапt статъп прнадJtеIат Л.С.lrlаергоfiзу.
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