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Изучаптся услов{я, п!ш которцх опер8тор, переводядлй со_
вокупность всех вып}rкJIцх , эамкlryтнх, содеIшЕцtпх ноJIь подrrно-
.хеств rильбергова пространства в себя, явIяется оператором
взятия полярц.

I. Рассмотрм веществевное ruлъбертово прстра"сr"о ,{ .
Черз ФtuP обознатпt совоIтпность всех BErTyItJIцx замкrryтЕх
подlfiолеств этого пространства, содеIЕащID( Holb. Поlяру lлtо-
r(ества l)ссоu| обозпаwш чеwэ С(СГ) :

t(u)=[ycH,(y,п)< l дIя всех a€UJ.
Понятttо, тсо lt(V)eaЙruY. хорошо пзв€стно (см., напршlер,

[l,Z]l, lпо оператор f :СоплЬtttllЬФlадает следrпдrпш сэоf,-
ств€llл{:

"l tft)= а ( 8 - qддштrd шар прстра""r""_ #. ).
б) Jhя Jшбого лrнеlhого огранхчеЕного операт9ра !:|f-H

и .шбого Vc ootъ* вlпоllпяется t4lU1=1л'r'tр) .3десъ
z4* - оператор, сопраонfrr l

в) Еgп абаul{lвl), гд" l - пропзво,Iцlое lrЕоtество
mцексов, то

,r ц(a U7"л Щ) = Lla frOл,) ;
ъrl t ( л хе1 (/t)= й ф' tlu1)

(спвоt С0 обозначвет оператор в8яIlя пrryтлоi заr:tryтоfr
обопотц).

Твп re своЁстваш, нsрщr с операторош /, офtqдает
оператор -t, ,т"
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И(uJ=-tлtФ) = [уеН : (у,а)> - / м" 
""e*Q 

с 14 .

В настощеfi зашетке показнвается, tlтo своfiства а)-в) поп-
ностш характерпзргг оператор tt п -t ; прп этом д(ютаточно,
чтобч своfiство 6) п{поJlпяпось не в поrtноli объеме, а лlllць для
HeKoToIED( спеIшаJlьншх операторов ,У , своfiство ц ) вшпо,tнrUтось
To,lыto дJIя конечного мнmества шцексов Д . Ь- прстранст-
во Н конещошерно ц 1вссматшв€lеiше операторш непрершвнч в
н€которшх топоJtогпя, то справедJпвость своfiства в, ) Morcto

требовать лпшь ди конечного мно8ества пцексов.
2. Рассмотрпм оператор Р:фttlr*соп* со qпед}rпOшшr своfi-

ствап:
a,l Р(6)=в.

$)P(Да)=0)Ч РР) дlя .lшбого I|вФttп опера_
торов / :

",\l Д=СI , 
"о. 

r - тшдествепннfi оператор, С- tп[cJlo;

,ha) д = дt , тле Дп - оператор оргогоналыrого проек-
тшрваЕпя на одIошерное подпрстранство, прходщее через вэк-
тор й ; еспп lltYlt=l , 2_о АtФ=(п,rt)tУ l

nn А=Дt , *g Дь- оператор оргогоншыrого проектп-
рваtшя на гlпtершоскость, оргогоншБ[гJпо вектору Р ; еоп
|ltttl=,| , то [y|.a,(*rdtY;

,htt) Д=4ц,й* , lдв Ац,й& -_оЕератор "двпrерного
повЬfrта"; Д*,i,i=Tn" Рvu,,i'| Ы*Ь Pnn,n - ОПеРаТОР ОР-
тогонлIыlопо пректдроваЕпя па llлоскостьr llaтяI{yтyn на воктоIЦ
LLrt ,76g- оператор поворота на угоJI оС ,опредетеrпнf, на
плоскостш.---7;'в"* й еwпtуйеД). ,о

"""хr, 
Цй Д uil =i n 

Р'Оr.) дtя rшбого lдtйества пцдФс_

."" f,] 
Р(ЛпuьРцl р(u лдя Dбого tлoloc'Ba пцдек-

ТШРПШД I. П у с т ь о п е р а т о р Р:tОrur-- Фtl/Y
обладае! с BolcTBa uп oLl -Р .Тогда
лшбо P=t, л!оо Р=-t

Доказаmльство !оораш опlравтqя ва рrц леDl.
JIшfiiА I. П у с т ь teH, g={a.eB:(a,t),PJ. Т о г д а

Р(е)=8+ R t Ьле R,-{Xp:J6(- rolJ l.
ДОI(AЗАmЛЮТФ. Йе Й.аЙ оСЙвостп,ЪrптаоI, тю lld = f.
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Рассмотрлм;l{перlцоскосr" Ну, ортогонЕцьЕуD вектору ^l2 , п
оператор fl" проектирования на эту п{першIоскость: lбьа=
=а-(q,о)Ё. Поняпtо_, no TnB= С . }1спспьзут самосопря-
прнность оператора ,fl,. , пЙйм, что^Р(С)=(7,>)-'(В).
так как Tn{fl=H,2 in впрп=g, то ф|l (6);(IpI:ry). 

_
llОСЛеДНее МНШеСТВО, КаК ЛеГКО ПРВеРИТЬ, СОВПаДаеТ С L f Кр-
=В+R*. Леmла домзана.

ЛгlЛlд z. Пус т ь tP€H, llthll=/ оЦ/=[аеhСd>OJ
_оддн дз двух едшничншх полуша_ров, оп ределяемнх вектором r
Т о г д а л I а о P(W)=t\l) . л и б о P\{)=-t(y/).

ДОМ3АТВ'IЮТф. 06ознащм Р(N)= Е . PaccMoTplм Mtto-

пество -}У : Bк)pof, поцrшар, опредепенный элементом Р. Так
KaK-}y'r(-DW, то в суurу Al1 P(-W)=- Р(W)=-f;. Так как

WUl-Ц1=-В, Wnrwl=g, где С - мнохество, определенное
в леmiе I, то, пспоJIьsуя свойства ф),l' ) и лемл,у I_,_ пог5rwм
сJIед}пOшýID систеw уравнеrшfi оr"осит*ьнЪ шrохества Е :

gП(а)=В; fiuril=8+Rt. (I)

Покахем, что реlпенпем этоfi систешt (в пространстw С,СП/lР)
моIтт сJr}пшть л}tшь мншества ft^=$+R.D.п ?,_= 8, R*у
(здесь R,*?r=t7tt:XzOD. Оrтrеiшш, что Zr,=,|_. Второе пз

равенств (I) пЬказввает] что RvС LUВ). В частносм1 тоý-
m lltl , lле tL€|,|з{Цtrе.,,..l , сqдерiатся в этом оdьедrше-
шп. Пусть lV.*= ttsltl, tt" {J, trl_= {пв 1,1 : п.t e -f;J. Хот9 одно tlз мно-
recTB lV1, il- ОесконетrЪ. Пусть, напFмор, Mt бесконетrо
, |Lо-'пашшенlшfi ыlемент &. Иa вшутJIостп l,шопества_fr
в этом сJIучае q,Iедует, qто .луч fПоr+оо)tl сопещтся э 8 .

EcJvl П->0 , то тотsса 0=0.' не входrт s Х. - Понятпо, что
од"о"р.i""но 0ё-Е, п, сJIqдоватепьно, 0ё ft U (-g) . Это, од-
нако, невозllоlпо, так tэк 0е Rу . Тамш оОразолi, Ь= О
Снова првllепsя ЕIrцrltлетъ Е , поtrJrtшIut, lTTo в рассшЕlт!пв8емом
с,rучэе lV+=l,|, 1,1-=/ " R*Ъ Сft, . Первое пз рвенств (I)
помзЕвает Bcft . Из'вшпрьпостп п заш(ryтостт Z вште-
I€eT, tпo Ф(ВUR+Ir)Сfr. Тшс кап R*P - луч, rсходщпй
пз rтуля, то Ф(6UlR,*r)=ý+R+р, п, спедовапепьно, X"ci.
Такпм re обрзол предполФонпе о Toll, tпо rfiшество Л_ беско_
Herпlo, Ерводlт к вкJIDченпD Е_с g, .

Покаrем_теперь, tпo сооl*Й.о? frt С1 раввоспльЕо
равенству ftr=tr . Допгуспrl проrявноё. Тогда пусть суrцеству-
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ет эJIеriепт такоД.Х€Д ,что rёХ+- B+R.tY.Mopoe Iз рsвенств(I) показнвает,, tlтo ае6+Rр=С+Rй Это означает, что пр{
некотоЁх еее п ЦеRР'- .пр""едливо равенство ъa(+/lh
Рлм / > 0 , то q.ЪС+RrОеЕ*, что невозмоmlо. Такпм обра-
зом"р < О л поэтоw -a=-c+(-Jl)tle ClR+ *C ft.cf, . Ло-
сJIеднпе соотношенця показцваDтr iо а,€-8 . Следоватеllьно,

ПеtП(r)=! . В то пе время, так как аё $*=|rPnp_, то

Пё В 
-. 

ilоlrученное пртпворет[е }l показцваеЪ, .оо f* = f
ТаЙм-пе образо[i сооmlq[енпе 1_С I, прiвол!т к рввенству

Е_=& ,.Итак, показано, lпо еспш Z= Р(ll) , то мооf,=|r,
лхоо € = я_ . для завершеtшя доказатеJIьств8 остшось замепlть,

#ь{!9,ý =,БЩhr,rj _i'i},"жijs-Ili; ич""
={Q.еН: (ЦХ)> {.) Лепв доказана.

лдпrА з. п у " 
,' 

"' 
;Ы,VTIZ?,'rО, oJ = {Х,*: Х,с t4/I.

Тqгда. лл_б.о Р(!!,t]) =t(tqtD, лш б о
Р(Г0,,у]) = -t(tO,tD.

ДOМЗДТВ'tЮТЮ. Рассмотрпм опер9тор проектшрванхя на пря-
ryD Rй , Дl2Х=(4l2)tr. так как [4йJ.= Дп(W) , то, прt{в-
лемяр"), по.lr]мм, что РtO,t]) = Д.i (РN)) . (3десь испо,Iь-
зуется сашосоцраеняость оперqтор Дь ,) В то хе время
i(r1,1t]) = l,!. (ltИ). Поэтоw еurr,-Р(W) = 

'ГOа0 
, то

Р(t0,!Л = ЦrL,t]) r ecJB{ ," Р00=-t(у{) , то P([0,pJ)=
= - !t( ГOrtJ). Леша доказана.

ДOКДЗАТЕЛIСТЮ ТmРДШ I. fuберм п;lопзвоlшнfi ваtтор Р ,

llиtl=l п наftдем P(tOrt1). Вслп Р(ГOrt ])=t(аtJ), то,
испq,tьзуя операторш "двумеЙого поворта" пs_Ао ), логко убе-
ддrcя в Tolii что Р(ОruУ]) = t(rqаJ)' мя лоого
ttеНrllРl|з| . Еслц llY#O , то, лрыеrаяi1tr ) ш ис-
по,Iьзуя_оператор l=*I , liщяо првеIlть, tпo в этом
спуча_е P([оrut])=сfff!Йl, Наконец, ecJш t4P:O , то
[0,tl2J=(0,I)PrП>l=1). И iнова псп(мьзуя zJr ). поryqм, tпо
Р[0,t 1) = йt4ttJ)4l. Пусть теперь Uеuhp. Тогда l)=
=Uчуеu[QtО] п потоW, прпшекая fi ), пuеем

P(U) = }r.u Р (tO, ttJ).= rl*цt(tortоJ)=t(а),
Подобпrч re Мрзоч, :уц Р(rOrф)-frЦtJ) то длrl rшОого ИС
€СО?tФ шпопняется P(U)=-glYS . Теореuа доказана.
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3. Череэ СtП)Ро п С,ЙЪOi обознаwм подмнбества шнопества
ФtLl> , состоще соответственно из огранпченнъй мЕшеств х
мно еств, содеFпащд( Horlb в &ачестве BHyTpHHefi тоЕвп.

Пусть опертор Р оФtадает свойстваlп 4)- l-), прче1,1 fi )

вшпоJIняется Jпшь для конеtпопо MHoIecTB€l иIцексов Л ; тогда
РO)ейц есям UесопЛо . Деfiствштельно, пз li.) п _Ц"l
вытекает антптонность Р по шgпDченлю: соотв0tценхе ulэ ul впе_
чет Р(lД)с Р(Ul . поэтоlry euwt (/е Фтtло, то lrc)6] . np,
некоторм />о _ 

х, слqдовате,Iъ!lо, Р0).эРfuВ$ПВ)jВ.
В rшшестве Сй/tо ввqдем оперIлп сJIойенпя п умtшенllя на по-
лопител ьное tцcrlo по l,tшоtоюкоl,у, ф|/={ut : aLBUrttBYJta 

= {t ц че Ц
С помощью атж операIIff, введем s СОlLtо метЕпry Хауслофа:

.р н (U,U) = iпilt, о, u eV + t в, v с ll + t 8J,
за ме т! м, чт о t ftV) = { | t0), t (а * V) = Uoro [аЩU) п а Ф t ( VЦ
tcM.[2]; эдесь х lпIе сtптается, tTTo йя UеСОп.t, ]rшIоiенпе

на Ho,tb определяется равенством 0,U=OsrlёU ). Это обстоя-
тельство побутдаот ввестп в CИt ф операшш инверного yrotme-
нпя на wсло О п пнверсного слйенпя Ф . По опрлеленпD,

tol|=+U Grq Uc еmлil;
t

Uo|/=u*rr, FU П(+а)V] (u,Vеслuп),

С поrrоцью этrп опрраrгЙ введем в СОlЪ12l метряlqr

f ( U,0 = iлl tLa 0 : |J 2V е (ё о В),VэU o(to B)J,

Из сlвзаlцого внше легко cJle.lveт, что сJгrенпе опертора /
на t?+L Q (обознавпл его Tofi пе Фквоf, t ), рассЕтрпвае}юе
как отобраrеtле 0ol1r12o * htл?, лпrеltЕо ш пзошетрпtЕtо,
т. е.

tёа1=6@t(а)(t>о)5!t(ttч)=l0h/ч)'+МуЫdit/Fil.
ТЮРШД 2. П у с т ь о Е е р а т о р Р:СOаtt*фПЦ

обладает своЁстваIп dI l r), а
cBoicTBo16) вЕполняется лпlпъ
для операторов l пз классовiба)-
Д). Пусть,проI€ того, Р вепре-
рн-вен. тогда лl ао 9=t ,л!6 oP=-t

JЮМЗДТЕ'IЮТЮ. Прп доЕазательстве леш I€ опертор Р
,l0



рассlrатрпваJIся лпшь на мноtествах пэ , lrпJt о i поэтоl0r этп
лешrц верш и в pBccrraтpиBaerroм сrrучае. Пусть .5Ъl*а||:|/цr//=/J.
по.пощш tr=fiteЛ,P(ten1l=g(tz,o)J, ý_ ={*е S: P([0,cJ)=
=-t(tOOJ)l пз непрернвltостп операторв Р ч t слеryет, что
шtсеств€l J* " J_ заtд(lryш. В_шлу леrдлr 3 ý* US_ =f. 0т-
метЕч,. накопец, wо S* rls- = Q . ДеfiстштепыIо, если Геýа{
то t(tQtt]) = - lt(fОrо]) что пввозlrоЕlо. Так tiaк едпниtЕtая
сфра свmна, то однЬ Йз шоrеств J- n J_ пусто. Рассуrцая
даJtее та( lBrKaK прt доказатеJlьстве теорешш I, легко убедtть_
ся в спIввел.ппвостш данноfi Teopмr.

ЗДМЕtlАlИЕ. Кшt показцвает тоорема, в q,Tyвe непрернвпостп
р , справед;тпвости свойства16 ) достатошо трбовать лmь

для прстеlhшх саttlосопрfiеlff ю( операторв. В paccltlaтp ваешсii
сгучае его нGно сфрФrлцрвать так: Р(Дu)= j'{(Р(il)
для операторов ршшенпя на lпq,Io ш ортогонаIьного проектпр_
в€tния на пqдпространст* Д l дIя которх diln L = / шц
Иdiлп L = l.ТmРЕilА3.Пусть цространство Н ко-
нечнонерно ш вепрврц,вншfi опера-
т о р Р:СОtъtо+СO?tt|о бл ад а е т с в о й с т -
ваtп o{"l пГt), своfiство73 ) вчпол-
няется лхшь для операторов lз
классовч61 

'-hз), 
а своf,ство й )-

лшшъ для коне!rного хноIества пн_
декс о, д. Тогда лпоо P=t ,лх'6о
Р =-t

.lРМЗДТЕПЪСТЮ. Рассуrдая т8к Iе, как пр[ доказатшьствв
Tвoperiц 2, убедtrcя в Toli, tTTo дtя всехДlrпбо Р([0.оЛ =

=i(tL,util , лхбо Р(r4шЛ = -t(rЦР]). pa.lш оорл*."но"r,
рассмоtF. лщпь первшfi сJrучаfi. Пусть ИсСа?сЙ . Тогб су-
цествует _счетное шопr9е в И._подпtшестю {аlr,., ,4or,,,J .
По.лшлм Ub= С0 Ut| ГOrаi? . так как прострь1сть ry копес_
HOIeIЖo, ю U1+ U по метIlке_Хауслорф. }lспользуя своf,-

I? Е l а з'#rffз ]тгiзi*fJ"f;;, "****:ъ": 7cлeryei,- Бо Р( U) = 
-rr(U),
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