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tlqдс.lш Еsпм l рttЕповасшя

ущ 5I.3з0.II5

тЕOРп,ш эРкlш'lчНOс11{ В JисКРЕпtнх мOдЕпя(

А.I.trфяров

В работе вссдедоЕава асшIтоттt€ трскторпf), 
""rqд.щд,пэ гlrанеfi неотр{lЕтелъшого ортапта лдя riоделеf,, пороцдаешD(

неотIЕtцателыfiмп п КЕ8lВеОГЩДТельвцlо матIЕцаrп . Пощвgрlцg
результатн позвоJt Фт дФвзать sеорацr о необхошцI l доста-
тоlЕю( усповпЕ( схqшшосlт эсGх травкторпfi к лJrчr, не црGдшо-
лагая в отлпIпе от роdот [Zr3l рrтлярностl Е нсотIrцатсльrlос-
тц, а в отл{tпе от рбm [аr5] rрпптшlвостп патI}Ещ, одрсде-
лщеfi даil{rn модепъ. Kporic того, дается оппсаяrс rrаmстрJlи
в смцслс, пIшяrпФл э [6l. Теорш DIIгопIцостх в с.лабоfi ц
сп.лшtоfi фша поJгJвсЕr кдс qпqдствпе црlведснЕцх Едцс резуль_
татов.

I. В aTorr пF{ктс даотся ошсаЕпс riодеJп I вЕqдятся нсоб-
ходдrне определеЕхя.

Пусть mrеется I,2..., { пqшвqдшбlшf, (раfiояов, рrtовов);
неразJIо@{ая (неотlщдтслъпая Lц квазхвеотIщатошвая) ш!рп_
w Дt ,l< i< 3, оп!сцвеGт IIроIзводство прдуttтов (воспроrа-
водство насе.пенпя) пqдIвqдGлснrя а . Персхол прдуlстов (лц-
rенrс пасеJtGtця) пз IEioHa 7 в рПон l Оудсll хараrсiсрзовrтъ
неотрлпtатслъшоfi riатрlцсi lij , l< L; j<lritJ. В да.ltъвсfuц
штерпрстаlщ шода}ц дщ KlnrTocll буtrсш прволtть пЕIrllЕr-
тсльво к дщсЕrD васслсlпя. lвалоrтвlm IптGрцртяцп rоf,qо
првQдlть оtчосхтсJIшlо ЕрIзюдсlва прq!ýrктов.

trlаттца ,/ , ошсЕвщlя вссь процссс шrграlщ васелсЕ!JI.
пrсет шоIЕti Фlотпrl цд:

*) Испоtьзустся терfiцодогtя, пI!пmsя в [Il.
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Пte ШаТРШrr .,hr.,.r.!4 - ве[пшлrrцtlо, _lц - всотщата[ь
ЕцG, пIlчсш пе_котоIне пз под8трщ Jlц rcTyl бшtъ шулсвш.

ilатршrа ./ шолст бцть вш всрэлЬо!, tав ] разлошо!.
В пеlвоr cJцFIac, Fqп уrб оltсчGЕо, шqдать EG qдаtва!па рсsль-
Hof, rззнп [Z, с.ЭСJ. Во BTopol с.ryчес qEoEItшcEпo! порста-
водtоfi сцючок r сто.lбцов шатрlпц ;l щlшвqдеr ас к EoIr.aJ[b
вФry вцдr [8, c.373J.

lДтрпцr, поlц7чоптуэ пз .,| уЕrааппо! ЕGрсстапоЕtоt, обь
знаtml чtрз 0 . Пусть liатща б шсст слqщlщ! воIIаль
шr! вцд:

i

00
,: !l:,lФ:В|, .. . е2

,т" бl,. .., а|, - ЕGравлошс (всот-чmGдlЕЕс lл
ЕGотЕrщатапшпJо) потrацшц, хщ9я lэ BotoIlE состоrт щбо
пз одоfi дЕаIэваJtъвоt под.ацщ rацшu / . Jцбо шост бо-
лвG G,IoщrD стпtr8tтпr с.цагФа!rЕщ цопmЕЕЕц шr!шЕ
,4 , располоrсшпЕ ццолъ глашо! ,Еагошалt. Дя даrцсйсю
l8лоIснхя Barr будст Еодasвq допоюItlъся, tlto по глаrвоl па-
IэваJц Iатрп!Е е1, 14 i< Ц Iвспо[опащ пошцщ7* rlщr.
..,rХ*с, lЗtпlзlrl<j< Д . Првсдсшс пtщ z9 в воф
IaJrэBolry вцшr рашосlлЕво псрryt срв!Еп цqЕпrш dшпсвц
вспrrоров прострапстэа DailclEoctl lll+пе+.*+ ll1, tто lli-
рsilсЕlrостъ шц}rпш ltrf4 i41 , Ерrчц в пqдтпrппп Еltап
огвосптапыдц lsOвнсЕхil во пDоIqIqш.

С содеIлатс.llшоf, тоЕс зIрЕл гдlQдставпонlо пщшш .,/
Е цдs (2) оэпачаот сладЕцGс: I@о цGрсщуIсIювать paloпr .

/r...r{ х Kormcloв€lтb BoElG, воаaоЕо, бопсо врупшо.Dаlошr,
так, tгlь I) mашраtгя Еаса!aпя в In!ов Lrlз Lэ Ё , Еоз-
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IoEa толъЕо lз црлдсстщ pdoвoB; 2) rз шбого раfiона с
Еоп.сDолl je'|rZr...rgJ во8шоЕа mпьЕо аlсцащя ваgеJrgвiя, хо-
?я п ве ЬЙата,rЙЪ; 3) в pafioвr g+tr,.., *, эаводошо сщест-
ryGт пIlток васа[сЕlя.

Уваэяrцlrо тробовшrя I)-3) шопт вполlс Dвшшр освоЕу.
Ес;ш, вапрпrGр, васGлGЕIе рабптъ ва пqЕЕушlц по оdлошос_
тп, 1,о учащсся, ЕапIшср, Ьх шассов бпут порахqддть в под-
груЕry 1ващся 7-х Елассовl о ЕаобороЕ _ всr.

OdbeKTol да;lдвеfuеrю lзJпоЕrя бупет rQпеш, оlпсЕаеrшя
KoEetпo-pa9нocTвtпr ураЕоЕIеш вцда

ФLtl=6**, (3)

ц€ .rr, - вsктор стпtrIlтIl Еасе[еця в lfloE? врвш G,
gB02,11,.. э rаtрша f, шеет цд (2).

0пlеппr, что lrqделI rцда (3), ошсшаоше вераалшо!
шаtрЕlеfi, пIЕдставп.Фт чаоrпrl c.ryчafi шдеп, вопда *.=J .

2. foecb дока9аЕа тоорdа об асшшто,дrво тIвовтоп!, пс-
ходщ ls ц)аЕrtцц ,очеЕ Ееоцщаtелffiово орIаЕта Riъ.
Шз эl.пr розJrлътвтов Фqдrот сЕраволдвостъ ?ooltfl ардолrшос-
.тп, вэJFIаIIIчD( юпросц сtqдцосlт ЕаселоЕIя раimа (Dеrпова) в
стаdвпвоry состоЕш. Прлвартелrво ввqдоI EeoФqтшrro дл11
дадъпе!шего I9лоrвця IIоЕtrtя terfia росrа, ЕеогIIщ8гелцd
cB*lE шеццу рfiоваrп.

шЕЦДв[шиВ I. фла гоЕоIЕlъ, tпo paloв с ЕflбIrcI L ,
.l<L*E, пre€Д t?l.qагоцт ЕоотIшЕтелъryD свЕь с palcc .l ,
l 1ja i, ес.ш ЕяЦбтся с?DоLю ЕозIвстs!цл посlqдоватблЕвос"D
tЦrl6... rф таЕая , чtо Co=j>.. .2 е;рirе2.urlr*Qtk|<п-l

0tIц!trлЕл{В 2.,Illqro d > 0 ваэов€ll тэ!йda fщria rqпеш
(3), есщ вяЦетоя Eaytoвo! вооцща?еJrЕЕI! эавюр # таво!.
по а(Е= ва.

ПIпведеЕоо оцрдс.шшэ Еляоrоя спlеотвщвщ обобшпц
ЕОЕfrtЯ Т9rШа IPOTa, ЦpOBO IРlВJlТОГО Е .ШЗВРаlУРО ЦО ЛеЮ-
ц)аaF, вопца пIшЕоIsпаеюя оцlогая поtщ!аIЕвосrъ ЕаюIЕ
стпувtтр .Z. !ц tarro Фдеr с!пtаtь, .tlтo в ЕЕрЕоп)аsдо-
.Фвlril /r2r..., {. вэrвор сцЕrхrуIц аi, .|< iЗ2., сцDю
полоштельпrl. Пs а!ого соглаоЕпtI Gleryor, !по еол Iqлоль
состоlт Iз оЕого подIрадGлеЕIя (т.е. Korтa шц)щs ,| sв-
раuоша), ю Еше ФtвдеrеЕо соЕцIqцает с оdщопдшmтш в
еlюграЩ.
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Решруя сп89щвоg Еше, поJýпш оtqш/пtро оцродедеЕце
теша рста пасеIеЕя paf,oBa с ЕсоIюш iB{lr...rhJ.

qIРЦЕПШПЕ I'. Чпспо а( > О Еазшается твшФl роста Еа-
сеrоЕпя рf,ова L , /< i< | , Iоделп (3), есзп веЕк)р fri р
црqдставIеЕп Еравого собсrвепяоm вовтоFа е-(Е!, .,riL)
цlщ б , ооответстцrпtоtэ чсту oL, .8лrIвтся стрю п6-
лоптелltrш в fio. , гле. /Z; - рчlеросtь дiагоЕалЕвого
dлова ёа в воrrЙЬош шд9 (3) цатщ б .

Пз оюю ощед.чеЕя сJIедrет, что леш росlа васе!ешrI
Iвйовs с во.ероч i tвороче, рfiша i ) заведоrо явдяв!ся aol-
поrll уюта ц:оf, шqдеЕ, 06ршое }"гвоцдоце, вообце юDDfi,
Е0 цо€t шеств.

3аВrШl таЕе, tl$o есд оС - твlш рста чодапr (з), ю
э!о !ЕсJIо, вооdце ФЕоDсl, Еg ЕIяэтся tlвшоl ц)ста всею ва-
селеЕtrя, ощ)еде!ввшю r.qцеlrъD (3). Теорш о тоlшц роста в
ц)пвqлФщ ЕIпо фrЕ }tr8зспrr в pdoTo [gL поэтоrу Еа ЕЕ
оставаэпЕаtюя Ео бlЕil.

Вопвос оd аощовво Еаоашшя Daеет lспlшtпtфIrяо ваЕоо
эвачшIа в !сеlqдошя цо дФlэаfiI l !Еуча.!ся lвогш ав_
ФDФl [SJ. В боЕшсlвс работ, цфвяцоЕIп дщщ ЕщIlоqr,
Еа rатIшv ff э уршсш (3) ЕаlлqDrвае!ся о!шь оплъвоо
огItqЕllDпе, трбdlrцсе оо пшtтЕосtt. В вшоt rqдеп raT_
ща б rcaT бшь рвлшоП (веоtщвтепъвоt rп toi8lш€-
оrlщате.шоt). Таrо! пqrщ cl/цссtв€Ео I}acщIEe! Е!8ссц Еа-
оолвп!, ЕоюIпе rryr бвтъ ад€ЕваlЕо опо8ш шдаrrо (3).

послqдовше асштлоlш троеЕrоIп васолешя будеr про_
щЕть слqЕшЕl обрвс. Мерr гровзвошшй ра!Ф 4,
.t<LЗ( . Ивуш сIоЕоG!ь Еасаltщlя Е?ово рOйоЕа в о!аЕо-
ЕаIваry ooororпllD Е sаЕшос!п о! топо, равщ ою соdсзвов-
EIl т€ш роста tr; пл sеt .CL - цqldоfirпФry ,olщ ImTa Io-
дел I цэ€! IJп Ео! I}alG Д веоtдшаtелrryэ сввь о Dа!шш
ваSошсго !о5а IBo?8.

Дд дадввйево rslр8tЕr] веобхqш aдlqЕrЕть Еа Io!-
ршп 67, е.r.,., а+rOц rfljriэА, L+1 , воlо!оIцо ог-
I!ашlвЕя.

ýлш опrmь ддя Фtý]оlзЕооr. tlllo вшбоrrdt ,ш эоо-
,аlqleпr d досtтае!о, ЕIntФe сEcoltfl i.,l<jЭ|.Iм
пDос!оrl рссryцd cEatцIa dуrr пDqЕоrатаlь, ч!о шэ л,!lI
етЕGtЕошого вшtэ 7 шошв!сЕ tЕЁЕс!Dо' cLo Li , lд
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}- полопте.швое церрФово tцсIо Етщ В; .
Ьед€шrе огрgш,!вЕя Ее ЕIяоrcа qпротвЕЕщ. Боlе€ су-

цосtвоЕо€ оцlаЕЕеЕlо Gооtоп Е сIqдrшlоI:
- uеЦЕВ 0; дштсл цпrЕшЕо!.
В шщся iМотш, посвrщоЕЕIц асщаоЕЕо 4вевю1rfi,

огDаЕrrоЕrl Еа Iqп€ль Еоояl с,утес!вощо бодое rBctшl цI}аЕ-
,ер. В аtв рботс прqц!олагаеrся пIDЕtlЕвость cgot ш!tI-
щ а , ч!о свваот юцщость црaФ€цпя таш хqлеIеl лля
l9lв€пIя ралъво! Е8Е!,

Обоgваш чораз *l r PJ_ сооlвотсlвешо пшЕa! п лепfr
собсlв€щrе ЕаЕтоЁ шt1шц О1 , сооtвtощо оо порроЕоry
,поry а,с ^Li>0. Но варулая odlBoctT, I@o сtцtаtъ, tlro
свалцвов проlээедGцlо Р'. Х' =,l .

Еачалъвое сосrошо !асалоЕiя, оцоцЕафпо пдадьD (3)r,
оdоэваш чврз 4. t щ)qIсЕаш "* "]Йi-#Й,';;Э)в соо?вв!оlвш о ЕрqдсtашшрI пrщ б э Ецдо (2), шр-
чfl шDqдъ 69I€ш сЕtаilъ а! вооsрцlдтощl вщrлщ Еав-
тоIп. дЕsлогпtво Ерsдовац IlaEoEBcпr' в€Ётор qltmqTyp Е
;-й;,ý;raт,: . ::НСj,,л7iЕ:й. ;Ei :Ы; Е{: - al7
=0rЕ'-&е-.Еl,Г'fiацilп. Зш.оtш, что ёi >0 лм 

.шс раfiшоэ Д, шrщ вооцщЕlолDпчт сввЕ о palaor / rj.L<э.
Топср юо поаоЕо лдя тою, воdч офryпроэа!ъ пдrЕqп-

ryD lвэ теоDФт об асшоацо 4вепоЕ lqlцол (3), пссqця-
щ( пз lTaEI'mc ,очов Еощr.с" R; . Эта теораа поsвоtulо,
Еоцrtц!ъ ?ооDilI аIЕqдIlцосrfl lаr лJUl юего ЕаGQlспt, ,аr
I оцдолlЕЕ IвтlшоЕ (раМов). Пlгтш lэ воо Glqпrgt. tITo

Tбoltfla эршqцвосtr в сrдцоt фро лля Есаю ЕаеIшIя tп
IЕцGа шв6, Еото !оrъЕо лll !щп ЕачаtЕц Gосrошl
d>Oral*0 р!ова 7 , вотоIшо ЕrЕqддега ФрцоrоЕ-
Еп поЁtlпооrfl уроЕrlrла шо, гшвIЕлосвовl Pl.a=P,
t > 0 , цDосцlаЕоlЕ Рц; . Оrшш ibo, то зеорш эфь
.цtпооtl в цаdо! r сп.rъвоl фtraц Ео эаtlоя, оl Еаttлцrr
соотоФ ваоелвп! DаlGов, оапtшс оа DffФа о вайодrш
тшс Iюста.

ImРШД I. Н а с о л о п,l о р а ! о ва i,r/lL1
IодолI (3) расrо? с ЕаrбодЕ]lI ц
тоIцоI Dосlа oL-Li п о!рвIlт.9я, в
с т а бIл ьЕ оIу с о ст ояЕl D !I', т--Р'.1rо,
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тогда п тольво тогда, Еогда Еlот
раfiов Iчео, ЕеотDпцательЕJrD
свявь с раlовоц ваrбольшего lЕц_
па роста.

Чтобц водчерщуть ваЕость этоt Teopшr , tцвqдоI п9 Евс
рrц ваЕц слелствцfi, цредст{rшя!Фtх сбо! равrпвше фшt
тsорщ эIЕQЕlшосг,r. Довазате.пъство теорош бJцет цЕЕвдшо
EEle.

I. Дш всI Iпiовов, щещ Ееотрпщд!едцrD овявь с pal-
овш Ецбоllшею теlша роста, lIаD,т rесю тоорФr эрDодtцо_
стп в сдабd п сЕдпоfi Рраf'. Прчш свJrrяfq ФIпа шоо,
r.acтo лtшъ дrя таЕrт ЕечаJ[ъJrrr' сосrош! *t раПова j с
ва!болlщ t€шс рсва, котоЁе цrЕqд[еит гЕIерЕIосЕос!fl
Pl.x,=f ,f 7@ , щlосrршства Ra .

2. Мтор с!lцвлур Еасвлеш8 IBf,oBa а , цещФо Eooltl_
цдтелъryт овrвьj. Iвf,овш 7 , опрелеrветс,q строго Еолоц?аЕ-
mш эеrюрс f ёД r 1Iо

Еi=(аЕ-.Ы-'{rВil ft|, (4)

|.pi.a-i > 7ret = *i - пртвi собсtвовшlf, вопгор lar-
пrш 6; , сооtв.rюtщй оо перропову tпсry d = ti .

3. 0tвошо tпсл€Еосч ЕасеIIеЕIя вс* раlопов, Eollolвo
Ее шDт воотIщдrетцой свяш с ра!mс7 . в lпc;EeвEocltв

ЕасоIоЕlя рfrвов, lоэщ ат ЕOотIшшешЕуD свяl!ь, сцв-
штся в Еlrш.

4.1lаселеЕе ц)лод (3) растет с пшdш т€шil Pяr;ra oL
I с?IЕш!оя к с!а6|швоry оосtояю, о_ЕпIоIяеIоý Е9Еюроt

FФ=(?, "'rF&Ilё"'r.,., FEA), Uе y=pl, *t,'i..4О, остащ[Еtо_ЕпоF вцол.япся по рGщrрроЕ!Еоt фрryло
(4), пFчвr {СС = 0 л,IJI веЕ раfiшоэ 4 , Ее lIeDщ Ео-
отIЕ!Iдтеrъво! сввЕ с DаrоЕш j, l *{ > 0 э Rпl ryЕ* ра!овов, шощ ЕеOsDЕЕтелъцrD cвrпtb с раtовil 7 .

5. lloe в&е[€Е!Е рас!от с вапбоlщ т€шо|ш роста сС r
стIвцтся R сЕsЕшвоry состоm fё , пе Р=р{а!> О,
dE=&E, ,огд8 r tоtrво юпца, Rогда {,7= n', i =/ . Пlв-

r) пqд слабоi (сrлшо!) фроf, теоIЕш аргqдшпlосlп пqшЕsу-
шеваетrся сrqпшсrь Ео !тлоmry рассrояЕш (в оrtrоl r Toi
ro тове) раsrщ траекто@.
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чaш lGoltfla эрю!!пос!! в сlлцо' Форе щqЕяапся топько
дrя тдц вачальвц cooтoшl 3Ц.=,(аr'r..z4?, дrп Еоторцr ве-
оl!цlтaЕЕtt веryлевоfi помор а9' цшаI.певт тшеIЕ.,1освос-
тп р'..z'= t, l r 0, црострвства Ral

6. Слабая фша ,Rеорешr эрIюлдtцостп цеет чесю лля ;шdьпr

ваtцл}щ состоЕгt.
Теперь поDеfuеr к доЕа9ателъстIг ,еореIд. ПрешаштелъЕо

ДЦf,АI.Пустъ Фl I PJ - правцf, п
ловцl собстэевпЕй вокторЕ прп_
l|цrlввоfi raатрlцц В;,соотЕотст:
вуDцпо её .пврр.оЕоэу чIслl ф,ateRl..
т о г д а !iдц(а''а)tс!-|аJ l г л е F =pJ..d, 0 7

(счпriЪiУ..пr=l ).
Довазателъсtю orycвaoll цвчпr тою, что оЕо пIЕDqLGпо

lпогш аЕюраш (cl., Ешlшэр,[5 , c.I?o; ?rc.I€J.
ДаflД2.Пусть раfiов дrfЗi<*, lшсет

одЕ оп а г о ByD в е о т р. Iца т ел ьв yD
связь с pB!oEo.1 . J. вапболъtего
теIпа poc?a,,ElZL<k. Тогд8 Еесс-
леЕпо ра!ова L gастGт с теIпош
ростаоL=ФJ'п стреIl"ся к стабrдь-
EoI.y состоявlD, опр8дел.яаIо_цу
Еокт opoI la', l .Dд е |=pj,*t>O, tL =
=(aE-Bi)'tбaъJr8l- пiавшtr собс rDсЕ -
вц! векто'р пр!IIтIввоfi IrтрIцп
В1 , соответствзrпцrl ее Еерроно-
;й*ЫД: ,ki 2i = а!чi_ t пTep clt*tyЁ E.co!l_
шя раiопа 4 в шоЕт вD.rcЕ Ё, порщсшil цоsqвfl апп-
IlaHroB ls patoEa 7 с rrrr.rъшоl сосчпrfl tl=a! . НGпос_

ралс"ЕшЕц Епlq[€цrсI убецашся, чiо

а|= Вц Bf '* вqвц .в!'!..,,-а|LLлф*а!а rц . (5)

Тав Bart по лglш ' fu(i''Е)i =Yя,j , то IL .Dбого

с> 0 Еацотся "i"р g тапо!,.чrо цF ё'?
@-'Bi)'*"|al+eý, (6)

Ар
Inе l) - атlllIlчвldi шар Е цростравстве Кпi .
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IIоgtедователдIость ({'ll)rn сfiqдштся к точке F*j ,
поэтOrry Еsfuется чцuло 0 >U такое, во дtя всох Ё пrеет
место сосIвошенlе

(а',' |i)'n . Fпj* lS. (?)

lr{атрлпш, а; Ерqдотавпi в вцпе:

ai: 0а вi|,. . * l!j' t 6,, вр "rB!+B q s|'| ". - s:'sij)

'Р tТ;ZЕТiЁ:ftl: ro 6!,',' *, 8ц (1 oj * е s) +

+ p9:tg!-o*,,.**|-t 8!-')!вц Gпi* f g)=(aE-ф-trB-

_ nl,t 6!,l.) Brj ( F*j " 
с t) + p.9-t 8!,9-

- 
"-t 

в'i ) В ц 
( ;пi * t,I )).

Jhя 3пtаsfi*ого вtше е > О лвшQграеrr всдр ? таr,
члоdц Ele,lo r.Bclo соотъ@еппе: "С-"еF3ц(РrJ* ft)cc|,
TarOe. wСПо f суцествует в сlry оцршtiвшостш IBolecTBa

Pai + lý tr lсtlвЕосtt сооmошеп!

Шi[=шllle;*l= Li<tj, Lil, /< i;/'. l,
rпе //'// - ец.цдова BoIE. hберш ЕатпЕ!ъвоs tпGro

t>O+f, . Тогла справqшпгшr слqшrпЕе шLпltвшя:

ni.,t g!9 бч G*i* tS)c е!, сёв! вцGа* 8s)" еý.

'l'aк t(л &пя достатоtцо IаЕлк по[оштолlЕц ё IЕот Iесто со-
оЕФеЕв Раj+е,!сУа!ltý_z|о ry t>att TBr. болве
спраяФтгrпо шлочепе а''' 0t"''!L есJ $лi * iý) с еS . Пь
arсlv лJlл 

'1rа3пЕяrц 
зпаs€srrt Ё шеsI

а,t 0! u.в (а с - Bi )-t ( acj Grj+ с !) * з es).
УЕпЕая прtstlошость С, Еоrуш

*iДr =а' 
t а! Н ),g-:- | (аВ - В i)- 

|е 

о 
эi = р а:

лепа докаэаца.
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JlЕltliД3.Пус ть р afi оЕ i
говуD веотрпцательцуD

tте
ая

,Цj<r<l.(6c ttllтр ,!i;i
трпцательЕуD связь
, т . е . lо=jlС,п=LrLЦrfi1l0,
erTop в.озрастЕоt'
едеЕпя L ъ Iошепт
роrде8пцi потокош

ра.fiоца }
ч dеRъlIlJ
вдьЕоfi св

раf,овош
следоЕа
ствляDщ
раf,овов
0< |< п-/;
структу
врекеЕЕ
эшпграв
Ецш сос
во! вео
да для
реЕурре

фi
л

ршt,
тов
тоя
трl
лпб
Етв

ьЕо
веопi
-в
Еас

по
lз

Епо
цат
ого
ое

стъ lta

пшеет ftL_ma-
связь с

- Ео-
осуще.-

с ЕаЧолъ-
п указав-

язьD.Тог-

а{= соУ7-6tсфt.,* 6!,n,b а2,*в,,!-пgа!,| э tвл

:^де C=BirC*.l ,

т.е. хI€от шосто IвэФство. afr=clti'*e;cz{:P,,,* 8!'*''ca#:i,
Нетlц9.дцо 5rбелдться, -" а!=са{'|а, арr. Torтa

Lf-ca{;+ ai? a{i7 Bic а[i/r. . .* gё,tа,ь а:).
0тсща слелOrет сЕравqдJ[lэость равоЕстве (8). JIеша доЕаsаЕа.

t2-fta lraоот шесто
соотЕошавЕе:

I03

[щ
тур
L

воf, сЕЕъD

Еа дJIя ё=tп. . Пусть

. НепосрqдстDоцЕш шatпслоЕIоI

,



цilвчдЕ{Е. Довавалпая tсша ЕоэкшrIе1 BцtцcrIETb аrъоqп Iзвосtво 8{1| .
лв{/l {. Пус т ь вц Е олс ЕЕ Е

у с л о lE я : D (Lлtrr,ltЕ'l -п о с
tольвость чатр'Iцl осуц

следуюцпе
ледова-
ествляD-

ца, аеотрltI ат...ол.ъЕуD связь pafi-
oBoBf rLiZ)a?*!=Y:- вектор Еоз-

g,астпоl струвтурц -ЕаселсЕIя ра!-
опа i э toI.ET врехевп ёrt=Or/r,.,,
Е^роIдоЕвшl ЕотокэI эu!граЕтов
раfrопа j с Еа'lелъацш оостоявrэli
d.eRi' t0}\ ук аs qFB o.t Е.е о! р.пцат сл,}-
""""'.}="ii,'.",;|'*{|ф!:fr ,P,;|"'!,rl"",€t'!,
Iaст0 paBelcrro

/rfu. ба-ё a{ail= ? !i, ( F= Pj, *D.+,+сo,
дOмадтцrctD пвоrqrr rcтодfl шTбra,ll'lcGпot щ

по ЕареaетЕ ttЪо l.a. Ео lцG{r fеюв вооццатешоl сЕЕп
хоrцr paloEu j r i . Есд ttъ=f , to оцI}аDqддFосlь trт-
веFдеЕlя GrqдrоT lз tош 2. IIустъ тспсI5 леш.о!ЕtltlJ]Еа
рrя .lшбоt Еооslrцlтt лн.оl свяr хбцIу ра!овп j " Ц с m-/
(2 i! ;:;: ;:*, ;" #S,t аr,Ь! )L 7 уhr t,

а r с ar.;'- в i с aht,., + g!,ta-l, aff в!'*с аI:|.
Пустъ € > 0 - проtsюrDвоо ЕG!оо Ефгся ЕаtIrIЕJIъше

твп Q_ l t > 0 таЕG, то булуг ше!D lecrro шJDчввlя:

"гiаr,Ь! "t yL*t*c,!ra-t е!,Ц!еууh'* lS,
rле t= 0;.|r... Torдl для шачвпl t'? сшраDаItлвц cool-
Еош€нIл:

Э:Й*ц з (в + а, ! 6 ;ц. 9 iЁ r' Е с (r уh,'+ е S) +

+(*},ё 6,c,L+.. .*,tp* B!,*)Ic(Fyc^'* t9=

= 
(аЕ - 8 ) - l (( в -аЗ' t g];, О)с(*С^;,* е$ +

+(а|,t вF?_ 4m,t:l gЭ'-")с(Fуh-r * 8Ф.
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Bбepell .wrc:rо t tщое, тобц для шбршппш С о, f ш-
попrпосъ ш.rDчеЕпе:

n-t a{ c (| yt--r * fs). е S,

лrя псел t>e+t ш.вц

d-t ar;! е @Е-8;),'(с(rуhп* бg)+Jеt).
В or.ry пDоtвюльЕослц € цоцrш

а't4П*i ;F6,c,B;),tCyla-f = ryc-.
'Ч.fiffifiiш тюш.вспr раfiоr i,l<j.iз t,, нб Drо-
с, Ееоц)щателшоfi свяЕlF с раfrопш;r паrбоlшего тоlшs роста,
то Д-я сос"аволцая й' ршовесшоЙ Boкtopa Е,aЕ=6f о-
ляеlся Еулещ вёкторош [ЭJ. Поэтоg нообхqдд.ость усJIовIя
теорф{ очевцдпа. Дя допаэатвлъсtв8 доотаюtцосtп убещся
свачаIа, lпо BaceleшIe саIого ра!ова L l поток Есх пдЕграя-
?ов l! palшoв, ве расIшЕс с вапdолrшп Tвlпoll роста 4 , су-
ц9стtalвого вIlпtrя Еа аспIптоttrJr.пасепенIя атоtю paioнa не
овазЕвавr. Леfiстштелъво, €qпt Ct - начаJlьное состоffпе Еа-'
селешя ptoBa i , то в Ifl€нт ц)€rоЕI Ё собствешоб н8соJIо-
ше раЁова Д без уче?а поrlоЕа хшгрантов за весь,расflатI-
ваешrt проrcryюв ц)Gл€вl определяется векторош еi *:. 8 сl-
.цr !сшпястI оооtнош€пl llat|l= 1;<|ift*7)ошшевп€ .ttBteЗ-O . ПршвняяЪешш 2-{, рйдашся, чтоо(,-Е7!+
+0, Еда ti - сушаршrf, пmок шгранfов райова i , прl-*
бвrшп за l}acclaтplвaeldi прсшвrtrгок вреreш п8 юеI pafioвoE,
ве расtулцх тешq сС.
. Рассrотрш теперь поток Ешf,граятов в раfiов С,, ш paloвa

l с папболъшr т€lшfl рста oL . Ес.,ц раf,овц пrФт Qlшопlаго-
lрт веотдлцдтелъшуэ связъ, то спраЕедшвость творош слоryот
rэ лаш 2.

Цусть теперь раПопш f l 4 цеDт неоtщдтедшше свrвl с
tпсrс шагоЕ, пе_Еревосходщв, m. , tде llъ-.пэбое патлlелъвое
wото (У( m<*,). Прчем возшоrна шlроко разветвJIенцая сrс-
теча свяэвfi Iецýr этпIп раilопаrЕ, состояцая, напрЕa6р, 18 п€-
сколш(Е одФагошо(, дв}х!агощ r т.д. /'?+аюп,rт cBвef,.

Пуст,ь аLШ - Ееrтор возрастно! сrрутtтЕц раfigва 4 в
IorloBT Ё, пороцдешrfi потокш шшграцrов pafioвa Д по Bcer
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тахпll I€налаl.
коtоIlп рапо

векзорrlu

пеотFIЕтелъЕоil

l , ,l< {-< tъ
свrвд с раfiопоlл
. ЯСНо, tmо еслп

,...., Уа
у!(|с)

f ,, ll!|сло шагов
{ +аговrп

l! т" уlltrlя"-
"л" +Ldс)-

пеотр[цатOльЕrfr св.веfi воско[ьЕо
ходпi как суrлащf, опоэ у!1/)

возрстпоfi стlукtуЁ
вПо'Це КОвкрt-'ЕСЙ

Еороцдешцft векторо'la

По леrдrе 4 tileeM, Tlo
Фt возрастпоfi

свяtъD.

-VУi(/l). Поатоry

Topoll
векдор
qll раtова а, пороцце@fi воЕ-

всевоsaошнмr Ееоц)щатепшIшп свrвяЕ с раfrоЕош

7' , MoleT бцть прqдстав]Iен в вЕде:

*t=Ёч:G)= f, Ё,riН).
тотта пrеем

а-ёа.!=е- Ёt yt ( |r) -* F Ё,$,a'Grl= ч а:
Teoplra доIGзФtа.

3. В пршдrпош цrЕкте рассOютрова аспптоltша тра€втоFfi
Еаселенпя, когда лшь дш qдпою ра!ова ЕIполlяпось Iвэевство
d-Lj . Для обеспочеЕ[я поJвопl Ессlедованlя шqдед (3) вв_
обходдло рассIотIвть сqrчаfi, когда sпалотl!вое IlаB€BcтBo щ-
пошяется ди нескоrъsц дЕаrrоЕалъщ шlтлпl шsщ 6. . Не.

вапппая общосlп, шоЕо ctшTaтb, rгпо лд двЕ Еошрв Jl l /l
Еtполнлlтоя рарнства : n= Li, ='Liа rЦj..<{Рirпрчвil шат-
рrЕц Bj, g Bi, по-пр€шоlry сtцtаt цr'пЕщl.

расЁйотml iЁrш Д ,l<L<.L.. Все спазщое в црqпч(прI
цпште ше8т rlесто, всл paioB L lIое, Ееоц)ЕlаlелъЕуD связь
с не боJtое чех оЕЕa пз InloEoB.

Uусть тспар раtш i Е.вет Е€оlIщдтlаIъryD с!8ь с обоl-
ш раf,опеrп. Тогда по теорече 1 под юqдgfiстшц IlIEToKa Еа-
селонlя 19 каIдою pafima Jl l lz васоtеше ploBe а IlacTeT
с вапболш ра".пош рста 4 п сц)елштся в стабпгэшоg со-
стодш |liil1+ frflb> l пце

;r= ;i ;;:;ir= 6", - в 1, {,, n",,
аll'-пршfi собстьеrпп.fi вектор цtтщ 

'Bi, 
r соотЕ€tст-

цпщ' ее пе!рGову о"ry 
"il 

, 4=f ;2. 97
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}lTaK, погучвЕа следrrцая
1ЕOРШД 2.Пусть вцполвенц слgдуп-

ц l_е у с л о в r я : r)оLа|i,l=,,,=Liцэ'LilоL2L#i*,
l<krrkt<Li 2) м а т р п ц ш eпrl<(<J, я вл я D т -
ся Ер.ЕIЕтЕвЕцtiЕ;З)Ь'аfiовш с Еоrе-
рашх ltr.,.rja rrеrду соdоfi не EIeDT
веотрхцательвоf, связl. Тогда
паселеflЕе раf,она ir/<[€А, растет
с папdольщlш тешпоrlt роста oL ш

стрешr.тся к стабЕльв.оriу. сосt.оя-
в п п Р, йhfi:;r?зйiо( г д е fu=pJl. plj 2ОэЕi9=
=(dЕ'8)-'Е,вi|i?r,t<|1з, ЕЧ - п р а в ш fi

собст"ЁТ#вв-П в€rтор riатрхцш 0jl ,
соотвстствуп,щпfi ее Еорровову чЕ-
слу 1,jl4-) тогда п только тогда,
когда'раfiоп L пчеот ЕботрIца*
тельЕуD сЕяэь хотя dц с одпlп
lз раtоЕов наlбольшего тgllпа
роста,

Прпведоr ЕgвоlорЕе o.trqдстшл aTofi тэоршr, пр€дсrаЕIще
собоfi рsзлпЕце фплr тоор€ш эргоJ[Еtцостп

I. Для всех paloBoB, rlaеlщtr ввотрЕlатGлъЕtrm свяsь Iогя
бш с ошrпr пз pfioBoB jlr,..riB ваrболъшеrrо тешпа pocтal iхо-
Dт rGсво !сорошl аIЕqдлпосtт в слабо' п спrъвоfi фrчц.
Пршчеr о60 фЁц тооршI аFрqдпЕостт ц€DtIосто шь лля t8-
кц вачалъшЁ состоmf, *!а r,,., *!В, *tiеRц.rltfs{rотоцо
ЕршqдJ]еrш сооlвэаотвGвЕо Iтпорlцоскос, t рЦ, а,-|rr..rРФа=|о
цростршств Rцr,...rRоr. .

2. Шаослщrс шqцсd-(3) 1всте! с ваrболъш тешI(I роста
l сц)Flптся к gтабшввоry сосрЕш, опIЕделяilщr EGBtopc
fr.= (а.,.,fu d! . . .,^Ф'r. .,, F .J, ч i Ё rtлi*ъQh..., j aJ, *
.шбою Eocl}a jt€ tlb.,.ro,4J шс.rо Fil=F+.х!+ , d+ -
праЕfi собствевirrй вектор ЕtI}щш Bjl , gоотвэтстэрgt ее
псррФову шс.lцу о(, , осtалЕпцс векю!Г €'нцqдятGя по р-
пурреЕrвоf, фрryле

ft,i = 
(а Е -0 

i )-' 
{r,в, tr, 

| р|, l< iэ fu {/r,1< ?< 4,
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OTмeпrr TaEIe, qtо i.L=0 для все[ раДопов L, ае ЕшепцЕ(
неотDпttдтелъпоf, свявп нх с одlпi шз pйoHrrB7'b...rja ваltбопь
шего Telma роста.

3. Все васеIенхе рас!gт с наlбо:Iъшшr тепaпоra росtа оС п
стрешlтся в стабрЕв9!ry сосгоJцпD fr=(fu a!...,lc*t i0,!-..
.. ., ФЧ Yr=^pr, a!>aXf- правrf, собствоtшrfi iекгор llаiрп-
щ ё1, lЗ{<l, " 

осtальшtе векtорlв ЕаIqдJIтся по реRуэр€Ет-
Hofi фр.улс

ggЁ 
= ft.E - в, )-' ( Ё, 

8 q F; *i * 
Ёч,, er ra)g*a i< l,

тоIл,а ц толъво тогда, когдд t1=...=Ч"ап Lp<& для лбопо

|c{9*l,...,*J. Пр эточ обе фщ тёорш эрголчтjit ш9I-
;ilшrся тольво лля такп началъщп состояrтl С-=(а]r...rф),
лля котоЕII вsктоЁ 1.1.,,,rаl пршадлеlат соо?вqтс{:вtшо _

пперп,Iостос ту Р 
1. п ! | l, . . . t р 

r . .rc = fg, F1 =Pt ф, Or/Bk!,
ПРОСТРЩСТВ Кпl ,,. . r (Е..

Прпведоrшrо пшс тсофша 2 п следсшrя lB Bge поэвоrrDl
oпlcaтb стпутqуру шаIтстIвл в сшlсtlе, ЕIlsяоl в рgОото [6l
(магrстроtъв ЕазцваGтся нацсвшео аФIчесвое эаrдrytое Ео_
tecтвс), каlдая то!ца воlорго ЕIяс?сf, прsдешвоl Toвoi
лля HeкoTopol треrторш rqдоп).

Дя рссштlшаоrоi rоде;ц в сrчqав налt!ця ЕесЕолщ
Е!пlп!lшп бIоков с одщапошп собствоmш пслш с(о
-\r= .,, =LiBr6?t , хотя бц два I8 поюЕ шсDт воо!р-
цателъwт сввь хотя бч с qщ блокfl, uaTrcTpem ri/ прсдс-
Taвrrrteт сфоfr Е{ryIоrлl зшутd хошус, патщrrпt ra образут-
wе лмz (0,..rЕbr.Or.r.,0),...,(Q,'rlior2,,.,,0 ) , пе
вектор ФiOе Кпi, /З#< а , Ешtцq[яется по фрryле

ai1,=@e-il'' {.oSi;aa
ЗахGtч, tпo oclr i=jlra<itT , 

"о 
Яi а4 -" аЦ-

прапri собсrвеЕпal шкюр Етш ё,|. , соотвстстryцrl
|jf*. Oпезmr TaEIc, воfr|з1=0-" тогда , ?qrъво tюппаt _

KbfTa_ ploB |, не шает веотшйтолъшоi свЕп с рtопш ;д ,
l<111.

Гвrпая топа } IaITcTpem И мяоtся ToTofi GIQIпоо-
,l пскоlоF1 траевюрl, пIltlэl эtt цвскторц догко Jrпазать.
Начальпое состошg эttr rtr)aaBTofi вахошr цещl обрзс.
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вектор } tIредстяяпI в вцде ! 
=(а'r..., 

!|) в coqTB€TcTBEE

с ворlЕlл-ъпrп впцш (2) IslDпIщ ё . Из равевств {'.|irt'r-.

; ; g**.fJ,:;ж ::tit ::;цI*,, фiЦЦЦ,,,., f\.*!o =Fr.. , GЕqд,ятся в Totшe / . Докаэатс;встЁ
GIодrет Iз TeoIleI l s 2.

Сказаявое Еш[е позюJIrlет оIпсать IHoacqEBo вссЕ наt!алъвID(

сосtоЕIfi, харщтерIзщцся TeI, tгo для всФ( трвокторшfi,

Есхолдщ El HERr ЕIполпя€тся теорffа эрюдtпостп в cE,Ibнoil

Фр.е.
Ес.lш нп QцЕн шl тоrlttо одiц lз ptoнoB74...,7a напбош-

tцего течпа роста lхеет ЕеотFlателъryт свrI8ъ с Еекотордщ хз
oстаЕпlD(ся раfiонов, то ве все траоктоlш схолятся к Jцгw
(Li)хrо, гле С - собствешцf, веrтор Етр!lщ б, соот-
ветств:лййfi напбошшеlry тешу роста сС .

пошецнпfi Iвsультат более тощо офршлд в вшtе Teoperiц.
IUJPEIilA3. tsсе тра екторl! riоделп (3)

сходятся к лучу (LЙhr_о тогда п
только тогда, Rогда tольао для
о,двого ношера j вапболъшIй тешп
РОСТ а oL=Li r IаЪрппа В; является
прпilптпвirоil, аz.jЗt.

СJlДДСТВ{Е t. IIусть тошчо одш раДоЕ 7 растет с влболь
Ешl тешпоl роста r мsтрЕца 6; пшппша,'тогда Фабая фра
Teoperдr эрподдtцосlп справалйrва длI всох ваtt&rlънlц состояшf,.
Прш эроr тЕlектоIlя,.пGIодлая пз EarlаJIbHoю состоffпя С,о=

=(a!r...r8Ir...rQ:) , сIqдптся R точке.f;й , отлIч-
Hofi от Еуля, тогда х то,Iшtо тогда, когда Paalr-J firO,

сЛЕltстВ,lЕ 2. Траекторпя шqделl (3) сходтся к вforyмоду
элдO{rтоry коЕусу (шатпстралп Л/ ), m.пчrоýr от JýFи, тlопда
п mIы(о тогда, когда ве дIя qдrнствеЕпого tцc,la ir€j1 |с
ясlпошяется Dдвенство ф= Li х хотя бн дш qцвого вОшера

Letl,...,L]\ti J шеет шесто усJIовше ai i о, а: +D.
ЗД[lЕIIАНИЕ. Схоллlость траекторпil к Jryw !есЕо свrваЕа с

результатахЕ А.Н.Колrоюрва [2t г В.И.Рслtовского [ЗJ по
теорЕr одrорол@Е пепеfi }lapcoBa. Есл цепь llapcoBa явltяется
ЕраЕлшlоfi р€IуляtЕоil [В, с.ЗВО], то схощость TpaeKToIEf,
к Jryry I сIоллiость степенеfi rraтpпt эквпвапевяlц. OдtaKo ес-
л рассrrа"ргвать вореIтлярЕце шарtовсl(Eе цеш, то qrqщость
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степеней матрпщ , вообще Nворя, не вrIечет Ф(одпrостЕ траек-
ториfl к 4учу. Теорма 3 позволяет доlсазать схоJIпrость к Jryw
при более обlщх предполоIенхФ(, чеш реIтJIяЕвость марковскЕх
цепеfi. ts ншеш сJryчае ,,rатрща 

' 
в оглrllие от трбоваrrшfi

}таэаннц ЕImе авторов мопет бшть квазlо{еотрпцатеJIъвой, кIlошlе

того, не шilеть стрго полоштелъного собствеЕIого вектора.
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