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0 тЕхIIикЕ cIшcKOB и пOJьшOв

С.С.Кутатшадэо

В поclтедше юдд вшгшФrf, авыцз Ен?евсlшо обогацается
аr.тiараmш соседtц разделов шатеlлтпlц. ts своп оч€р@дь,sIпа_

рат внryтJtого аватlза п щ)ецде всего зубппфер€шtrаIъЕое EcJ
tпqпеЕlо пнтеЕсЕЕо пIювшает в !еO,рп] I !пGtrsЕвЦе Iегqш
ЕРОГРаШРОВаНlЯ, В rВТ€rrаПЧеСКrТ аКОЕОlЩr, В Т€О9ДD ПIЕВJI-
lвя роDоЕli l т.Е.[Т]. В сапое последпее вrЕшя в Едrуклод аgа-
JШЗе НаШl сУцествеlтя'.tе пrЕtеЕенця булевозвашше шодqдп тео-
рпl uЕоlеств [Z-Z]. С ц пошоцъD, в частносtп, бн.rв решеgдl
долто стояшIо пIЕСл€шц доsЕштегЕврвапя [Bl I ЕIf,Ilвнв€по

^пцtrсаЕtrfl сублlФеренща.пов [эl. Прп;rоrевля булевозвашс uоде-
лоil к авалзу trtli, как еце говорm, IrрЕJIо8аЕIя булевознатого
ЕцаJtдза основаЕt Еа ЕэJчевЕ способа Езобраr€шя псслqдr€щ
объектов в "вестацдар,шоOr уЕдв9ру.llе" - в булевознаErоi lюде-
лI _ с ЕоIощш обЕtпц шноlеств. Укаая;пое IвучGЕпе свяЕtаво с
естесtЕешщl {уввтоIваIъЕцII Ероцsдутш - сЕускош I подъе_
rш. Пр сцусRо булевозвавоIэ объепта оIIЕсввается вбор соо.?
тавлщ ого El(aocIB. Прп подъеIе рошается обраrвая задача:
щrтся yc.rIoBEJI, Е!ш BoroIED( псIOдaцi объект пороцдаот булвю-
aEatцoe шсество с аqдаЕоfr сlрупlурй. oсвовшоf, рвgудьrат
Ерl этош сосtоlт в реалlзаr!Е прогр8ш сЕусв-поD€ц, т.о. Е
обваlryrоl,пl вршеDпов сtс?вш, l9сорФЕr спусвfl аваrогвцшr
0бравовщЕЁ в dулевошаЕоf, Iодед. В Еастощsе цвtя сцуса-
подъеI ос,тrцествrlев лля рrца clc?fl, ваЕц Е аЕалIзе I в ею
ЕрlJIоrонIя, в часtп(ю1I для К_цростшrств [ЬТС]. ОсоОо
ЕцделIri рабоtу [tC], впепщD Iсатеюрцt полtrод к Ерограшlе
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сýуов-поЕоI. 0дЕаво гоюс-lЕть о Ео.цоi яGЕосtц в очорчеЕоц
liPlтe воЕдlосоЕ, к)lеtцо ае, ЕрецдевреIеrflrо. В то re вршя Iпе
сеi!цс поDсповlIlвость dудовоsваtцого aв8rltзa в ЕрлщоЕlяI п
оубд!Ффрэщадъвоry tctпGlcED l в бд9Епr Dоqлелg тоопt
эвстIЕIlrшЕЕ sалвч 6€ссЕоIЕs. В этоl cвaf хоtтся вадеrЕъся.
ttтo лосrцFrо BFцDeiBot шд сlа?ъп - детад9ашя прогDаJI
опJrсв-{IqDg ддя оfrц алslЕfчеФц ctc?t - буIе, поf,еsво
l лдя дlшояrя шtуаrшоfi эаIа!п Еоryлщlsацl dlrдоЕощаЕою
щап8а.

ýI. Вспшгашлще сsqлщ!я о б]rлеDоsЕаtпlr Iqло{Е

I.0. Дарr оtIэIr оФощ фlтов о пФтроеЕп l ЕраЕ.Iц
Dgбоil с бJrrоюэЕsщ цдаlш, оаtешЕ ЕобIqщо BaI ЕqI-
poбBoctl. Дртад э |Z-Tl.

I.I. Ц5rсть В - ЕqЕая бушв ешобр. Дя оDщаrа о0
поlщ

'Р 
{х,, (1rье,о)d2п(ф.ф а,, dо"ъ1*1* бJ,

В боrое пqшtобЕоt эашсt эrо DоцурсtЕво€ оцEдоIOшо ознаlвет

V !'| = ф, U','|' =t*, dоtъ 1ФсU!) u dm Р) + BJ,

VР,=Д*U}О,,о, Еш сс = &а? [0о*).
фшшшмl ,шоDqп Y шрделпr сооЕOшоЕеш

цпе
ют

_ V 
te),=у1onVJЦ,

0"_ -lrвоо Dоц, о*. Мппtr lласса У 
/'J 

""*-'l -** -rЙ""*. Сrш пqпlоFцrть, что VUl
сос!п, mrьпо lэ fi/щl. ,t0)I.2. Шсшопвуr опособ пogtpo€Etв У ' . ФtlлсIпl лЕ
lщ!

*rl€V(С)+ [a,eylc В5

а,!е VОё. fa.=ylle 6.
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tEEBooE проlадлешостr- fi +авого шопоства .fr - алсl.евта

су!оюэваtIЕого увrЕрп.а - б -впаgqу Ещосгsу * . М"-
логпlво, м€uовт IZе Ytr i{agtвal}l оцввоl рвевстй а l
!. ъ V'o' . f,lдзяпвн6'iýццlц Фродёi"Еr схшоl сопвсlво'
р€курсЕ:

[*eyn:-..V, . у(х) л [1=x]l;
aed,artъ(|) "

[*=у!,* Д а(il+[*енпл Д, yft)+[aczl.
" 1cdlTrb|x.1 а€а?ttцр

I.3. }!rея оцоtrr lсtшвоgltr аrfiаFпЕ фшл, ЕецхгдЕо
пDпщсать TaryD оцевry даrдоfi фрryло Фrа!ъЕоt TooIlr Ео-
IecTE. В сашш де[е, latcв Фрgдl Е[вдqlgвллт собоl воЕоч-
НЕО ТОксIъ, поrýпошrе Еэ атflаlEII фRý; п!9ilr6вецIjц пDФо-
зпЕшаJIшIn* свя8ов 7, v r л r *, 1>, щялоDов ^V, 1д раgучцой расставовЙf, свобок. Тш обрво, есп У l f -
оlIоноЕце фрryш " [tllr[Yllea -Ix оц,шIс. к) !о[аг&},уt

[t л Y n, = [ЧПл IYП,= N ntYn ; Гtч VlI : 
= E,!n v I y3 ;

[t * yII,= ГVJl ёIW ; h ytr : = J |[t!]| := [tn';

I Vr 9(.пЛ : = д [rrdn; Ё*, У(пд' * nB1 
[t(d n.

Здесь Л , V,=}, / оаЕачаDl Tallo соогволствуЕщб опорв-
цщ в ашвбро В ..lшавашrе опрqдеIоЕIл обесцввmв аIЕFr-
ryD оцовry ди хrаооrчооIсI тавтодоггil.

I.4. УПввРрr VtBl с ,з8эяlтп''ч ЕраяЕrqg оцопваЕя
фшд ЕIясlся IолелъD ,oolпr Ео8оотв Е toI ошоIо, ilo
лдя.шбоt теоршl f rloгш ZFC (тэорщ Еопас?в Цорrь
ло - Фршаля с аrсrqо! шбор).шощао [t|=f Iлlо !8
юЕоDяl, f rстшпо Drytp VСq . Пршлошil ф8r tlao"o
ЕазцЕаDl ЕIщс поDовооа.

Сtсt оrшать gдось Ioi чtо дд ФоIryщ l(.) lG9Iп
ZFC п олщЕтв t€ V0) ФDаэа ' l@)ryT1rл Vn) '
Iд, боIоо поЕо, ' Ф уIов!сtш9m! У Йгг 1/(|./'опе-
qаш paвшctDo tV(а)!=| .
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Iilя элеlдевта *. V'Q п trроЕзволцIого tеб
фу,вшя

l*, а* баiх)
Эта эаrпсь подразумевает, tпо б И,= d

i.5. fuя б -зlrапдц шrоrеств .:с п
вцпоJIнено:

(хс dttrt(,пl.

оЕредеIепе

беб

[асауП=ltrа,еуХ;

[aa=lyn= t=r[a.=y|l;
tъ= lпп = [вь= бп = 8':> ![q= бп.

4 В самод деле, ЕIпыIекая оцредеrIеЕЕя, хilеем

[ае t 
у n = *!аr,.1уld Р&) л [а-= *n =

= пYаоrпrуlЪ 
а у(t) п [[z,= х|!: t tr*еуп,

отсцда последователъво вцвqдDr:

[ €.r = б 
у n = Аа_, qj| н ru n [*с tal л rЫir " ̂u

ч[rеВчл-fu 
{riапцrцчlц.*цпrSоfi!!.i{ilvlШсуl)=

= rld_ry)ft I v l yk)v l) 
^ 

(7 g 
v 7 !(I) v [*с * n) "

^ 
Д, h avTo&) чl)л(l lv rcft)ч[хср)=ilу[а=и.

*eФttl(a.)
Из пршrша перевоса I апсlоlоt аlсcтенспоЕа.БЕосlt

[*= lcn= [Vx (1€q+ хс tФП.
кро|е тоIю, [rclatr=Bйeen<[tetn , ,.", fДеtg-

*ft€,N|| = / . 0тсша EtBoE :

[a=tol= ! [rеаl+ !Гхеlа.[ =
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--g(l[,aernv{lлtrteoi1,.,$(l[x"*nv6)Л(z[aeolvtxnaf .

= ! 1 [хепПчб = l v $ l ll'xec-11= N v [V* {хсад =

= tlv [r-=/I= бb[a=/ti=[l/a=lbn=[th= /l, р
i.6. В булевозваЕош JчЕв€рсуrв V0) соопtошовiе

Т,ц=цI!./ совсil Ее osEa9aeт, чtо (ffвкщ Ф,|l, i CoBila-
цашт.'fiаrрmrер, ryловая Ф,дщя ва,;rбff с.Iое Ио'1_-' 

- rгрет
?оль пусюго щоrвсtва ryt1п ('oJ . В aToi овязI оýJцссlь
лЕг ItеDехОд к отдощOJr булеюшввоg у,гrяерпfу V 

Io,/ .

Jhя опрделсцпя й('/ " **"". V(Bl рассшатЕпваDт otвoot€Ete

афу:=fа€tl=f , которе, бесспорво, является эtЕпвалеЕт-
носiш. Вцбrрая в lаIцс плассо аRцвеf,еsfiдо( {уrЕЕIlfr элеIоЕт
црqдсtавIтеля чаrr.еЕшего двmа ("проr феrэ_-,JsссеIа -
Скmта'), trрцqм] к оtцещry усrверпry V'q/ . 0чещ-
ао, тго дJlя фрryд У мор ZFC буаот [O=Y!=f ->

-[V(Фп-- [ уu)tr . Тапfl ооразаr. в оIдеJIшоI уцвqрп.е
lrcmto ЕtlцсляЕь оцgЕЕ ФtrOл, ве зqд/Ilваясь о сЕособо пrбора
Iц)qдставlтеля кл:lсса акшвЕцевtъосrп. В этой свя9ц. в дqщ_ъве!_
дsI ооЭ оговорок оg]rцеgтв[rDт оrщцествпевrc уrQ1="lcp.
IIОДчеРЕеli. чт,l в Y('J *орр"**о оцр€деJIец алешЕт ба u,*
ftеV(Ф " lС S . Всцfl дGJ!е, в сrлlr I.5

[tl = t2 ]l=| -> flar= lааП=l+йt=Zэ]_-/.
йо обсlоятбльсrво Ео8m[яет, в tцctтoclt. IоцоIьЕ]оватD за-
шсь /= О , цр" Е rЕr что 0У=О=Oа лл q.е V(e) .

].?. В V'o,t спрgвqддIЕ слqryrцti п!rЕщ lдсrryIа.
fuя lсаrцо! фрryд Ч lеоF ZFC lцсgtся f _ввач-

ное шоlество .z , дrlя которго

[1,r с|о)п=Еу(ФП.
ts частвортпl дш эл8llовтов .2, ц е V@ оц)qдслGвц а.iшвв-
* {.:сJ! {уJ!,{а,у]!<цуiБ. пграш]tв соо!веlсlвоЕо ро-

- йоа;;'tЦ:ii|3i;"уj-"1аil> Bryte" VBl .
I.8. В V(6) справsд"шв слsщil ц!ffiцт чер€ЕпfЕаЕJI.
Пr"сть (lc)rrr. - разбпеше е.шв в ff , т.е. h+ff

-a?rnl?r,=0 п'Й-' g9 = 1 . .,iля Jмого сшlства
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@r)гсЕ элеrЕЕтов пlD.ропа VF) 
"w""tвует,!*"f*rЭrФтвеЕво6' пернешпваВr_е_ (ai rс g С ЕеРЯТЕОС_

тrflп (бl)эсо , Е.€. элеrев? ,П отДадпtого утпЕеруIа!

Т:Ё*Ч 'Frtrr, Taкol, og fu=Zflzirлмю,ех
, - .l . llpl атOш вlпо,пlово

с= Е_ l, а? <-> (Ир. в) Е r* = 8r*r .

FсЕ l
I.9. Дпя.Шц двуI м€шенюЕ 4,Ц€VO)щrуц VU)

IIсa, Есто равенсlво 
q

l<a,lre = E<€*,lyr'.
< t Е (а, 

а >е= 0<0еrа ! !Ъ ! + r<п, ! 7а=( !а, ! у >' n =

= 0 + [q = tatra [у = ly| = t+(t 5rq=Р l,t 15[ у =

= / n)= l'ч ((t v [,п = ltr) л (l v [у = an)) =

= (t'v l v [л-= /Dn (l'v lv [у = /I) = /. е

I. I0. Пусть ( l, )"i;i *",;"НrЁri Ч{*r)r" вl (уilrеЕ - сбl

FJ, <еs,!р>'=( Frlr*r,f;glr|ф 
В,

{Полоmlt

Tolтal цttв!екая I.8 f I.9. шсоч

I.II. Схша роtчDсп

*,=Ёч аr*| ; !,=Fztу ll '

1sl*,y>B=!p<!r*,tof >'=lr<ФПуr8rУr>'.lр<ау,Ц>!'

V*,= {а,, (1реа") а.е Р( Ц)1 ft с 0);

V'= ntLnVn,

п,



где ?U) - союlglпОсть Еqпшоsеств $, оор.л*о,
класс юох шоrвств И IдI, пrав оцо говоряг, угверсут фв
Неlшава.

Дя шоrества .u ошредолФт элоIевт Ф^ булевоэЕаtцою

увЕверсуча как ЕцелеЕЕrli прqдставптель класса, опрделвЕЕого
схФiоfi рекутсЕ

Фп,= d ; алrrt 1п1, = {gп : уеа} ; iп(d) : ;t,tJ .

Элешент .Zn цапцвапг стаtцаDаЕDr шевеч € . л
JИя.z,€У Еолатаt .*.:=flalДetJ. }fuопество gC часто

на8шваDа стаядарtвоt областъD оцрqдеJIеЕпяС4 . ПроrсхОц,еЕПе

этого назвщхя яGЕо _ tарвтлорсtпчоспая Фrшпя Ф r естъ
э^ в отдешоr рrверуше".

Стопт oluelrfъ, tlro

[yedn= !_[y,x'n,
Kpore тою, есл / _ оfiЙовsя фрryла тоор ZFC I

т.е. еслl свrвrчFlrо псD€fещдо цодп в вее под зншсом ввав-
торов, распросцшсш Еа паrцэ-шбо rпCccTBa, то л,tя прпз-,
вольfiЕЕ шществ al ,,..rLfu будв|

ч(п,,,.,tа) + [уИ,, .., ф n =7.
I.I2. Тот (F8т, lпо 8 - 

""о 
Флева а.пеtlра, з8lцсtэооt-

ся ограЕ]IеЕЕоi фоlrrулоt. ftaпT, в сlдr Ir_iI rопо утве!а-
датъ, чrо В" - булвва алrъбра Еyr1r V'q . Ное lспоrlьэу*
в?ся оIцсАпс удъrllа(Елътрв в в^ ъ V{Q . Дя пдшстрцtrr
TeE.пEr ЕrпслецЕl оц буЕrт цршадеш с дэбцtоЕоfi Еqшоб-
BocTbD.----iiЗ. 

Пустъ У - елеIввт. э Vlц , Е[щtiся улътра-
Фд!тDс " В^ щqЕп VtB) . мя tc 8 па[щ tу(ф,=
=[l^cY] . Тоtм ty - эцфпlrвr dуловоl а,цсфц i5 . Э

cBoD очередь, всл !Т - пtgоаsвоJlънцt эrлшрцrзr f, , !о
алсшшт /, , пороlпglпt ! ЕDаЕ.Еfl

dr* (uo1,=6 ; Yg(6!,=i(l) 1lc 6) э

tавов, что Уr - улътраФлъtт " 8^ ryrpn V(e) . Прп этс
справедшвц сооrвФlQЕIд :
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trо =Л ; Пrъ =yl!=l.
. 1Пусть сЕачаЕа / - rльтэаФльц э е^ Eryтýr Y@ Е

lаrtrеf.Носшевно,rпо- 
lrу $fu tуёа) = Ct"Vn л [d eytr<

< [€i l0! ev|= r& л 6")n yn=ty(6lntr),

Kpore того, есш С >t , * [еД>tПl=/r, звапt,

tу (€)=Nne yn= [8ПеYПл [е'> бПl<f,сrе cYn=lrG),

раз IY -ультрафльIр, |nIl= /, * [lacYel*{Vn=/,
т.е.""}, 

(l)= гl tn4 уI=lh tЛcyn=1[(lt)ret!=фrll),

Есп теперь # В*/ - про"звол"шl! аЕдшорфl8I, то заrctв
дIя ваlDла, lпо

[хе ygп= Y{(ila tИ;Н < У [Вr= Д= [*с Er_n,

l.c. Y{ € Et щrр V'o) , Цр этоr:

ftn с Yttr = f(l) ,", (l сS)
Оrсцда щ,ц, qо ?ёYt " V'o/ t, пIюre ?ого,

[(Ve "Yт) (V€e €U В >е-- lcyy7=

= Дв f;, 
(TOl д [ir> c^tr)=> gtПе Yrn=

-АвДrТ(с)л[3rсr-сrl=>9(l)=!вft{{rl->9rtl=t
MeroTrTo вItоЁIЕg!ся. !Ео

[(VOFvy)(Vlre Y7) ll а l.c Yу]] =l;

[(v8ебп1 беYtч TteYvn = 1.

Лля вавlповrя допаsатGIютва ЕрЕqпt cледrцпс вшJцrl:

[Yпy=ytr= lfхеуф tс YI= ! }IP{I)tba7.,-[xeyr'=
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-- ( 1 аа Д t)< а, 
у >Ве г l * ( З +е н tjy с F((a)+ у е F t (а il,

Аяаtотпцlо,

Х е f ,, (l t) -- (Yac,4 t) хс гt(d 1ý{al)tc trn = f *
*f(/acA)1o,E>tcFl=/**[He$(1)n-=7.*7cSPl)l.
Утвеоцде;ще оd елЕствсЕЕосlп Ft пе ш8цDýет с,шзЕй. Р

2.8. Соотвеrстпе FlcXl t Yl BaФlEl}T сryсвg F пэ

I " Y в}ryтрп Y_(') ,ottвlпol, что (0.Г)| = el" ft;f'l,
=Fl'|; \l ..i,rIlt ддя ?оцдесТвrщогО отяопсЕЕЯ 7а на

Д вгуrр' Y "/ . Таш обравош, в часtтосll, сryсЕ яв!яется
коваtцанIцrп iцрKToBсrl ца ватбIюIпп соотв€тствшg вlrутрп V(e)
в обшчпуп Еатеюlиь cooaEaTcTBIt.

ý3. Простсfuпе пqдъеш

3.0. ЗдесD.собраЕl вообхопвпr,е_.фопяr о ЕереIqце от цqд-
rшorecтB V(U r аrоreвtfl V(q', т.о. к црцед:р цодъе-
rа шЕоtестЕ п соовветстш!.

3.I. Пустъ ,!a 3(l/|Ч , ,.". zY - это шоIоство, сос-
tавIеЕЕое Iз Д -зцащ fпшоств. Полош gll:=/ l

Спп (xl),=;4, i,|*(xl) ,={,tJ

ау Х#Ф . Шшевт Х/ отдешого }EEoBcyIa V(Ц ,
т.о. вцде[еЕЕfi прqдстяпtтеJ[ъ пDольlвпоЕЕого aJцccа, вавцЕаtrt
подъешош ,.{ . orTerш, что

[xcxln = Хх [t=En.
Ио крме 

"о"о, 
i,l= qД r т.€. стsц{арЕое шя .UП шо-

tсстэа ', естъ подъfl ею с_тацдаршоi обrастr оцDсде[€шrя .tr.
З.2. ]Lm неtrуспr в V 

(Ц элсЕmоЕ .т п ц оудот

{а J' = {а J l ; ta, | } 
0= 

[а, у J l ; 1е, | >6=|14! 1а, yJs} l ;

ах у ={<а, | 2 О 
: 1a,l >сЛ*, l t ] t ;

е| пNr =(а п pl ,

aq



., 3.З. пусть /, УсФ(V|е| а F - соdгветствпв пэ ,{ в
}r . Сществует, i пртоu qдЕIственвое! соотвЕтствпs Fl Iз
Xl Ь f 1 !ЦrУТрП 1rZlt2 ,о*, tпo для l€цпого !одGоп€ства

Д шоrества /( ЕIполЕепо F/(,4l) =F(ill в Tolf п тoЕы(о в
к)ш сJrJпае, есд F экстеЕсповальпо. ЦослелЕее ознаqает, что

fue F(*l)+ t[хl=а_а!з V.
уrеЁ(пr)[fu={2П,

пр атш Fl=F|, жв F':={(,tr,U)E,lъra>etrJ.
4 Устаtоrmr Ерctде всего веобхqдDtость уqловпя экст€Есlо-

валшI.осtt. OrxeTnr для aToI!, tпФ пlп 9аtr(Z")ауют [уе
е F(а)М=./ . &аqт. [Уlе Г17аУ31. пошЪ aToIэ, trо
пщу пер€воса

[4l =1ад |le Fl (пr)*уtС Fl (aa)n= /.

}!шоц с;lовш, учlпlваrl правша оценЕаЕlя п 3.r,

[il=ФаJI=Гft .,=grVп[рсFl(цlррrr.trl(4lrуорJ=IJ.

Щпtстввшосr, Fl (но ве ого сшествовапlе!) оdоспсц-
ВаOt lЦШЕЩ ПОРПОСа В СВЯВl С !еrl, ЧТО СООТВеТСТШО ОЕР€Де-
лJIотся сюш mачопЕш. Ит8, осталось ЕрqдъЕпть F/ . Пм
атого возцш F/./ . Ч учатс 2.5, поспоtщ trc)(xYcXttx

lНд,,ru[, 
qто F|c(XlxYr)f . стало оutъ,-F,jсхltYl

,IIля докаватзrъства троФадr равеЕотЕ равdорес свачала
случаfr qшоолзIоЕтпого шоIасlва. }fuачо Фюpfi, юэuа Ф.1€
€drп (F). Тогла, !Iшвлбкая уе,tовпо экстсвсlова[ъвос!tt' EocJt€_

довательво цoJvчael

Ерс Fл(ц)tr= Ка, !а2ее Fl I = | р, 
[Д =<аr, ! r 2В! =

= Хqч r!!*,{| 
>С <q, у 2r' I = ХоР; 

aatr= [у1 = у, ng

u Ху,r, {{rе 
F(4t n л [у г{, n < Гу, е F (ч) | tr =

= 
f;r rrчffu = fun = 

rУ rr"У'= hn Л [at =,'tv=

2в



;

' *rYПо*lо1 уi,гtаs[Уl=УеI[Л 
|[П,= Ж,,]! =

-- Х,!}е, [fu=!еIЛ [аl=п-[=Еуlе Е/(z)п ,

0кон,r;iтельво, ilJBoEi равенство оцснок

[fu е Fl(а,р = f,! r, F(a)ttr.
ItycTb теперь l - прЕзводьвое цодшоlвсr* Х . },tшееu в

сшч уrе устаповпеЕвого r прЕшпа переноса:

[уе F(IJI= rYrrnJЩ=zl=oll {.цrl[3=Д.l =

= oYo[yeF(a)tI = о!, [уеrЦа2П =

= [ (1а в l|) у е Р/ (afl 
= [у е гl (1,1p. е

3.4. Эпоrовт Fl ъ И@, **оrщt акст€всIоплЕвФýr
соотввтсtвпD F , BaTrBarT пqдъоюш F. л ь

Супе;позцпя экс!онсtонаЕЕtх соотвgтствпt [f l Ь акс-
TeEctoBaJIbBa. Пр отч froP| = Gl . F/. 0rrетш 9десъ re,
tпo Е сry{ас одlоЕрсшЕо! эвсr€нсrоЕалъвостц F l F1 аудвt

F|'|= Fr| . Qпдаво экстсвсIоЕалъвосtь F ве обеспетвает.
вdмце'г,оЕоря, авсlrвIсlоваrэtrоо,ll F'r'. пqцчешцоI qдось Io,
!по есд акстaвсtоlльЕос оооtЕGтс!впе F - ато (Мlgпя lз
Х э Y .,. то польеI Fl - таЕб i!пrкtrя Iз Xl в Yl шут-
рr Vo) , Прl aTol аксliввсIоЕальвость F вцгл.шIт так:

.t1, *q€ l -+ [al =*еIз [tr(,п,)= F(цr)!.
3.5. Соо!в€тсtые FC| xf авс?€ЕсIопально в пoll п

т(жысэ в TOr, сJryчае, есш

ГЛl=*аr< [, F(п)| = г(,rа)ц
Nи аlrъ2€dОп(F), т.о. цF успошп акстеЕспоналъвостх
отобраrешя **К*)|, деfiстцrщего пз Х s P(Yat.

4 Dсл F акстsЕсtовшьво, tо
,| - h l = * а + р | (4 ) = р 1 (2)| + Ец t = ft zп< [F(а )l = F (а| tr.
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В свою очеродь, п!ш Е{по,веirцп Еоследtего ушошя будет

[щ=паI< tYз (а, гfu)l.*.>- yeF(a')l)tr =

= yArr.,l[Y'eF(a)" n 

уДrё,f"е 
F(a)|] €

_< 
[ур г(а)ltr = уУ гс.., 

lГfu= {an ,
,.a. F акстецсlоваJIъво. >о' ' -ъJ'

ý+. Стryск-поJlъеi! l подъеreЕуск дIя соответствпil

4.0. 3десь првод^rлся сЕqдешя о посJ[едоЕательвош Ерш€-
пен!ш прцедур сЕуска п поJФеша. l^l

4.1. Jlля Ееtrустою вIrуfрв И'О"rlвщесrва Ф Еtпошено
rtl=r . Jlля поDrнопеЬтъа Х э 17(B,l п|поJIнено X|t=
= aaSC(X),

Ц.2. Iм непустого вЕутрп V@ соотЕетстшя F вшол-
нено F |s= р,

{ Пустъ f FС|rУбF*OП=/. Несоrшоlпlо, что FlcXt xY*
s FtlcXttxYl/ вrгрш V(O r т.е. F|tCX| / в сп;цr 4.I.
Поlшшо iтбго для a,eXt flJпоIцено

F tl (п) = F t/ (a-lr)=ptpt)l = F@)l|= F(a),
OcTa.llocb сослаlтъся ва пtrшЕIпrп переноса. р

4.3. Для кадд9Itо акстевспов&ltъшою соответстшя Fc / Х f ,
тте ХrYеФ(V|Ч , вцполвеЕо

Flt(Ф = F(*)|t @ех).
Прп этоtl для шрохзвоJIьвоr,о ноЕусюпо подЕоlесп" д 

" 
Х

будет

{щ (il =fl; (ll11rfrrr(l)|=4r 0l).
{ l1рецде.всею, для 4,ёх очевйдво r.еlll . отсцца

эашDчаем, во F||(а)=FЦп)|=F(а.//;l, Теперь для цроrз-
ЕопъпоIюнепустотnо Д э Х EoJIy.'тaol,

1е fH (l l )t* E(Vbc Д r) *,.Tel Щ =,/*
з(,



* Аl [хв гt (а)! = |+ (Vае4lд, adry*
* (VаеД)асFttЬ)*- gС$r, ft),

НаЕонец, вЕп,ry свлъвоt щвлпЕос1l шЕщества
lз ухе докаэашвою 8акJID!цеш:

ТFп U)lt =fри (t0 =й(ll)t,
Цпi:,t)

0стается сослаться ва 2.3. D
.4о4. Пусть F - 

"оотв"тствЕе "" Xt , Yt, гдеХrУе
€ YIф. След:/пще уIвошtеЕЕя акцвадеЕтЕt:

(I) F 9кст€вспоЕшъsос Flt=F э

(2) шеет lecto Iввоцство Д'=Fl|li
(3) F' - сЕлlцо цпФцчвсвое rotolecтBo;
(4) дпя каlшп *eXt п бе0 ЕлпоЕево

Fh)=tr(dl| 5 tr"фs$)cay1(l)oF 2

пе фG) : = tlfu#e7 е Z2, [ý.l.= fun > € },
<-(I) :>(2). &.lшчеше FLF'|t очеЕцIЕоо В своп оче-

РоДЬl- 
1*, У >', F' tt * [1а,U>tе P,J= | +[(*.Y>e.Pll=t*

*Кч!)е Ft1-1П,!)еF->1а,з>Ве F !
ta):) (3) очевпшо.

а,;:;'J l];.,xЖ ('я,JЛ"г; tr/#Ч:fr : ffiй )8 е F,
пr'с-та:б бцтъ, цIпвлвltая I.I0, щорa

<а, |.! r { r >В= <P.l r 
*,ft! ч Уr>'= 

Е !, 
1а, У r78с F !

';; Fi;! | ."'*I 
На освоваш 4,I зац,щаэш:

3arrotшr ,оЕерь, !го

(q,у>е +1*rу>ес FЬ <п, у>ее Fh|.*1,п,У>е(F'Ф,

т.€. F - .* сryсв сФtве""пч" F'| ," Х " Y шr*Iз

JI

}



V(е пr стаJIо oHTL, ; экетенсионально. 0тспца ддI fl€е FlLjreрю

Г41 = эg,пr' 
rY rkr, [!е = |ltr= [й = у Д

ддя некотор"о 7-.е 
F/ar),_"уу 

9ч9ч9{ IЕIi,цqвостш F("Е.) .
Иr,ав, дtя ae7Yl " fu9F"dхtrcJ(€4 дц некоторого i1
таксго, чr.о [lftl=tr2]?6, наlдется tе , для которго tr€
E?i{I|,;.Ne€ 

F (*aJ . послешrее" Бзнач"ет , что (ai!,26
(ц) :>(ll . м lle F(r) п.х2€Хl меы
1Q,, lt > е F о а1 

2 ( [at =аап)(п" )с dyt 6) " Гrz;
по усJlовцD. I|яаче говоlя, ЕаrЦется Уее F(а), для которго

lГftl = aln( 
_Е h = ?"tr < 

у!е г ёn[t t' уr1.
слqдовате.пшrо, А акстввсповшъво. Прш атош лля каддою

хе Xt с учетош 4.з п услошя булет F(Ь)=Fа)/t=Fll(Фэ
т.е, F=Flt . D

4.5. 0пrетш, tпo ковсtруlспl, !эJIоIеннце в ýý2-4, есте-
ственпюl я очевцщоa обlвзш перевосятся Еа спучаfi lлогошест-
шtfi соотв€тствпil. В дшъвеfuеu ш будеш Iспользовать соотвот_
стЕще обобцешя без особц разъясЕешt.

ýS. CrycIc l пqдъеш адебрпесlцх, спст€ш

5.0. В этоI параIтФо двтsщщпут!ся прцедr!с спусЕа Е
поЕеrа обцЕ алтебршчесшr спсt€i, tg!вецЕцб ше- -ie Соловь
ем п ТеденбаOIfl пItп lсслqдовапll rзобраrопt булеЕЕ алгеОр[Zl

5.I. Пусть E:=(Frll)- пщоlорая crlвafype п ft :=

=(l rvt) - (упверЬая)_алебрв cEITrBlyF Е с Hocr-
телdм 7Y п пrтеlшреташеfi У* . Ипш с[оЕщ, F - шо_
Iестц) спIвоJIов оперtrIпr, а"Ц; F+ а) - аюбрмЕrоr !Еаэlt-
ваIцее ца,tое l'*по - ,рЬr{ ll G) - оо.р.й |ftG) 

" 
on

recTBe / ди каtцоFо / е F . ДлгеОrrу .f шзшваDt эЕстов-
сrова,Il8оfi, есщ Х - цqшоIесtэо о!депцою булевозваtшого

ýНЗýЧрYi3,*Ж-"Жl;#"ff"* |' F оtоdра-

l
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F

5.2. Алr,ебра f; с но"птоrо, zY явrIяется здg,дgggцФ{апIttоf,

9 том д только в Toi,r сJryчае, есд отобрапеше Рz,6--q(lt
деiствует пэ 8 Е MiloвecтBo Сиrр@ конгgцrэiпшf, .f . ;ро
аТЫ 1Рх. СОХРаНЯеТ ПРlЗВО'tЬНЦе -HelTYCПte ПеРеСеЧеЕlЯ:

О # в"с в ,- f*(ф 0,)=пtf*0): t c 8J
х чвоrество .Ра(0) сошадает с .I'lцественшш отношешепr ./у

{ Пусть-.f - экстенсдовалъп€ц алебра l {С F . СцтЬш
д.пя удобства, noy$)= !, .л]опа

(at,fta)efaiej* В r-r= !|a"*Yal =ftar 7 t'n
-п*(iЙ,l=уr(р(*q)I>[щ=r,пzl'*<l?l)r*аrfurq#|.

В своэ очерGдъ, есм 7Сr(fQ=ПrП)- ковlтrэцtя, то

[ft1=*j! = trr='rrn'< Еуан)р)=уаН)(t)х ,
,.". !Е(/) - аЕстансlональвая фушопя.

Накопец, Lм {+ 8оС 8 щоIвево

Р * (0ф ао) = t(ar,л.r): [tt,al 7 l ш| 6, J з

=(rlr.>,f,лrrо!z&р$!r"ф=Д{Ф,ц>[rrцлi!,фN|I|rЦР

5.3. ПустьЕ'=(RrБ/> - воiоlорая crlтatyl'а_r # преп-
сlаЕ!цот собо! ал,обрштооqrD crcTory спrяатлrr f/t ryт1в

VU) . иваче говф, fr - эю ооъЬвт о!rлеюзЕаЕого y,Er-
BlвyIfu ЕIщlся ff -пароl: fi,=(Xo У€)а , где элflошпl
Х , УЕеУ('/ -р"оr, соотЕотсtъаЕЕо,.IпЕ iосlт"ло f$ п
ЕтеtпрвтшпI Е^ " Х вцrtр V(q . м +eR п.|сtr
*"О' 

Ъ'(d)- ото ,lla(L! *стЕое отноше ме э Х| = ,| ;
tytlq- ою/(|j {еспtая операщя па )(| = / .

Oпрrc.йi* тФорь сЁriбрrеше Уr , Ео,вгая

)l(u),=у*(ъчl ; yt H),=ya(/^)l ,

щ .l.:(N9 t " l*G! / - сlтускп сгпошеЕlя ,l'(n! l Ф,дсш
уаUу вryтIп V(a соответсвенно. возшlоцаi s.щбраr-
tDопая сlстщ сшпатуаr f с HocпTelra // l шrеDпlвта-
щоl ) l вазшвается сцrсЕо. псхqЕоfi сшстешI п обозЕачвотся
ft, t . ташr образor', fit=KXlrYt> .

.r.'

l.



Стопт подчершуть, tпo сryск аJЕебЕg спгнаlуЕш Et - оч-
зуqпL.IБно экстенсло_нашвая а.mебра е.пзватурш Е

5,4. Пусть ?d| _ некоторая а.lвебра сшrатlдш Е с во-
сптелем / . Пусfiь. даJtее, зqдfftо отобраr+mле i;B*6*1Y1
сохранщее Ерtlзвоg,ILнве Ееryсп{е пересечеm.т в тФtое, ЧТо
!h)=I, . Torдa суцествует_ а"теОр # сЕгнаттЕц Е' вдrгтrп

VO пЪrцоморФmл / пз an Haft Егутlл V(t)тще,
qo l;l осуцест*rr"ет rrо"оrо-рбшrlс f в 

"*стеIlсЕоЕаrtшrут 
аЕеd-

w .rl спrъатурч } и trЕш атоDl

( ! t, li е l r!),o {/tQ), l t lyJ е t* (0
np ,ощ* #Сб д пiюхзвапьпrD( |t2|ýY. al_._,,v,lV' 

{ Paccrroтpп, стдцарпiое DrrI Й,; ' атг:ебЕrr V:=\YrY '),
;IcBo, что *Йв Vid)' элешеаt 1f!=1|r,rЦ;В- yшrверсаiъвая
aJпeopa сllчат:rрЕ fП:=(Fаrц'>Д ] ЦусЙJ.т"rri., У - улътрs-
Флъrр в 8^ , пороцдеЕдrfi тоцпостваЕнчl ацдаоIЕilс В ь
coorвeTclвE с I.I3. 0прделrмr в8воЕоц, алgIеЕт f в yвrBap
cy.lr€ У (CJ coor"шeвre.

(tlnt}>Ьеlr +- И€Yх *еYr,l (llеч)<и1r>BфGr,
Пшошо с сщою ЕаЕла oIIelITb, !по

Kфt\ern = V lKul tflef(|tl=V$e t:lu,*2el6)J,
Пр atc Iэ црqдстав!еЕIя

$< Ц ф ) ettr ) = 1 (Д tl ! 1u, гb I ( у =l]0 в), (цp) е d6)J
Еl!.Еаеl : <u, tР>e ! ([< u| tl > е Cn ),

БоссчоIпо, что t - oto IЕФIеЕсIшоG t сlшsцt!цоб о,!!-

ВО!ОЕО В IЛ пrугр VQ . Прве., llЕЕэfllвЕоеlъ t.
llrоц

КП,!>сСtr д [<УrХ>€С! =

= ( ..V. _ Гсс,-u^trл [y=u,ltr,1 [Фr/У)сtЛ А\(urt>2*

л (",Y.r", !у=з"lа [х-WrПаRа!Йsсq) =

= Ху>," rв. F! а ty= р ln, 
Ц ц {l л tr, W 

ltr 
л к4 lr ) ctn л

<зд>;i,t
зa



9

tit<в!пу5сф* Хоrrr, 
[а= uп,пл [х=уl'Iп [ЦР2сtП,

1a.lL>cYe

поскошку справод,швЕ оцеЕЕ

[1 иr, tl>с ttr а Е t 
^ = Вrtr л K4n, ц}D еtП 4

< V tl, :QL,t)е t(лlrЛ ,t V{l2:{Цlаl-у е t(T lr)] <

ý Y tl, л tr, (t l, ty) с !(т ( l l л l r s1 л < ц t*> с ! (l Ёl л l, )I <

< VtI : (ц,tt)еIВlJ =[1u! пл5еtп.
Таш обравоI, доf,о?ЕтельЕо D Ща, у >et п<аrХ>еt><цПЕd4,

ycTalloпrr топерь, $о С - ато коЕгIтвЕIпя. Ддя атого
во9шеll l-e F п проDqдil веобхqдше DЦtilоr€Ея (в уцрqо_
щ€I дрqдцqдоtэцш qдЕоIsсrшостп 1 ),

fсiiьу,*7уй;;7fЧuли,0!l'rПrреttr=
1d;-', ол>"ti <сruУ r l У Рt 0'ф' (lt ft)l) > е gt|=

}.{i 
*'*кu|tу^)ес- 

rrЦР,t 10 ! у ?ф ?Dn ) ecJ = 7.

ПосзiйJо IlаBoBctBo осЕоЕаво Еа !ш, тпryQrt)еt(КИ!ф>е
etllt , l с учgтtfl Еоцгgрвrвосл t(t<u'!t}r)etl) ayTet

Е< ц tta> е cR [<yuHJpJ: yrBJ 0р)" > ctr .

Рассrотдш теперь фвlоrадэбw а=?7t ryпп Y/'J
l lаЕоцчосIое оюбрпщ" /,Ybfr, ryry V(U.

Провэ- -, *то аrтобдв ,fr, l о8обрцэше f lcвшo. Дя
э?ого цп tlr*ze Y, t е В процлfl elqN/пOrD шrлалýr:

E|t Q) --|t(!)I> t'* trl Q l = / Q! )tr > l Ь
-*- €2 [<tr!, !Ь.ф* lkv{е,1р,|с}е!(сЛ*
+ i > Д {С,<|ьWе nP)J+ (!ь!е>€ !В) Р

5.5. В [ta1 -" оЕIсfirя сryсЕоЕ Е пqъвDЕ tспольаоваЕо
цоЕJпlб SЪБтрпс. Ошбрrэше d, ХЬOЕазцвФt 6*.rр-
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Kof, на Х , ес.,в d(аr,цl=Q+zl=0а.rЙХl,цl=dh,Ф
ц OL(h,*а)<d@r,qэ)vd(zg,па) для .lшdъв ftt,22, ,еХ,
}lз прдtоленпя 5.4 вцтекает следrщее Еростое о[псаrтте EIo-
IecTB с 8.r"rр*оИ

5.6. Д[я np"r"*""o"o о*."r"" Х с f, +етщtоп d
спpс!qrе? шоrество.fr пэ 3(V@) Е взщлIфдЕозllаtцое
отобраrвше F')(-G тапое, что

d.(ц,*i=[/@l) * / (q)П
л,IJI шgх 21-1,r€X,-';Й;; j?ij, 

= t<*t,fta) € )(€, d(zьц)< t J . g9"o,
что t(6) - ствоцевlе акшвалентвостп в Х l пIцчil t{0)= ] x
п, кроmе того, ,Р сохрняет прlзвоJtцf,Iе неryстllо поросече-
нrя. 0тспца по 5.4 Евqдл., tпo ддя ".*о-Ы а,€Рal/(Ч
п вэаIЕфд|озваtпlою отобраrошя У буает

1$l,fta> € tG)<+ [l@1=l@e)n>t|
пр le 8 . }tвш с[оЕш, d.@b*,эXl*t/(al--/(4lkL,
*" ;.;ЖЁi"r* сsстФ(r И=<Y)t>спrтат5цн f:=
=<BrFrJl> назнваrlт расшршоf, с псщцl пошоt булевоl

аlгебрн 
-В 

ш mМраrеrшяf Iлf , Kopotrc, 6 -расщршо!
(посрелствс/ ), есш "Р ле!ствуст rз d в шоssство tзoв-
трршшй Сйj|W) (yвBepa.rшrofi arBodpr, асссппг;lовапоf, с
V l n гplr JTor вцпоJlноtli следЕцIе усtrовlя:

(I) отобрrенхе У соIраlяет пропзвоЕшrе Е€ryсп.е EeIE-
JЁчецiя l, Kporв югo, А(0) =fv iq У Еrяется ?jЙьво ddлiчесвоl а;вебрi, т.е.
дtя .шdою разfiевпя вrщпts (И1,Jвсg аIЕбр В l цtов-
вольвою сФrеf,стм (#JrcB -'iо-сйi Y c]шeclвJreт, l
пIптс ошlс_rвенЕtfi,-аiеliент l)€Y , лля которою ( ff,
|r>c! G|) aл{ Fеа -. аnoT алеш€Ет;вт*й f4а-*Ёffii"*Нr#'i. 

R" ffiН:"Иij"il;"
J -сплцlо tцчцlчесFп., т.е. устоiчrшч огвосIт€лъцо всеD8-

:illи/;/т?*;F. **Ёffi ;,:*, й {!::,liЁ
' *$.Ч*н|'*:", ;";;у: ,I!1Y!i!; 

"-,n'
s



В -расшпренвая посредстЕоrt ,/О ал-
гебраtчесIая сЕстема сlтнатурцz. Суцествуют алгебрахчоская
cI,9.TeIa а спгЕатура En вну_трц
Vu)l дзоIорфrзш r спЕтешц Er Еа
сцусR,lt таЕiе, что вцполвено ус-
довlе согласованlя

( fu, !а) € lG) * < ГQi, rQi>. tat G)
для проt8ЕольЕ9J о бе$ п лп_6чх Ur,
3z шз посЕтелаlf . Спстеrа.2
едrвствевва с точ
чорфI9Iа BByTpl V
Dаlческая

""у"р" VСq,
хзошорФlзI

дv а сIIусв а't rудов-
я

сЕстеха

шocTbD(q,т.е
al спг
Topoi

до lз
. алго
ва"урц
lшооtс

о-
6-Z

ля
Е

ко

н!я, обл_а_.дает пзоIорфtзIоI ва а
EHyTpl YtC).

< Р"".-пfo 7 паr а.lпэбgу сrпа!урш |:=(Fr/l), пв
Z,=(R.F^л). П левая 5.4, ваlдоr алгебру €_сrtваtтrн
Еr,}FiпЙ 

- 
УtФ t эфFFзI / ," ?n uа ft шуrr

Yu), лля коr.otrtr(

( |t,|a>e !(lJ -l*<ГOt),ГQаРе t* G),

ч" Г,=/Цбф l |6!2ef . По услоэш Z,eXt , гдб
л - носпЕодь !Ё , EeIBo

.| 
= [(1 у е yr) xR) = п1 = yYv 

[ГQ1=21
Тшоl оdрзоf, сJцос!цЕа ваэбrоше qmвrщ (tr)kg 

" ""-:хБм,iд в 
*5:TL"L жJffi :ж-

о" У r'т.е. '

< 3, # р€f(l|F [ГO=УlrРП, t, (r" Х).
grcща шЕqдЕ., .*о [z=Г{{)IrХ"5s--Jу ,.". /(У1=*.
Фштвтеrъво, f, - эю rэсЪрцrJ? s Gl Ец уsDералъ_
щ апlвбр.

летворяэщrl условlD согдасоЕа-
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