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}lодеrп дднаitrlкl х равЕовесЕя

уJIк 5I9.E65.3

ддюи1llш оlъЕкАяпя рАЕIOвшия в мOдд[ях
0шшд с Ф{ксшюшннцlи кlшпЕгдfil

В.И.Шшrрв

В настощеfi заrrетке IЕссlrатршЕаDтся простеfuпе aкoнolп-
ческпе хqдаш

прп соб.lщлении
,$g р назцвает-
еGrIп

ч участlиков наЦлtrrтся такпе .6

=о
пз уч8спlЕков поI оптдмпзадеfi понmвть

Пусть .Г=
обмепа Е сrlеrпrщеш оIшсанпЕ.

{цz,...,*J- tHmecTBo уqастнпков , J-tl,Э,,..,пJ -

il

!}

rвльнцх Dешеншfi зада
no ё di - Ur..., /)

Ес.ш д,lя каццого

срqдЕ опш-
, , i (r ,

шакспrпзаIцD, то погJпаеш соdствошо Iqдепь обшеЕа, дlя кото-
роf, пэвестев Еqлкод, сводпиfi задачу отцс&анпя Iвшlовеспя к
9ада че шаксЕмпзатFti .ffшщ{;{

г@!..., an)= /Z ccini)x'
на lшопествв М ,i o*""*an- уq,tовпяrм Z.zi=O ,,Ti?O,
i (r ,fт, с.зsо_зво/.

Еслп для вчlого ; С .Г трбоваrоrе ЕксшаащЕ цшевоl
ryшш G! е ',/ вgашь 4lсбовавпеr шЕIшsаlщl, то поrýr-
ч9Ф. Еryт юдель, ЕотопrD условпilся назцвать шqдвлц) коопеlЕ-
шп. Прпlепенпо утOхяЕутого подqца к этой ilqдсл, ватпrдяяет-
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сл тем обстоffтельством, тго задача мпнимизаIл4и lунюии Г на
IJtoyiecTвe М оrr""r"я зФlачей невыпукJой оптимизаI1l4и, и г.то-
r1l1.1;5цц'; l..fl,lнхп.Oед Функlци У "" 

М (равный }tул0) достлгается
:tп _лlз5о!.l ,цопустимоt1 решении впда са"=о ,,to=Q лрп ёУi. ,
которе не flытяется равновесgым.

i) предполол<енпп, что С' > О для всех i С.Г , ниве пз-
.,п гаетс,<! подхол, позволяоrциl| по,гучить алгориmн для определения

i,:l:{l()песи.q lcaK в собственно ьlодели обмена, так и в t$одели ltoo-
лераtц{лt. В основе предлагаемого подхода лепт рассмотрение по-
р,yЕ,аеt.rю( моделью кусочно-постоtrlнъD( отобрапеншi си[,шltекса
:1eti г себя, IrRеденнцх автором длJt 0олее общего K.racJa л,IоделеГ1

(с пеllеr;енннl,а,t бпд.четал,ш.l) в [Z].I,IcKolcыe cocтorlв}tfl равновесия
зfulаются неподшIrннмп TotlKaMи этш( отоdраtенЙ. В шссJIедlемом
случае упомЕ{утне отобра;кения оказшваются в некоторм смнсле
потенцtальншlчtt. Это позво,Iяет стрить алгоритмш отнскания шх

IlеподtsIfi{,ню( точек, аналогичные предлотеЕным aBтopotrI.B [З,Ц ]
для MoHoToHHbD( кусоtшо-постошпtдх отобраrtений в К

JIля едлтtообраэия и краткости излоаения условппся везде в
да.тьнеflшеtл лод opt пониlчrать tаzaa в слJrчае rdодеJIп обмена
П r7ztlz - в случае ноделп кооперцIш.

I. Прпзнасп точек рашIовесия

Как ш в [Z/,свпеш с псспеryеtrоf, к)делъD (обмена, коопера-

шtи) следпшýrю паIЕметIическ}п0 тIвнспортн]rю з8даW, в которой
пара}летрами являDтся кошповсвтв вGктора цен /- 

(Рlr-.., Ро):

l

+

А ?,r 
"r 

h g| - opl/

Z rr, =)i, i (Г,
iil

i, rri-pj, /(J,
1rl 2О, icr,7'rJ. :

Элесь С;1- *о*о"."тн векторов С4, i(r.
СистЬма огрнпченпй двойственной эадачи

(I)

(?)

(з)

(4)

,

1з8

в сJIучае модели
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об}Iена будет иметь вцд

u;+ui'^c;i, itr, /'cJ, (5)

а д!я модели коопе-рартш знак неравенства в этоfi системе сле-
дует шзтuенrть на пртивополо.вtй. Залача,!U-(4) разршима
гfrи лr_,Оом Реб -. Пу.r, Vrpl- R** О- 

,.o,onecтBo I}еi(-

торов 1,1/ = (ц 
1 2..., цlо, {2..,, ?/hI эадамщх опти!дльное !е#екпе двоfi -

ствегшой задаtш прдаЕно}л/СО , п V(р)С К - проекIшя

этото множества на подпрстранство перелIенных {,..., to
06ознаwtм через Ф , р' мноjfi,ество

Фсрt = {е{= GЦ,..., etn ) ! ,, = (ц,..., т. ) c|Wpll n 
"-Ясно, тто при.шобом Р еб мно:кество Фсрl лепит в oпlo-

сптельной шIутренностц cиIlillmeкca а : QlРс@О. Taшl,t обр-
зом, оцределено точечно-мнФiественное оiобрление Р.' б* 62

ТЮРПlА r. пеподвпжнне тоqки ото6-
хениrт ф . li только они, задают
равновеснне векторн цен модели.

ДОМЭАlЕ.IlrcТВO. Пусть Ре ФсРl у1 X;i =Е;1 ,tl,ilрr{хJ ,-
оптиrrальное решенде транспортной эадачtчlодели пру. Р = Р_.
Тогда Р>О и, ввпду (3), векторы, Б' с коtпонеdтами dц=
= Ci;i/Pi ) > о УлоыIетворяOт условлю Z а"= о

Поttажем, что вектор.з-' решает задачу i-"о'f{ч"r"ика. 14з (2)
следует.,- что .z-' яв;rяется доIцIстпt шм BeкTopoll в этоfi задаче:
<PrEz):2 . . Убедшlся в его оптиIt!алы{ости. Для определен-

ности будем ЕссlrатDивать моделъ обмена. 11з Ре LY(P) сле_
уу", И F = ih Пr.', hP,) С VC Pl. Это означает, что найлет-
ся TaKoi:t вектор Е = {Drr..., Drro,I , KoTopнii вмссте с V=
- /а F образует оптималыlое_решенцQ. задачшr_двойственно:,j к
трансriортной задаче моделл z z,// = (Z, 

r r,.., Z r-, 4,..,, 7о ) ( W( Р),
t.е. lli= Цi 

"_ 
U/ = Di удов,IетворЕэт условиrп: (5), тrри-

чем ecJи Yrl 
'd , т-о соответствующее gepaBeHcTBo в (5)

выполняется icalt рвенство. tsводя й = uu' , IIоJJучаел,{

Y-t Pi > ci/ , (;, jl) Lf rJ, (6)

и здесь ип,tеет место trEBeHcTBo, есm l;; > О ,.т.е. если

ioi ' 
О. . Это и доказцвает, что ffeKTop .Е' сп,лиliа,rтен

в задаче ' 
_го гtасшика.

Такшпi обрзоDlr доказаноl что :{аJц:аа неподвiдJкная точка

{}

a-
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отобIвfiенчя Р aaд"", рвновесшd Еектор цен моделf,. Покаrеш
обратное.

Пусть прш р= Р СО векторн ai ii , явпrtrогся. оп-
тим*oьпнми в соответстчrц}о( задачах участЕЕков п Zai --е.
ТОгда очеш{дно, что Р 'О . Действптелоо, 

".-'ffcc'tцTpп-вается модеllь обшена, то т, равевGтвG пул какоfi-lвбо пз
комповент вектора р зада,ш участнllков не хмед бн оптrrвлъ-
Iън векторов вшдr поrIGптельностп вектоIю1 С z ; еслш те
pacctJElтpxв€leтcя },юделъ коопераrrп, то п9 Р; = Q G,Iедова_
ло ба i;1;=О V;e / l погопry O='X.z;r._#l/.

Дальнеlhшrе расс}цденЕя повторяDт въклЁftiси пЪрэой частп
доказательства в обраqном порядке. Рассмотlшrr дJIя опрдеJIен_
ности случай tttоде;ш обллена. Из оптпл.tальвости €' в задаче
/ -гс участника следует сJпцествованпе tакоtо ф , что вшпоrI-
члется систе}Е неравенств (6), причем мп .Е;; >О соот-
ветствуюцее IIеравенство этоi] систеьш вшпог;яется как дввев-
ство. 0чевццноr чт9 У; > о . IIринпмая r;i =PiЕai
и D, =k f; ,7/ = k Fl,, _: |'tlпмr I(aK легто йдеть, опти-
рta.цъ}Ioe фпвниЪ задаm (I)-(4) п двойственноfi к Helt с,оответ-
cтlleнHo. Такпм оdразrлп, h Р ( Vф), т.€. Р е QCPI,
что и требовалось доI€зать.

Для отчсканпя неподвЕIцIш( точек отобраления Ф воспоrlь-
зуеl,1ся теlл обстоятельствоilll что пороцдаюцее его отоРра:кенце,

Y:6* f,'*.rотеншtалыlо в следrюцем сlшсле. Пусть {zf+ У' -
,лiуllкtgtя, зацах]щая для калцого F ( б оптпrrацьцое значеl{ие

це.цевоI1 ]!ушttд.lц залаtи (I)-(4).'Для tлоделr кооперlип / яв-
.1яется вtrтrрстоl ;,1нкtщеil и

07 rpl = Yср), (7)

ую dr[ t,P) - субли!\решg{ал,л-tункшли r./ D то(ке Р .lл,
;iодели оФ,lена rlдкl-и.ч / будет BoпIyтoii, и, как легкол вш-

детъJ д,тя вытцrкпой Фу"ri,цл | = -/ будем пметь - 0!rР=
=Уrрl. Для простоты и едиhообразяя иэлФrения предстЪшlя-
ется цепесообразнtлщ l] IЕссп,дтриваемо[r случае для воптутой

:),Iп(ц,uI f ,lepe. d/ CPl обозна,ллть _ее супеIци,;l]lернiцал в

"оч{е р i считая по определеtм dlrpl=-drrPl. Тем са-
мцм равенство (?) будет шсетъ:\,lесто и для мсделл_обlлена. В

";с?;;.Iьтзт€ ],rс.цовr€ раts}iяр,есllости вектспа Р С 6' l,joJKHc за-
rli,сзть в в:.де , tП ,Р С d/ i1i
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Пусть /" CPl - эвц)оIця с tIpotEBoпoJIoEщi звапопr, т.е.
iшrЕIЕя, ощ)qделяоЕя лля Р t б О Рlпц,лоl h ср ) = с р, h-pl
п доопIЕделяешая до вепItерщостЕ ва lpalmle О . PaccMm-

Еml па @ {шmш0

Ff)= lrpl -/rpl ,

Jlпя rrодед обшепа ? вмеtся вшрrпоfi t!утпсrцеfi, олЕако дJц
юдолп ЕоопеIЕщ ато уте лппь разность дцпх вшуRщ Мк-
шfi с одвой п тоt le эффекмшrоil оdпастьп: dbrTzcll=dazф-o.

Црп .lщdом р (6О фв<wя ( шФерещтуеrв по .шбощ|
Еаш)ашонпD а , ше вцводщеW щш маJцп qдвЕгах пз О' ,

в л,и цроlзвЙвоЯ ?'(Р,9) , lсЕо,Iъ9уя пзвосlтут фрlоrлу
BEtпcJteExrI првзволвоfi по ваправдвЕпl} от вшryк.поf, й/тчtщш,
Еолуqаеш прqдсташlеЕпе

?'rр,/ , = чrой с 7, h Р- Tl. (в)

0тсцда, как летко шдеть, Gпqцrет, tпo соопхоl!"r"" tn Р" (
с l/ril акшЕалештЕо уqпошD: пр ;щбош Q=(?r9rr.,.,9)#q
?u 9i = 

^О 
, вшпопяеТся неравенСтэо Y'rp'ig).f?pi-g)r-O.

Тотсу Р- , мя котороi вцполпяется такое успоЕпе, естествея-
ноflаэцвать с та цп о н а рп оfi товоf, суtщ /

.Резппруя вцшехзлопеЕIоеi !юшо смзать, чво сцраЕqдлпва
TtsOPIltiA 2. С тацl оп арЕше т очкя фувк-

цпfi ?,д тольЕо oltx, задаDт рав-
вовеснЕо век?орц цеЕ шоделЕ.

Еc'ш воспоlьзоватъся соЕDпеЕЕцш! (fuЕ(щш, поJrгпм
двоfiствевlS аЕаJIог эк)го утвешеппя. Щусть /'- (уrоarш",
сопрпеЕная / . Пw атош есJIх / - воrтутая буЬзuя (т.е.
Iвсспвтрпкlется lrодепь обrева), то Et ощ)еделепп) сtптаом
/"=-(-/)*.

TDOPEltiA 3. Точкп ра вв ов ес п я мод елЕ,
п тольво онп, являDтся стацrо-
яарвцмI тоqкамп функцlх Y(Pl--=-r!?thря а бО .

ДОМЗАТВПЮТЮ. Пусть .Э'- ршоЕосЕая Totшa, ?.в.
hр\ d/ rp2 . Тц.вав 'Jl cp"l
,е = /n ро1 l о, 2,( R'_ , s,o у9:Iбщ9 пFtri??э*Жr'
эашсsiъ в о"л,е ИР'С //ztР')пf/6). эго озвЪчает. то
р'( al'rh p;l п //'с/z р) . н; 'l'ъl: И E_eal , "t(J

I4]
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yl р=.Р,(. Oтirеlтш, что в сЕJrу пзвестното своfiства эflтроппп

праваri qасть в атом перавенстве неотргцателшЕя прп Jmбцх

э,8 ( d п pBtla lтyJпo лпчь црЕ Q 
=,Р 

. Тет саtцпr, пока

'-o;t,r1 "i-, 
lM 61цем плеть p('prr')-prp/)>O. Ьлее

того,

y rpl*'l > у (р) Vp c Ф-'с p l").

Следоватшъво, текущая тоlца прц9сса, Р ' щпа S >l*/ 5гпе

не моrет попастъ в !lвопество ф-'(рk+|) , в Еоторм нах9-
дптся тоЕ€ Р( . Остаетс, уч".r", tпo средд мвоsеств Ф-'rрl ,

Р ( О - , пмеется лпшь Еопеqное lЕсло раэ.шtцrю( (ввrцу по-
лпэдральностц lfiшества доцустЕrlttп решевгfi з9д8tl}l, двоfiст-
веняоfi к транспорrхоfi задаче (I)-(4)). 0тспда п по,гучаем ко-
Hetпoc1b прцосса птерац!fi. Теореша ДОВаЗаВа.

Otreтшl, что пIп реалпзатlп рассшотренЕого rrетода lrotцo
на очередIом шаге прщесса для ршеryя трапспортноfi эqдач
(I)-(4) (пр фппtспровапЕоli Р - Р '*' ) воспоrБзоваться щю-
цедуроfi двоfiствешого метода воследователъвого уJrуЕпенпя. В
этоf, сцяш рассшоаЕЕl, еце qдiп liбтqд, освовашьй ша тоfi пе
Ерцsryре п поgвошпlеfi вцqщть соск)яЕхо раввовеспя Е шо-

даш коопершщп.
Щусть на очерелЕоl[ шще процесса Eall Езвеf)пrо некоторе

двоfiствшо-доryстЕшо€ баэпспое rпotocтBo J4 задат (I)-
(4). Это шоаестю опDqдеrяет с TotяocтlD до п(ютоffпого сла_
паеuого сок)цЕностъ ве,цtш (-Ц;), dCr , п оri,/rJ ,
llatФr, $о Цi g l/; обравуDт решеппе сЕстоrщ

U; * Ti= * се/ , Ci,7)C ,fii .,

Теr сщr отtозваtцо оцрQпешвтся Еавтор Pr t 6' :

Pj =еЧ7ý"о" i,J,
Рассюrрш гр Р - Р' .".пqц, уGлоцf, (Z)-(3), дtЕIол-

ппв оа трбовшеrr irl-a G,i)r.Qt . Поrлеппая сlстеша
Iшот qдIlсгвGЕпое рейевпе 7;; = #r'..Есп опо о[Gазалось Ее-
отчателъшl, то это оввачаj{, B:d Pre ФсрIl п, эваtцr,

Р" -.вrвовесввй вектор цов рде.щ. ф,п re ддя шевоюроl
пgBt,|o,i|o){ И1 ошазалось lii. ' о , то воleЕявш Е со-
оlЕ!сtвпп с пlвцлаш дэо[стtЁшого Iеlща поG[qдоDа?еlIЕопо
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lл.тучIпеЕIя муlу (а'оr 7") векоторfi парой t"'! 7 ) , ооryоr,
тяrош образош, llцoпecтBo Иlr, . Бпап пrевовать оппсав-
нцf, trроцесс "шетqцош сосрдвеfi веlшн". Докаrеш его схqдl-
iюстъ в rФедпоlтоrеЕпп двоfiствегшоfi Еевщ)оrцеЕвосlт зада!п
(I)-(4): д.ля лпбого двоfiствеlво-допусmго Iвшеппя tпcJlo пе-
равепств двойствепцой задаw, обIвцащсся на даЕвоll решеЕЕI в
равенства, не провосхош1 /n+rz-/ . Это ус.llовпе обеспеtп-
Iяет единствеЕЕостъ решеЕЕя задаlп (I)-(4) пвш .шбош р (а

IТOРtlrА 5. П рп вЕ полн евпЕ условп я
двоfi ствепной вевЕроIдеЕностп
задачп (I)_(4) шетод соседЕеt
вершЕЕн дае.т точку равЕовесЕя
для rrоделв Еооперацпп за коцеч_
НОе чЕсло lпагов.

Доказательстю этого утвещеЕпя такЕе осЕоваяо па стро-
lюм возрастаяпп в течеппо lIрцесса зЕачеlця Фу,дttщ Р . Пw-
ведеil тредЕFтольпо ЕекоторЕе пеобходшше в да.llъвеfuем
вспомогат€лыше свqдеппя оIвосптепъво ФуЕкщ И п отобра-
*еrп, @.

БУЛем говорть, tпo tпоf,ество ,fr_' I lJ вмется i -
Еакрr.Фri, еqли дtя кацдого i ( r чеryсто liнщecтBo

lцIlC;slt 3 J . 06ознаmr ч"р"" Yl совоryпЕость двоf,ст-
вепlо лЬryстrпсп базпсщ lGойеств тIввспортно! задат (I)-
(4) и п всевозмffilп z -пахрrвашщ _поrDоlоIеств. IЬцдоlry

ЛеУ, сопосташilrr*."r"о QСЛ) тех РСб :а
Ерп которцх с]дествует решевпе спсввlrв (2)-(4) y;i 

'r7 
rpl,

удовrlетворяl0lце е усJIошD

/ ; i - 0, {z', j) с ,9. (II)

i}ce лпmества Qr0l,-Эс#, 
".Ь""". 

Это следу9т пз
тогол, Iпо прп л1. 5, , 3r,Д ( tl , вцпо,tвrlsтся {Jc.Яr l '. iJ i ,ll" 1. П9этоW достатотtо убедятюя в веrцrстоге lпo-
пеств i/ r ,И l , пороцдаФfцх lпЕпiалъпцмп шшестваr@ Ез

'j, 
(" упоряtоченtlостп, поропдаеиоfi отношекпеш шtлочевпя с ).

,ъ',q такого ,Л [ Уу мво;ество I разбпэается Еа пqцшlс-
i".r* ,-;={triit;,.ilcOJ, а Pr.al состопт Ез еддвствен-
Hojt товЙ Р с кооDцдЕатаrш;

а

ra

,

*
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lo , есJI! ii 
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ry l:'" '0,ес,щ Ii=/
Яспо такrе, то 8 C,Bl, Ле9 , - оЙ"ор"льще мпоIества,, х.ГЬЁi {#, п'","ff,"':fiil"I:"rт?рэtrу;th
Посвоlьпу прп Еашtош Р 

( 6 траЕсtrорlвая"зqдача (I)-(4)
пше€т, ввцý уqловпт дво!ствевпоfi веrяроцдецЕостп, qшвствеп-

,} ное IЕпеЕп€, то паrцая Totlка Р ( О п!вЕаJцФЕт оtЕосп:
телъвоf, ЕдтJrтрешосtт r*" qд"Й 

", -*..n" ^?t,frl, Фt.?
Резпп;уя, шоlеш спаваri, *"о rвoaecтBa Qt,0l, fiС Х',

обрвзуrт поJIхэд)лIщое раgбпQвде с_ш,пекса 6
Ihлцое u. й*..r" 'QtЛt, ,9с у , яп,Iяется пекот_орЕц

уtlаствоtr_лпцеfuостп {щ ,! . ясао, lrтo ди эсехр({]?Лl
образ фс pl бутет ошш п т€ш ае lвotrecтBoli, которе цц

Фдеш обоз;авту j.C,h l . Пр этоr еоrп Я - Ьs""r,ое
iлlоtоство! то Ч ( t0) Te,IecEo в а!шшпоl, носп?еllе спмlц€цса
6 , " Э t0) - оrцЕоточQtпgе швоrество. Ясно, *о ". lr'. f, .,Гчует Е tЦl>_ЭtЛ). u*o тдбе пdЕа9атъ, tпо

rdorecTвa Еtб, 9 С tt , образуDт поппэдрашвоб IIазбпе-
нпе lЕffiесtм 6' .

Отrосптелъво фJ,ЕФш у,, '? ) = -/'сk g l, пороцдаеrrоfr r.qдеrБD
ЕоOперацщ, Еаш потреOуется щ)Е доIiазатеJIьствs теорФiц qпо-
душlее ЕредсташеЕIе, по.цFвIцоеся Ез ощ)еделевпя соцрЕоЕ-
воfi Фвщ:

уQ, ) - zz|,4 !-,р, hgr* / cplJ, (I2)
l // о(е 

t

Е riвHll0/т.l ,д""" доЁйается ддя всох р t ф:'сq.) . }то озва-
tвeтr tпо прп .шбош Лс У, _сшrкцiя tи "{ Е (fil "оr-
?Э"i,l,i,*-еп!z,r/)-.(7э,k21*/tрl,еоштопъвод€

t Веремся теЕерь к довавате[тчry lgорсtц 5. Лчстъ Л1(
t Ь -rазпспое lG_oEecTBo " lp^ J- Э' 4tё1). Пусть окiза-
лось ti.'i,rp') < О r i шш пефхолдr, псполцlуя процедупr

+ двоЁствейого riетода.пос.педоваqепъqою уJчlтltевпя, к базЕспо-
!ry мвбесгsу 

".-\i-r,=,!,Gi7!Jultrrk;",i")J , fik,, ( *,
п Toтte С"", f р"' j = L (ЛI*/ ) ..Ввпду уGrопя двоtст-
венвоfi ЕевЕроцдеявосtв буtrfl пЬть рд*'# pL . Ясво, ч?о

а..с



ппопество Л': Лr'ki,,/,'J= ýtn CIlrn д$п%пщдлеrlт со-
воклгшq9тп |t .^tассмотрш},r мпопестsо l/'= !/ <Ц'l_ =

;f,:g,'!:РiР,,|,ýw,з]]],rffi Er : ; fr,' . ;rь"
шя qшrкIЕп ya(9)=,:{a,hal r, / cal будем пшеть Р (Р") =

;У"{Ё2""i*!'fl,i/п,'уИii;,,;.:ж"т:Ёli'.lп"iо,"-
tY (Pt") > И r р') . Докахем сIIDаведJшвость Еос,лепЕего.
'О ' к"" *rr"йrо." вшпе, uноtе сrю, 

-Q ra), 3 С * , ясgr*""
г{асткщrп.мнеlностп Опllgщл/ л. Из Р*( !&t)п Pthot 

'С З (Лt../ с4е.ryет, tITo Еа э/лrЩ) 'qlупшrя 7 tPl' пrrеет

Й tfi-kptli bt, а Еа Q rЛil-,.)^- - оrriйво / ср)=

a:pffi!#i*|4 i :7?l р" 
n! n-,,;:fi"**" кбпстан_

,p, k pl-kpl"l,b "l" р е Q"r,fl1 ),_

с| р, k рl-hfli - д Ер р с {? r01 ) rl {? rap, ),

цIоД=АI-АI*п.
С другоfi спорпш,

t!,|. ,р, , о Ерп р С Q'с 01 ),

,'!t r|ol=o пш реQсQlпOСД1,,).
Учхпlвая, no !? r,9j3'r'-'Qrаrr, l = 0аl) павет раsiерность
п-2 , заклDчаош,тtоваб Jrсlrошя

^ 
1;.); {Р)<0

ср,!пр'-k7, 1*'),о
акЕцЕJIеятян. Теш саlлп,t

(р! Ь rl.- kп'" ) 7о. ,

I}H,iT",T "*жL{t :! Ё'! i r;, hЙ' iп,т,
поrryча€il,l

уо(f 
l') - porpl) = 

,(о, /ор'"- /npl)= л > о,

0

!a

}

что п требоаtосъ доЕаэатъ.
Tamr обрзоt,:, цF пероrOпе от f кl

р
ktСТРl!О ВОЗIПС-

*
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}

тает значеЕпе {rутпсЕп Р . Тж как атш тоtцп однозваtlно порfi-
даются dазпсtппш *on."T"arn lд о 31, , то коЕеqностъ
процесса следrет пз конеtцостп общего иc.lla базпснш( мнФкеств"
TeopelB домзана.

Jhя моделп обrепа (уЕtIцп / ц у JIвпяDтся строго вшцFt-
ллп. Поэтолry модепь обмева Erreeт едЕвственнуl0 тоqку IlaBBo-
веспя. которая dудет обшей Toтcoil мЕIпщла этпх iFJrпIfimfi. Сле-
доватепьЕо, дJrя оlцсканЕя равЕовеспя в }iодепп обшепа rroшo
воспоJlкtоватюя.mбоt процедуроЁ шпЕпмпзлDаI фуmсФ { п У .

В частвостп, пспоJIъзуя характер задаЕпя атп фуtпсщi, tliomo
строЕть коЕеlпце шотQдцl основапнче на пдеп субопtmшзащ
[О]. Прпвелем QдlIу пз такц trроцешр дIя lшппшзsrтrп фf,пrцщ

у-' Heqo*,o по,IJппть более ятное оппсашпе rшoпocтB ЭtЛl ,
яе Еспошзутщее повяIпе опtтrаJБЕого рJgе+я тI}аЕспортвоi за-
дап (I)-(4). Деfiствптепtшо, Еш pf У (Jб) rшolecтBo век-
Tolpob ?,t/= (цrr...r!z-, ltrr...l ?4L) ( W ( Р), как лвгко вцдеть,
фдет овrсrватtся сшстешоfi

чt= k с;r, - ъr7 t c;,ilc fi ;

цi= фrhc;7-z/;),trcJ

У:trй};Z*I!, 
ваrпlцпц euj, поtrзваеш мя ?=еdЕF

ц --Э , 6,il c,9 ill 7i п..
tJ,=opJ =!, ic/,
7, = ;.{; 7i '

Теш carml ддя !лФестп ! 1tll поryчаеш такое ошсаяtrе:

З tЛl=lgra"tfp! # = ;?, (i,/)(,ПJ
Вашо отъ:етпть, tпо Z r,Лl предсташяет собоf, пересечеЕЕе
некоторго мпогоц)аmого шrшества с ОО п леJшт в аф!шшоill
tлlогообразвшt ,Ч (Л), задаваеilохl сшстеrrой ливеftttц урввенй

*

-a.

,\1



Р, Р,

ф = t* t ti,/),r;,llc,0, (тз)

Оrшаr такае аф!шilrое rавогообра"ое /. c.Яl , перосоýепlо
которою с б 

"qд"Ь, 
аФфшцпlй восЕтеJIъ ,вого"р"*Й Q C0l .

Дпя атого Евqдеri tб Г(Jl) с мпшествоr, Be;шпIr V = '
=l/,2,..., m+пJ п шопеством .цут tta,rrz+7llCi,1)(g,J
Цусть 

' 
- Ешо коN,IЕоцевт связцостп этогс гIЕa!а, И., - iшо-

,е_ство вощ y'-i коlшопевпl свJIзЕосtп ,Ir-kV", Ц = l/c a
il fttпtilc ИJ. К"* несJо;по Еоказать, дш рс УФ) доlпяi
Rrrпо,IЕmюя cпcтeria .швейц урапепй

IP;-Z Лr, l=/r",,tr, (I4)
j(r, 'О ieIy

}та спстеlrа д оЕхсшвает lпогообразве L r3l
Переiдш теперъ к оlЕqаяпD трбуоlото а.ltrtоIЕпtа lлЕlпшза-

тпrп ц,лпцFд / . Пусть 01 С * п EaI Езвестпа HeKoгoIlаrI
точlФ ?*rIrOtJ. В мчестве lвчалъшоf, товl |' lKlEIo trрп-
нять пфпзво.ltшrуD Totпcy lз ОО , фршtуя цачаЬвое ,Ио сл.е-

д/Iщи обрзоtl:

.|J,=lti,iltt,Iliy ff= 7 ]
lhlея ,h1 , HaKoEli ToTry Р =," 

l 
'{ , JrдовлетворщrD

уровн"нпh (IЗ)-(I4), т.е. ,l< /.tfil l п Иifilп6. .Кл летко
lцдеть, tакая тоtп(а оЕределяется оЕоаваtцо: Еа Y-f, коlдь
венте связвостl ц}аф Гr,9l * pj , /'( rr, , оцре-
депf,rтся пз уlвввешf, (I3) с тоtцостъD до'постошrого шш-
теля, которfi ЕахоЕтся пз соотвЕгстЕщего урввпешя (I4).

ВОзшщlн дч сwtlая:
( i ) qk - zI j

,rr, trt ,, ,I . т
i "Й"" 

(i) др Р= ?l " 
,fl=Л1 оtsазЕвается соврствсй

спстеша услоrпfi (2), iЗ), (II) r riц оЕрqделяы !_.,= t!! cqll.
Рс.ш оlвза.пось, 'tто че I;; воотtlщатшtЕЕ, то |,'С ?c{Я1l -Ъ
п, следовате,tьпо, N^- тоФа раЕвов€спя шqдеrц. Рдlп re ова:

фо,"ir*"о !r.)- ,'о , ,Ь оо*"""" ар, = ,flo,tt;.,i.)J,
tl ,=q, g перqqдд| к слsщеlry maly.} в'"щв"" i #l'-"o""ooo,-To 

" 
nc Е с "0t ) . Топа.прч
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wя ql'/- z! .0r., = Дl , Ещqцлi R слгцD ( j). Еclп ro
,l/Э'rЛ1), tо пбйЬаеш ^|6)=qk+/ czI-rr) " 

ЕцqDш

l;к:;J!Rttп! c!tl', Ес,п Еr aтort лfoптврщl ока-

, #' ,#, y;t!r,fl1, ri,i,l/ 3t, (I5)

,о "рr-"**, 
'l"= 

2r/), Дlrr= ,fr1 u lr;,,1, l } п перехqдд|
к слел}тпеlry шаrу.

} ТDОРША6.Прп вцполвввlх условпя
двоlственпоf, повнроIденпостп
оЕвсапвцt шетод субоЕтпliЕзацrп
дает раввоввсцшfi Еектор цев шо-
делп обrrена за ковечвое qпсло
lllагов.

ДOЦЗАlЕ[ЮТЮ. Претде Есего покаiеш, tпo зпачевие (hЕпt-
щiп t'z па поспелователБЕостт точев Q 

4 ве возрстает. На

lаmecтBe Е t,91) Суrrкця lи в соответстЕпrя с црqдставде-
кпеш (J2), мп Jrre olrerlaJtocb, сошцдает cI@M Ур грl
Р ( 8 Cýtb YОрлlмя в тоr, !по ю!ша Z' Еляется тЪвоfi
irпвпryrв яi'М&l)Пб дм JDбо! lэ атв фymсцl. Пщ aTol
от"(,лпgпfirрrрfuо переf,пr r сп/Еошrп. F, c2l = Рр {|)+
r|n,h |j ' , кото;пrе ва б совtтадаDт с {шrшqшяа Урq). Фуж-
щп рr , в свOD очеIЕдь, явrя),lЕя полоптелыIо-одIорqдЕЕlй_
{шпtЙяЕ вулевоfi степ€вЕ, а пoтorry шоrцо_ заrщщть б ва R*'.

3а@tспруеш прохзвоrtЕЕуD тотry Р'Р"С !r.91) . ЗаlеЙ,
tпо ес.ш векогорая коопцщата Р/ тото f ращs ЕулD, то
ццпlсlпя 

'/P. 

(?/ моЕот@а Fl9,q; л r ! ясдо_, что в TotЦ3e lп-
mФrа |' этЬt Фппсчп па М Т,!р п Ri кооqцвата fi.Takle раЕа вуло. Суlая фпшшп Рr" ва подпростраяство

/i = О l погJrqаеш снова ifuTBщD того Ie т!r.tа, Ео в tтрострая-
стйе rrевцдеfi размеросп. Ьцду атого rromo оц)аяltптъся

1 рассшоrреlrдем лхшь сJцrчая Р" > О , что, Еап легпО вщеть,
шеqsт zK > о

!,lпшество М.t31l' f,fор*"r"шlяет собоf, KoNtп,IectФT
.1- - обепотqr точек S' ;' | - /r. .. , Т , каццая Е9 которъй опре-

ffiтЁd*Ёиr"о коlшоневтоfi связн(ю1I оIшсаlпого
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S;=z!, 1rп+7)(Vу, (16)
ol

,/ =о, (F*il/Vl. (I7)

Теперь ясно, qто Totlкa z' тогда п топько ToIEa ,Iвшrcтся
тоЕtоfi шm!Фfiа фшпtIлЕЕ Yp." , когд8 прпзводlая этоfi фуrrк-
Iцп по все!д натц)ав,Iенплл J' , l - /r., ., Т , обращается в тоЕсе
aI в Hollb. l|MeeM

зrюdй.еI1= 
-

Irя
i(J l

ri/z! I

l

{

пр,

l
Уштквая z бб ,поJIJFием

1I
ЕI

l
'j=

I
iZ

0Р7 rzll о!

т0s" i
2
dу

+lц
i( It

=-i?,"'i - 
?*"l = о,

uбо fi ,l с / r,Д1).
тамм обDазолl. Totвa ZI nr""r", товоfr ttшппхшша дJIII

фуrпrщfi Yr-, р( Qthtl, нашIо8еств" Мr,fr1)-П6.1еч
caмHlr. пЕш смецеппп пs q'р q^;'p з!ачеЕпе аяЕк флпщf,
не возрастает, а т8 выi qt'tr'|fr( z(Иl), то ато раЕпоспJIъво
неtsозраставпD значеЕпJI Фппtrш У . Пр э,тош, вцry строго.fi
шпryт.лостп СryrЕild Рр яа О , i с.ryчае q^"# ?* будет у (?r"),
< уr?') . Покдлем теперь, что тавоfi сlгучаfi Еепремевво реа-
лпзуется через Roвetпoe tцсло шагов, еqIп тоJIъко тецщая точ-
I€ прцесса yle пе яышется пскошоfi ToBoi шImФrа Фmсщ

у.' 
ПОспоltШtу пF ра.шзаltш слуtця ( ji ) wc.lTo алешевтов в

мЕойестве .Ц тоJIысо возрастает, то с.lгучаfi ( ii) подрщ
Moleт повпорпться лппь кФеtпое шсло раз. Поэтоr,у буаеш

счптать, пе ограЕхtшвая общоспл, tпо ддя пrепщейся точсл gA
реаJIхзовшся с.lryчай ( i ). Пустъ Ерп ре!енппп спстемш уташе-
шfi (2), (3), (II) о_вазЕlлоQь lt i_ < 9 , Е цпI пер9холпr п
й.оу*iw r"rт . Л,.,,= .а; |ё.!,;, l ) ","'= ?r . Отш-

}

I5r-

+

-=



шеш ншrрав,Iенпе, вед]rцее цэ Zl в_ Чl*'
Рассмотрlпtl чЫ; Гr Л1l о Г 1,91,,/ . .фф Г С.Л1,,) n*t-

tтается из траф l'r!Щ) fЬltmсенпелл щпт (zЪ rп*j") , в ре-
зультате чего компонепта связносm, содеIпацая эту дугу, раз-
деJIптся на две коrtlпоЕентш. Пусть речь пдет о первоЙ KomIoHeH-

, те свrIзЕостп ттаВ Г t "at) , содервщей вершtш i ( r7 п

1rп+ j l ч" i 
'J, 

i Прп иск.mчеЕrm.хwg !i., ýr/. )
ilяокества l// о Jt раэоб/ьптся на .l 1 , ,!1 п Jt , J_lrrgooT-

} ветствевно. llycTb i.( /| и, следователъЕо, бtJi' . Вш-
ду попоппте'IыIосm ); пв определеЕЕя z r следrет, что усло-
о"_ /, | { _ыrcчу, ,j. 'о, i(q . Внwс.шш mмшу F =

=rlr: ,i /r,4r 'i "rЧ," 
i!r7, 

ý С КОlfiIОНеВТбlШ:

| "l
,r:1 rrj, 7cJ|';l о, i/r,.

Лепtо вцдетъ, tпо,этот вектор и оItредеJIяетrЕалIввrIенпе, ве-
дцее пз zl в v"' . Деfiствптоlзно, J s; = О п,

знаlцт, Еапрашенпе s ве вцводдт пз ф&rшого носптелrI
спrдцекса @ . Коорпшtrта 8i точа |, соогветстцпх!ше
веЕпIшам t rTz t j .l ttаддоfi коDiпопеЕтц связностп траф
Г r flp, / , ф" сдвпге пз ? в вапрашlенш S менлгся с

сохраrrеЕшеш цlап!дпп пдlопорцrt, а это озЕаtIает, Iпо s нел
вцвQддт пз lV !btrr,/ . Проверш, что пIш цод(оддцем t=l>
>О това grt)=7l+ |, попадает ъ L ( 3t*, ) l длJI ч€го

достаточццш lIвJIrIется вшпоJIЕенпе усJIовпя

чZl,, 
ni,/l = .Z . л, .

Из этою уqповпя по,ryчаем

|=

-А; 
"

i

.}
,а,,;

,j (I8),
Z_,

i( J,
апэ

i5I



Luh = rДi л.L ?, "! 
,о

J
следуот l , О

, Tаrqlr обIвэоrr, поJryчеццое направtrоЕпе s Еqдот хз тоtцg

9*" = ,I в тоlпч |Iot . PaccrroTplr теп€рь вопрос о юа-
моппосtп полщтеJIъвого сдЕц[га в э1loпl Еащ)qвлеЕш в ц)едеJцх
шlошеGгва Z (,Ль, )

I(ацдая мра Grj)/ 3l,, порощlаот ЕеЕогоре ограЕIчеЕпе
ва веппшЕу qдвпm:

c;i - 
#о 

l (i,l)( ht,,. (I9)
?ittl = ,

Ясно, что огI}аяпtDппе, Еороцдаеш(в

чуч9шдr: с pocTol f велпtпца

';rt 
{i i:*-tПЦа 

to 2 ctl "р ,

, (ir, ,lo) , не явJIяется лп-
4; dl воэIвстает, пбо
Iiillc 31., зrбшает,

[fuстъ .lшптпщд! оRаваJIосъ оIрашчеше (I9), порщдае-
wе ti,j)-ci,,jr). iщ порfug в crlqmmlelry шаг]r, пошпая

*;iJ H:J' нд : I .",. Т, 
r: 

iTT, тж#нiо.",
lпо

%onr,:#, <;,lleЛ1.,, (2о)
Vj, V'

ъ*W:: i;y 
t i!,'; ;,l .= ;j;,ffi?Lа%:"fl гýl'

Теч сшGпr, осrЕ хЕ буЕеш оrпввдять9Е пIп пIпошеЕш otlвIвдo-
Iю шага п_роцосса от EcBctBa ftrC Х, I тоtцg q,l =
-qL'( lrВrl , то буtrfl шть сryчаf, (d),. пр 

"rqg'p"*"спбtеlry ураdошП (2), (il, (II) ЕF Р=q' l fi=Л1 ,
поцrЕш вепtппц ir;.. zil rQIl , ЕопоЁе fuт сошадать
с Bo.,пtmalr lij rq-\, ", т'.е. по{Ilваеrry фцш шть ;
!'ngi,|.'i,,i"tr:* 

- *ry."{ y";=;E?;tM Фц7

Тшсr обрвзош, сlцrащя, возшащдя ва шаге ( k+2) ,
ЕаrIао!ЁЕо !m l€ qщя, tlro бшла ва пм (I+t) , а по-
юry оцраЕпIеЕIе ва Едщ qдща, порщдашое пароfi

0

J.

*
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(i,, /,) , снова Ее яшяется лпriптппущli.
ЯсЕо, то ltlагп оIпсаЕного тЕпа с Еулевоfi велхчпцоfi сдвЕга

MoIyT повторпться лхщь конечное tцсло раз, вбо тек}щее !по-
,естю ,0, прц этош липь рашц)яется, а вшдr предпоJIоаенпя

двоfiствеЕноfi певБrроцденпост[ зqда;ш (I)-(4), .есJIх Щ - ба-
зпспое шно[ество, то црп hlrr= ИlХt(ё,, j, lJ не с}цестЕует
ЕаЁ ( i1, / ) , для KoTopoR Е{полlялось бы (20).

В рэультате по,пЕено, lrтo riецщr дву!rя последователышлш

реаJ[пздЕяl@ сJýrtцlя (i ) значевпе фртчпп / в текуцеfi тотсе
прцесса строго убчвает. 0дrлсо это значенпе в сщrчае (i) од-
ноэЕачцо опрqделяется MEoIecTBoil 31 . Тем саt/iшr, нЕ одпо пз
MBotecTB, Фryрлrпцп пIп реаJIf,зацип с.пучая (.i ), в даJьнеfi-
ШеМ встретЕтюя у;е не шщет, lПО П ШеЧеТ КОПеЧНОСТЬ ОбЩеГО

tцсла tlвюв процесса ввцду конеЕ{остп общего tцGла llнotecтB
3rfu .Теорешадоказаяа.

шIполняется неравепство

,pn-p1 hg'-h-2')>о.
Крапtо это lrollto запrсать 9 япл€:

( р'- р', h tPr p'l - k ф (р') > о,

ДЯ моде.ш офlепа будет шпоrпятюя аналогпЕое веравевство
протпвопопшlого зншса. Ilшшо это cBoficTBo отобраrrешя Ф ,
которе моrно ус.ловшо Еазвать логарlfiшческоfi шонотоlшостьц),
лешт в основ€ всех опхсаяпц шше постIюешfi, позво,ltщЕс
находть неподЕЕlЕе тоtпп таF.опо отобрвrепrя. Исподъзованное
rе своfiство по-теIпIЕальноств, состощее в саrществовапш такоfi

ryВщп /"' 8"* R' , лм BoTopof, tр ръ о внпашяется
j/cpl = k Фсрl t ) 4лrr?' , яв.пяется втоIш_чпlш, следJпшшrп Ез

л<iгiрпбшчесiоП Йв.iтоЕЕосlв отобраrеппя Р . Поато4, прпв€-
деннне вц[е рассшотренЕя обобцштся ia сJтучаfi проЕзвоltъвцх
кусоtпо-постоrпцlп отобрапевй спшлевса б в себя, оФrадаэ-
пFх своilствош логарш(!пчесвоfi lовоюlшосп п txаcпlнM сJryчsем
которц rlЕ,lя}гся отобршенпя, порцдаемце моделяtп оФлена

3. Некmорше обобщеrrпя

}iз вtпгlгltlтостп rl,уmщп. -/ , цороцд"емоfi _шодgтьп, коопррqш
спедrет, что пIя loo,M. |' , р'( О "'"i'?Vфi}ЪitriЪ

,l-
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тоянншмЕ отобраленпJIмп.
Лепtо видет", 

"rо'оrоОIвfiенпе 
F = ф-' попацает п пер-

вшfi пз оIисаяRьD( к,Iассоп плп во второй в завпсимооти ст того,
пороJцдается ф ,rдеп"о кооперацпи или модеJIью обплена. При

этом такпе отобраяения _Qшуд о_Фадетъ двутчи особенностя\,f,4:

I) шогогрнникl,t Q = f (U), а ( ё, покрнвают весь сиlt:l]-

лекс о (не пересекаясь по относителыtо пtгутрення}л Toтcall);
2) .lпнейнне (в прстрнстве Z ) rlrymслионаJш, запаurще

полпэдральнше !\тtо.тестпа i ( ё , пмеют специапьннй tил,: ,l(f)-
=h п - kPj. , (tлагодаря чеlry эти множества зФIаптся сис-
темсfi лднеfпщ( неравенств в l/ .

Рассмотренпе на си}.flлексе кусочно-постоянню( логариl!ми_
чески-монотонню( отобрrrкенлfr с воштся ц_ ff ссмотрен}тю lroнoтoн-
Ецх кусоtIIlо-постоянаю( отобрахенrй в f , относительно кото-
рцх авторм бц.llа доказана ю( потенIдаIьвость [Z]. использова-
нtле этого фкта и позволяет проводцть упошlянутше отобцения
оIшсанню( процедур поиска неподвпfiню( точек. Напщмер, ec.Bl

г - возрастапщее логаршФI\лilческп-irонотонное отобраленпе п

Г@О) с О" , то неподвппная точка такого о.то!рапенця мопет
бчть полрена процедурfi метода птераrпrй: Р"'ё f (Pr).

}
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