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ПЮеГРАШСТВА БА}lА]Цr rlOРO{IiАfflШЕ ВЫIUlOlШХИ

!l}lтвгрдll,Аtlи

А.Д. tlфФе

Введешпе

В рбоtе паучаеtся пласс В -прострпствr предOтавляDцlllх
собоil прrов обобщецпе прострашств 0рлrrча 1cr.[?J) п облаrв-
DOщlх шlогиI]! присJrшпIи последlш своRсlDаIt|. llепос рдствспншч
стlIул0I рlя пастояцего исследованпя бшло Iелацио пострOиlь
удOвлатворительнJD lеOршD двоЛс!веввости дда вшпуклшх Iцог(F
Iврцшх варlациовпнх з8ддчr подобшуп тоfi, что 0шла пос!роена в

[rr],[Э] дIя одноцерцых. Oкаашэаеtсяr что такпе sалдчt| удобно
рассIаrршвать пIенн0 D прOстранстЕах 0пшсшва€tlог0 пl|l0 тип8
(сч. [ 5]).

Вчосте с тецi rно капется, что пOсJiедlощее пздоlенпе пред-
сташяе! шавествшf, шетодическиf, шнтерес даIе дtя к;tасспческчfi
теоршп пространств OJtлича, которая очешь естоствешцо траfiтJ-
ется llб явшке teop]ltl сOпряIенннх вшпуклц:( функцt:fi.

В осшове привод{lдlх здесь доказательств леит резухьтатl| о
вшпуклOстп и изшериl.OстIлr поJlучеЕцше в пOслед}tее врешя.

Ilриведеr пt,обход{шJс с8еденшя. Пусть {F)-"rпу*лая функ-
l{llqi зsданная на локаr.l:ьпо в},lп.чкдоtl прострнстве Х ш пр}tни-
шаlOшдя аначенин пз RU {**J (ив деfiствltтельпоf, пряшоil с
прпсOединснной точgсfi + * ). Кножество

сrотrъ i={*, Х: |(х).-.1 .

П8ЭLlВаеТсЯ i,}ilci.Tl::tзi:ш шt{о},:естtsоlд функчlли |,
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Фувпчпя У шавшваетсs sахкrylо!, еслп она б (Х, Х*) - по-
лупопреFвва _свпау ва Х ( Х-- просtрашстDо, сопряlеЕЕоа с
Х, 6(хrХ) - топологЕя простоп схоллIосrп Еа алоIевтаz х*).

Пусть <тr.в')- кавовическая бплrвеilвая форша ва Х х Х*.
Фчвкцttя

|*(-) = alp {<z,x*)- /(-) rz.еХ}

пазнваоrся сопряrаввоfi к У . Сопряrепвая фунвция всогдд вц-
пуrла п О(Х*, !-эашзшута ва Х* . Всдп 

-l 
,"оrуr", ,о

{(-) = ({')*= = 91q {. -,*'>- /*(**) : z."е X*J .

Подробввfi с теорпеfi сопряIеЁЕшх ЕшпуклЁх фувпцшfi ltошо оsЕако-
Iчться по tlоногрфшш Ровафеллер [l0] Iдп Еа руссrоI яsшке
по обворноfi сrатье [5].

Пусть /Г, Z,,lD - простравсlво с конOчвой полоrшrельвоfi
шероfi.

опРЕлвпвниЕ. ФуЕGцttя |: Т, Rо* Рч{,*1Еа8цваоlся ворIаль-
Hшll вшпуклшц пнтегрантоI| еслп I ) почтш прш каIдоI t е Т
|t() -- |(L,,) вшпукла п заI8ву!а; 2) f пвrериша otнOctl-

телъшо с -ашебрш Z о оъ, пороIдовЕоil прошвведонхяцtt

ЕrА, гдо ЕеЕ, а Д - алоIев! с-шгеб[д П аор-
Iевских подlЕоIестЕ RП .

9KBrBa;leHTHoe усповf,е (аквчвалевтЕосlъ докааапа в [Э] в
случаеr вогда 7 -.прстравсtво Пебега в сшrcпо Рохttпва, и в
[II]-в общеr случае):

2') существуо? счотвое сеlоfiство l8IерrIцх оtобраrениfi
х-(.),Т* RО ( 

^= 
/,2,...) такпх, чtо xr/t)edоtтz|п uъ

Iectвa [х е R": .z = zi(t), i = 
,lr2,.../ плотпч в dorrz |.

почtI при всех t .
0тrетчл пе8оlорцо cBofi ства ЕорIдльвцх вшпувIшх пцtoграЕlоЕ

1сr. [II] 1:l) {(t,r(t)) !вIepIIa ддя всявоi пвrершrоil x(t) з

2) l-ft,ф = l[(ц) - норlальшfi вшпуклrri шпrегравl;
3) вслш Ъl {ftr*) удовло!воряоl условиD I определепия

I, 6)tлtd"оm.|1#/ лочtч прlвсох t (l!?t-Енутрвн-
ностъ), в) {(tr*) "вшерпrа 

лля всякого т е Rfu, rо / -
поршальчьй вшпуклшf, пЕtогравr.

Пусть / - ворrальнd внпувшrfi пнтеграпт. Для всявоf, шв_

rерпшоil х (t) полошI
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l J rP, *@) фu, {* (t,x,(t)) € L Il{-(,D = ]-fl 1'/ 
t ф , /'(t,х(t))ёL/>
(/* = rr"o,- r/, О)) .

Пусль L - вево!ороо просtравство l9Iорпшх отобрrепrД
Т - Ro. Скашr, чtо Фуввцпя .I7 шевilрочева ва L ,, есдв

lLIF{.D t < е хотв бв для одпоfi z(,)e/- . Просtранство
L шаэнва6!с8 равлоrrIЕI, есIш оЕо вIосlе с ваlдоfi ФуввщеЁ
z(ё) содорпт вое Фунвцдr впда ,(д (t)x(t), tдв /.. - ха-

рщ(tервсrпqесвая Фувrцrя цвоIосfва ЕеZ . Справодлива

ТЕОРЕШД.@окфеллер[tZ] l. Пустъ / -ворI8ль-
нцЦ вшпJкддi шЕtегранl, а L п /1-
лиЕоfiнше прострqвства ш8lrоршl|нх
о тоб paIo апП Т* Ro, дв оfi сrвевв8е
оlво.спIелЕво бrлuвеfiцоf, Форrш

<х(.), у(.), = l (.rc),y(t))dll,

(здесь (,,, ) - свшярЕоо пропзводевпо Е RО ).Есдч а) 14 в9вgроtдо.ва ,^9 L ,Il*ЕеЕцроrдеша ша Mi б) L п М содер-
Iat вс0 0rраЕпчOЕшЕ0 ш8I0ршцЕ0
Фrв8цппr !о 11 ,Ir суть ЕаапIно
оOпряIеЕвшо ЕнпJ8дчо ФуЕвцшп ва
L а l"| сооlветствепЕо, т.е.

I у (у() , s,? {<-(), у(.)> - Il FO): z(,). LJ;

I1Pr.)) = rq{<.(.), у(.)r- Itr'Qr.): ?(.)е М.

В цастояцеil работе рассшtрrваDl!ся, глвЕЕшll образоl, сиь
цотршчвне нор!rальные вшпукJIше пЕтеграIlпJ| т.е. удовлетвirряD.
щпе дOполнителъншц условttяIз /(t,.) = {(t,- э=), {(t, 0) =- 0 .
(0човшдвоl своfiство сиtшетричЕосtll пвварпантно отвOсительно
преобрзованпя сопряЕеппя, п ваrдil спIlе?ршtlпнfi ворhальншfi
вtlпуклай ,нтегрант неотрицателев). С вацдоfi TaKof, функчшеil
свяэано tleiioтopoe 6-пространство L 1 изIэршЕJх 0тобра-
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IепиR Т,-RО. ПросrеПшпчл пр}rшераrrп таких просlрансlв {луtаt
пространства oрлtlча, а TaKIe прOстранств,0 L - l L, Прост-
ранстаа L 1 ЕЕод.rся в ý I, таll Iо ltаучаDтся пх прсстейшие
cBof,cTBa.

"ýý 2 - 4 св;:заtш, главЕъ:I обпаэоIr с изучеЕиеш прострцнuтs
Д? , сопряIспlдх с L l. Лпнеfiнче Функцtлональ ша L а раs-
лагаD!ся в оJlцу афолптяо ввпрервноП п сшЕtулярвоfi составля-
оiчих. Сrшгулярпче функцпоналш ft L/ lrsучаDтся в ý 2. 3 ý 5
рассlатршвается подlросlранство L 1, об9"эозанвое оlр8нччOн-
ншшl ФушкцпяIи)}t сlрIтся его сопрfiхенное. Наrошецl в ý 0

рассl.атршваgtся специаJIънцil класо спнгуляршшх Фушtцltова.ltов -
lак назtJваецше Пвполне сишгулярншо функцпошашП, псчO8аDщие

lta/ ограниченншх фушсцдях, и асслодlоtся сlруlýура простренств
L1
В S} 5 пауqаотся функцпш видв IчFО) Fю / - нор-

llальншй ввпуклшfi шштегравт).

ý I. Простршства L /

ilTaK, пусть /:Т, ВО_. R u (*.э-/ - сttшIеlрччшцИ Еоtl-
шqльшлf, вшпукзlнй шптогрант.

Лолотшш

Фs= daaz I4={x(t): x(t) изшериIа ,I1ftЧ).*l.
0ПРПДЕ.'lЕН!l}, T.I. L / = L l (Т, Е, р) = !, mФ{ .

l'lоскоllъtlу Ф1 - вцпуклов централъво сi{Irвтрl|чцoe IHoIeGт-
в0, Д7 состоит ив всех Функцп!l , пропOрциOнiillьншх элвllвпт8l
фl *). Легко вшдеtь, что Lp - лппаtпов пространство.

OПРlЛllJlЕНИЕ I.З. CKaleц, что / удовдетворяет
а) условиш (А), еслп для шекоtороtо € > О ш всякого -еРО
lx! . с ( t.t- врtлпдов8 ворв) {(t,*) сушлруеша чаf,'
б) условиll (В), есло {(tr*) сушпруош для л!Oого

(t.е. Ф 1 содерпт всо постоянншо).

ПPtЦJ[0l8HltEI.I. Е с л и / у до в л е т в о ря е !
JсловпD (Д), то для некOтOрого

!a) lШ отоIдоствляеш фувкцши, oтлllчаDlщ(еся Еа IнOlосlвах ву_' левоfi чер.

5о

зt



tro всяЕап шэllорпIая Фупшцпях():
i'*Rb, прш,ниrlапщая эЕа,lеншя l8

шара радпуса 8l прпнадлеIпт IЕо-
I0cTBy

В1= {zРrф/, Ц(qО)</J.
ДОllА3дТЦПЮТВ0. Пусtь =7, --,rzn_.J - набор точвк в R',

удовлеtворяDцtlх слелур0llш двуI услODllяI:
а) z1(t)=хiеФs i L=/r.,.,п,/;
6) вЕпуклм оболочша точOп Z/r.., ,ъr.,t_ сOдOрIпт цоlзо-

торfr вар с цеп!роr. в нулв. Пусть z > О-раддус а!ог0 шара.

Подоrпr
Y..(t) = hl*z{1 { t,*-) : L= l,.,.,ft*/}.

0совшдп0l Y*(t) t 0 прп o<+ 0. Поэтоцу

роло о<.о>О, Iy.,(t)drr"</ . Полагая t
чаеr трбуеrое.

аШВЧДl}tВ. Ашалогшчвое рассýцденпе дOfiаашваоlr чt0 прп

ЕнполнJншп условпя (В) Ф s содерш! всо огравшqенвlе 18це-

рutшо фушкltttш.

IElmI.I. Еслr { \ /'удовл€тЕоряп!
услоsпр (А), to L1 п L/'цаходя!ся
в дЕоlствешЕосri относштелъЕ0
били веfi Hofi ФOрrg 1z(,),|(,), .

докАздтвльство. п.чсть qOе L/ , ц() е Ll, . Тоца
*ах(,)е9| , tАtUrФ/. шri невоЪорх 2>О , F>О.

Согласво Bepaвoнctвy 0вга4оiхеля п ll8-8a спIIеtр[п Чl ,
(t еzlа, p{t)) < /(t,nz7d)+ /'(t,FtG),

t!. о.

l . -о,у(.)r 1, h k,rD t Ir}зцr,D 
.

4/э

т'

для цеffOтo-

=c4oLl ПOЛУ-

пOло-Ншсовец, еслш
шtельшоП шер
фунпцпя

т, (l) - z,"(t) l О ва IBoIecTEo
(*r() , Ll , lo дlя некЙорого

5|
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y(t) =

JlпццА I.2.
Dlпе в
tl 0вЕце
эt0I

t ./t) - ,"(t)(х,(с) - xr(t))

0

t еТ' ,

teT'
)

) )
содорпrся ь Ф l, l < а!(.) -х"(.), у(.), 7 О . trошд
дOкаааЕа.

Тшспr обраоu, (Lx, Itr) 
" 

(Ly, I1) удовIоtDоряDl ус_
rовхяI tвороlц РошФаллефrtr следова!елЪЙо, Is ч flr суъ
EBaшIEo сопряrоЕшцо Ецпувше Фвкщаш ва L / " L/* iоомеt-
стЕеЕв0.

OlРвДвtrЕншЕ I.3. д -Фувкцrеt ч будеr Еазцва?ь сrIIетрпч-
BHfi ворltальнd вшпувrrd чЕtеграв! { r удOвлвтворяэцпfi уоль
впп (А) вr'осто " /r . '

В ддльпеiпоI, осш воl споцпальЕцх оговорr, шl продпола-
г8еIrчrо /-Д фуЕrцдя.

Полопr

Sl = Bi, = {*(L): х (il пвшерпша, /< х(), yO>l< / Vy}, aj.
XBorectBл бl , ý|rпоглоца-

LP r 88IsЕу?ше_ l 'о.rраЕп-
в lополо tппВ(Ll,Lr). Прr

,S4, Dа c2,S/. (I.I)

зlшЕll^цив. Это ввлпчешrе есть частшьй случаl дOrаssяЕого
topo tSl сооtшопоhшя

F, |k) "*J'c 
n'l { у : /Ъ).*} с 2 {х: /1z1 < uJi

ДОКДЗАТЕllЬСТВО. Д1_ gоглошвDцво по опродоJIеЕпD. То rB
саIоо оlЕосп!ся в б |i , поэтоlry его пФIяр8 lS 1 огравпчв-
ва. Ддсее, бу sаIЕцуrо в сIIу Еореш Ровафеллера, а ýl-
ваff пOляр8.

0стальше утверIдеЕпя сrедупl пв (I.I).
Прпведеш доксз8телъсtво эlого сооrЕошения. Правое вклпче-

впе в (I.I) тршвпалъноз ослл х/.,| с Dl l to

|. q(), !(.) >| з Itr kO - I {- (?0)* е
для всох y(.,l е ЬУ .
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Докавr пево€ !rдDчовrо. Пуtоть z.(,) еýр . Тогдв

I l Gr.l) = пъаа (я4{. - (), у(), - Itr- 00, у0 е 81-},

цо {<z.(), у(.), - Iy (уО): yOe67'D.

Тал кац Iy>- 0 , х(! € Sl r т0

&r{.а(.),у(.)>- Itr,QU: у(.). Ц'J, /.

С другоfi cтopoвtl, второil sap ЕепопOп!еIов. В са-
Iоц доле| пустъ < х(.),ц(.)>- IrfuO) >о для ве8о!орого
ц() ё D1* (t,е. / < Ii-lц1.2) <'*i ). Полошr У(4 =О= 

< x(),ry(.)>-Itr,'&ir.D , Эrа фунппuя вогцуlа по & ,
прltilоI У(О)= О, yril> о , 1.o. v(a) > о прв Есех
0<"<<f . С другоfi с?ороЕцl прп вово!орш &o1l ,
IY (<"!0)= l_ ; to€. .<,.у(,) . Bl* . Поаtоlу
оLо|zх()rtло>/-<{и, спедоваtольЕо, уr4< о . Iш пршплп к пр-
!пЕорочшD.

Штав, /; (-(.)) < l 1 t.0. z() е Ор . Iteшla доказава.
Такшr обрвво\ В| з ,\ суть огфвпчевцшо бочкп. По-

а!оIJ овп пороцдаD! ворш Е L{ , обоашачаоше в дальше!шеl
ll'll 61 п ll ,ll ц cootвelcrвeвEo.

В сплу (I.I) обе воршl эввrваrlешlЕш, l.е. пороtдаiЕ од!у и
lу 18 топодогцп. В болыlнстве слу,lаез в дальшеfiшеr ш будош

поIьаоваtъся первой ворlоfi п ппсаlь Electo ll ,ll ц прсrо
11.1l

0боаначшr чера Lr (сооtветствr"во ДL ) прстрашство
сушшруешх (соо?веlстэепво lЕIерtrшlх огр8шшчешнпх) фувкцпfi
r- R' с обшсвоfi ворlоfi.

ПРЦДЛОlЕtrll,|ЕI.2. а) LtcLr ш воprшроDаЕ-
ная tопологDtя Ll спльнее топол0-
гип Lr ; б) LЪ.Lt п ЕорIlлроваЕ-
вая топология Ll слабее tOпоJt0-
гпп Ln*

ДОКАЗАТВ[ЬСТВО. а) Пусть / , О lаftOBo, цg G = [yQe L!.:
lltG)l 4l по,lтш веаде } с 6; (пршtоrвнrе I.I). Тогдд

llzОlls{ suр{<z(),?()>, уОс ау}> я.tр{<х(), у(.)>: yOeGJ =Н)Ь

a
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б) естъ просlо перфорryлrровка предлOrешпя I.1.
ЗЩЕЦНt{Е. Позrо (слелствrо 2 к теорше 5.I) будет пока-

эаЕо. что д.llя лпбоfi пар Д -qyHBlrrЛ l, п У" выполня€т-
ся Lд с L|, lогда п tоIьЕо тогдаr когда топоJlоtuя L1,
сшльнее !опоJlогшп !- |z ,

TEOPEIIAI.I. ПросrрапсlЕо L1 полно в
н орlr}r рэванноfi топологпи.

ДОКАЗАТЕПЬСТВО (ор. [?J). Пусть [z^OJ- последозателър
шосtъ Еошш э Lt . Тdгда [z^()J- поолелова!ельшость
Ковп в Lr , i.o. Z*(.)* х(.) в L|. Uопrо Gчllt8Iь; 8ц-
бшраяrослп щ/шOrпOр(OдlцуD пOдlOслвдOЕаtельЕOсlьr qtо
zr* (t) * z (t)' почlп всDлý/.

Пустъ с > о а fue ,аlзовш, чtо ||.хл()- z,о.рО//6f <€

при /..' 2z lтLб 1 р, О ; rоглв l7(tk^r.l-z**p(.)) < /.
Тал как { , О п 1l?п У (t, z,*rc)) >- {tr.(t)) почllt
во8до, то по лоше Фатзl

ц (IЕ!+-а) , fu_ц (.^r,l:^-Щ)..t.
Р-ф'l

0тсшда сле.(уеlr во-первцх, что х,rъ(.)- х(.) е L| 1 !.€.
х.(,) е Lp , а, во-вторшх, чrо пFl /lq,nr|-q(.)/l<€
прп пъ>zщt !.о. аrтъU схомtся R .z(.) . Teopola дь
каЕана.

прицЕftl.
I. Пустъ ra = ,/., (

/(r,4= ] 
0 , еСЛП 1-1</,

L - r еслл 1-1 ,/.
llBorecTBo 0р обрзовано всеши изшерпшшши ф/hкчияtlи, пе
Еревосходящишl по llодlлD един}lцý почти прп всех L . Поато-
Iу L Р содерrrт все существепшо огранпченпше функции и

lолько l|x. Bcttu z.(.) е /-1 r т0

lц0llц= ц {<€ R, Ц!е Dj=,na,i ry {/- (t)l: teTJ,

t.е. Lp = Loo
Далое, {'({,r) =l-|, I{* (у(.)) =Jlу(Цl фчl

,4
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tooc Lr =L,
Надовецr

ý1 =[х(.)с L *, 1 х(-),у(.), < f V уOе Ь4}=Ь+.

2. Пустъ ri = / п / (|r,-) 
,i, 

О -функчrя, т.е.

/{t,-1=J pft) dз ,

где рР)
lд оФ

l1,1161
сlDвпЕ0.

- llоноtOцндя ф5tвкцпя, стреrящдяся в ЕJлD прl !+Q
пw !* оо . ТогдЕ L 1 есть просlревство 0рхча, а
l l|,|l51 cylb ворш Jtшсеrбурга r 0рпча сооlв0l-

ý 2. Спвгулярше функцшовалш

Пусъ l"| раэлопltrое зашrвутое подIросlрашство L r .

0lРГЛЕrlЕНХЕ 2.I. Дпнеfiшrй вепрврввrf, ФJшtцповал -/ , за-
даншrf, ва Р/ , вааЕвается спвгушрццI, если дtя лDбого С > О

существуеt IHoIecTBo Go (,,/) е / с lepofi, ше больше!t с,
ТШ(Ое, ЧТ0 < Ц(,), tr ) = 0 ддя веявоf, х(,) e/Y, рзвой
ЕупD на G, &)

CereficTBo IвоIоств {СrU)J ш бупеr вавцвать опреде-
ляпп!лI для функцион8лs 1 .

зАllЕчАJlлЕ. В эгоц опредвловltш Uolвo счита!ь, что. Gr"(l)c
с Gr,11) еслш €t . €z,

Для всякого лшнеfiвого Еепрощввого Функltuовала па М по-
лOшI

лFлllА 2.I.
лOrишOе

t |- 0) = sа,о {< - (.), r/, - I1 k{.) : z(.), ИJ ;

l1ll'= ll ЦЁ, = rq {. xr),,! > : z (,) с И П \J;
llltl{r= яlrо {<x()r,l>: z(.)е П П *i.

Есш И = L4 , то пшдеrс Д Еверry будет опускаtъся.

Пустъ И -8aIKByToe ра3-
подпросtраЕство Lp l./,
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Ii r,t) = [1l'= tt,tttlr. = s,rр {.-(),,t >: .х(.)еИ/?я.trJ.

ДOкА3АтЕпщтВ0. Полоrс.rt

а (l) = п.р{< x(.),J> - ! 1 kO) : х(.)е П Л fu}.
[lоскольку I/ ,, 0 , то

,ч {.x(.),,l,: х(.)е М пФlJ,, fi,,|) ,_ -rl).

Локаrеш, что на calloш деле в последпец соотношенип пцеет
tесtо точное [ввенство. Пусть -. (,) ,- Pl rlЧ1 тщ(ова| что

< z"(.),.l- > >- *tц {r=r),-l > :,х(,) е И ПарJ, с.

Поскольку / (t, q.. (D) сухшируешаt то !lш loxeI Jказать та-
кое /rО', чтодлявсяког0 ЕеZ, ?LЕ,d'

t trlt,-"1t1 dц.L = I 1 
(/ с ..() < €.

Е

Поэтсчу есди л/ (t) - lсп)(L) z" (t) l то 11/,,())< с 
>

lt так как Ц раэлоl[иlо, т: zt(УеlЧ п 04 . Следовательво,

a(rt)r- <zt(),l, - I4 Pt0)> <-r(.)r17 -€ =

= (-то (.)rrL, - е >- *l,q {< x(),,l> : z1.)e ИrlяyJ - 2а

сингулярнзfi Фуflкцllонал па Ц
Тогда

и, значит. из_эа произвOльнOстrt

o/i)= нry t<z.(Jtl>: х(.)с Иrlar1,
Из доказанного следJет! в частпости, что дlя любого с>о

а (1) = *р {, x(.),1 r, rl). /ul, I l k r.)) < cJ,
илиi так как [x7leL1 :11PlJ)<cJc(/,Q!s,

a(,l)=tup [r*0,1>: х(,)е И п ф il (t,с) ýs J.
откJдаr n3-3a пепрершвностш 1 п лешшш I.2, вштекает

5е
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q-ft) -- ttq { < xO,J > z z.() е Иtt Ф п SlJ =

=,.1,1p {. z(),i >: х() . И 0 tlJ .

Jletцa доказава"
Пусть б еЕ а lc М* . 0грвпченпе" l Еа G шJ бу-

деI Еаэнвать ливеПнrfi Фувкциовал lc на Н , деltсте.уошr.rfi по

форlуле

<z(),1оr=. /crO,J/>.
0чевшддо,, 1с вепр€Ёвев п lllcIM < llrltlM

опРвдЕllЕн1,1Е 2.2. Пусть l - синlупярннfi функшпонал аа И ,
CKaloI, сто лпшеfiнЕй Фувкцпонад iB М* вsапцно с}tагупя-
роЕс 1r есriи

h,x()"lnrrr, > = О V х(,) е П,

ТВOРЕНА2.2. Пусть
ФункцпOв8Il на lu|
сltвгулярен с l

R

-сингулярныfi
Если V взапtlпо

т0
(2.I )

(2.2)

1

Ii, ц,,| - !|, U) t I !, 1v1

llt" V//'= llr| /l" * 1l'll 
м.

дOIцаАтЕпьстВ0. По лешце 2.i

q

r i, Ц * У) = я1 { < x(.),.l, *,J > - I7ft0, z()€,Чп9{J <

\< ,11f {<q(.),ч, - I | (- (-),): х()е РlПЧlj *

+ ,1.1p {. .о,1> - 11 /ж(.l): х ()е |,|оя j= ti!* Ii, ft)
С лругоfi стOрOнш,

ri!7,i-U)> яf {..(),V> - Iу(х()):х(.)еИПОрJ +

* 
"r4 {.-r,),i> : z(.) е 14ПФ1l = Ii, о - ti. l,t) .
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Поэтоlry есдп Is,(l)= - (lI{(1)|.- всплуIеIшl
I.2), lo (2.I) верво.

[lсть_ . Iу Q) 1ф . Тогдд лля лобого G е Т , Is* (,lu)<

-<I7* (V)<e . деf,ствштеtrьво,

I;*(vc)= н/lD {r*(.), убl> - I1ftr.): х(.)е ИЛаr1=

< ч [..(),vч, - Il (/с .()) : z,/.) е Н rl чрJ =

= ry [rrО,У, - I/ (.r ) : а(.) е l"l Л9l;z(l)=Q te G}<

< п,р{<-(),| > - I1 @о) : z(.)е П rlяцJ = Itr- б).

Пустъ J rO прош8вольно. Вшбореч Фуrrкцич zr()с П ПЧtr
тапиr обрвоI, чtобш

ti-{V* <х,(.),у) - Ilft,Q)*!. G.э)

Пустьrдалее2 ха()еМ 0Фр таков8, ,ITo

. ," (.),1,!n,{;i!"!i'r? rn -r. (2.4)

Тогда, дJIя всякого Gс а)
<lcra)zo(),)> _ .zа('),l, ,_ ry,p-t. (2.5)

Вшбереr lеперь € > О Еастодько lвлцIr чтOбц вшпOлвялись не-

раэOнстза

l. /c,rt) xi 0 | >l = l. xi(), Vq.p/1 ,l< J 1t = /,z)

(э!о вовIош0 }tз-88 слабоfi в8апшIоП сшнгулярЕостш v

ш пOлOIпI
.х.(t) =,l7.,6,ш G) х, (t) * /6711 (l) ,r?0.

(2.6 )

"/),

Тогда, Rспольауя (2.э) - (2.6), получаеI

Ii, P,,l),- <xQ,,/*,l> - I1F() =

= <zr(), Urtc., *<zе(), V6.>*< -.(.),l> - r1(/T_qr-/.)) -

- Il0o,zr(.)) 2 <zt(),,l>- I1k,())*<zr()-чO,rr-Urч *

,8
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* ( {l (),.l > - l7 Gc, Т.r0) >.

>- It, о - Ii, ц) - €/,
оtsудв с следtвт (2.I).

Ддя довазаtельсtва (2.2) pacclotpul ФJцлцlр i,(,). /'lП91
taвyDr чtо |!ar01<l , <i1()r,)> r. lvIП- / . Пусtьrдалее,
о <& < / тадово, что

*. Е,(.)rч > ,. lчlН - 2t, (2.?)

Тоглдl
,|- Ц(*а,(.)) =q>o.

Вшбереr, ддлов, аа() е М llФ 1 i удовлеtворяDцуD sераЕеш-
crBaI

.a.(.),l, ,. ll//"-e , Ц (аr(.))*й

ш qчсл0 е >о сlOлъ ц8Jt00, чt0

l1,1q"1| . J. (2.s)
Полошr

а (ё) =1 lT_c,(t) а|(t) * {сс(t)zr(t).

Тогдд, I*(aP)<f 1т.о. ||aЧl 1l п,ЕGшлJ
(2.?) - (2.8),

!|l,+V||M2- <ar),.,/*v > =a-lil,y7t'c> *<f'а()ruо., *

+ <E2(),l> = * < at (),,l > + 1i.( ) -1 (.),!6r> +

* <ir(.),1> >.||.l||H t t|tlП- 4J,
!.оо9 в схлу прохаволъвос!! t , [l+vtlП > tllt|il* tlvl|P.
0братное вораDоЕсдво очовплЕо. Teopra док8эаЕа.

ý 3. Просtрвстэ. Et " Е;

Пусть Х ссlь б -просtравс!во, а Xl а Х"-.ого под-
просtраЕс!ва. Iц ппшоr Х=Хlе Х" l оGлш Xt ч XL вsIп-
ву!U п каrш! шеIеп, х е Х вддшсtвенвЕr обравоr представля-
оtсяввIдо.т=т7+х4 r ГД0 zrcX;
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0боашачшr черов Е{ 8яlrNканпе , Ll IHoIecTBa огравичен-
Ецх ФуЕtцпf,, а чере9 Д совокупностъ с}lвгJлярншх фушкцпона-
лов ва Е1

TBOPEIIA Э.I. Ei =!.r- е Д .

ДOiИЗдТВПЬсТВО. Пусть .[ - влоrевпо Lon s El . Cor-

ласЕо предlоrешшп I.2, / - непрершвное otoopaleнner если

LЪ ' Еr РаССштрпваDТСя в нОРцирОванЕШхтополог]lях.

Пустъ r/е Ei . Полоrur y=J''T. Тогдд У-шепрршвншfi

лшвейншf, функцlлонал ва LL . По шорече Шrбовшцltого и Iпдь
tина [е] существJхl, одно8на,lво определонЕше ч(,). Li ш

сшвгуляршrfi Фунлциовал Y7 ца LL такие, чiо <<(),ч > =

- <.z(,), ?(.)> + < z(,)r,lt > для всяЕоfi х(,). е LL.*)
Покаlец, ,чtо ч(,) е L** . Посколъку / '- 0 , то для лпбоfi

Фувкциш zO € L7 ввполЕяеlся lz(,)/l= /lz()//а/ >- l/хоz()ll
вавово бч нп бшло G еЕ . Пусть G, ('l,) - определяDщЕя сис-

?elв Iноlrесlв для У7 , !ЛЯ z(,) С Е1 пОлоIшц z, (t) =

= lт,,G, ft) х (t) . Тогда дlя лпбоi огранltчепвоП х (l) l
лпбого с > о

llhl llz(.)l| > lltllz,(.)ll > l<*, (.),,/ >l =

= |<xr(.),ur' =/r!u,,, (.k), уlЦ) drl,
0lкудд сдедlеrr чl0

l! FH,yft)) llcl = l<z(), {(.),l< l///|zO//.
В сшлу lеореrш Рокафеллера для пDбого а > О

Iy (оу())= s+7{<z(.), о,у(.)>- Isk0):x(.), L"*J.
Пусть а *|lll'|. Тогдд

*) В [2] этоt реаJльтаt докаааш мя tъ= /,
впдвцI обравоr (поскольку Lоп=R^Ф L - )
случаi пропзвольвого rL

0Дtак0 0П 0Чо-
перенOс]ltся ца

бо



Iy (ay())<rup Illrr,ltt-11PQ):z(,)e LLJ =

= ячо {|/т(,)//- I7PO): х(,)е LL П 0tJ -. / ,
поскодьку IlF0) > llqOll прп l/ц(.)// >/ (cr. доказа-
тольство леrЬ I.21, что п требоваJIосъ.

0пределшш, Е8конOцr Фувкцшонш ,l1 форцулоfi

< q. (), ll > = , z(),l > - <,х.(,), уР,
! покаIеI| чlо оц сингудярец. В саrоr додеi пусlь qO е LЪ
n T(t)=P ва Hegolopol Gr(,l). Тогдд <х(.),lr>=<z(),лЦ>=О,
t.€. l| псчозаоt Еа всех ограшlчеввцх иацериIшх Функцшях,
рsвЕцх шулD ша EeKoTopoI G, (v) . Еслп !оперь z(t) е Е 1
пропзвольttая фуцкция, раЕвая ЕудD ца G€ , п ,[z-(L)J-пь
сдедовАтельпость ограншчевЕцх фувкчшf,, сцльЕо сходяцдяся в
x(t) ' F{ , тО lcc (у) zй (L) сходtтся сильно к
z(t) ш,9начlrтr

<z(.),"l, > = fu_ < Xcr{v)z,n (),l1 >= О.

Для ааверенпя доЕа8аlедьства пaI остаJIосъ проверпrь, что
Lr ш Л sашсцуrц в lопологиях, швд/цируеllЕхЕ Htlxcl|лb-

воil топологиеf, Е; .
Пусть l л, пос ie ловательЕос ть,спЕгуля рннх ф;l ttкцlt оналов,

спльно сходяslаяся к пекоtороцу 1с Ei . Полошr

G, (/) = Е, Gfu (/,*) .

Тогдвr очевидно, у6r(/) <е, п

<z(,),,/ > = kп, < q().,/.^, = О- ,i, ПL_ *

для всякоfi т(.)еЕ1 , равшоf, ЕулD на GчrD 1 т.0. ,{.Д
Соответствупщпfi реаульtаt да Ly Ештекаоl иs следrDщего

утверtденпя.
ПРЕЛЛOIВниЕ 5.I (ср. [?]., стр. IФ). П у с т ъ y(.).L/,.

Тогда
,ц?{, хО, !r/>: z(,) е Е4 rt 0о}= rч{<*(), y/)>,zOealJ

I
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(т.е. топологttя, пндуцпрJеIая, L{*
сtlлъноfi lопологшеf, Е;, совпsда-
ет с HopllllpoBaBBoil топологlеПLу1.

ДQ]Ш3АТВПЬСТВ0. Еслr € (.) е bl taкoEar чlо

<i(),//)> .. r"? {.z(,),?(,)> | q(,)е BlJ-r,
то дJlя достаточно большого N > О

1.х,у(,), у(,) r, <z(,), N() > - е,

tде zlvG)=lcnft)z,(t), Gl={L: |xG)l< N} . Но

ху ({) е Е 7 а х,,/ (t) е ф . Докаваtелъство аакончено.

ПРЕЛJlOДЕНИЕ3.2. Вс л п { у до Ел еt в о ря е т
усдовпr, (6), lо Е1 сФ1

ДOКДаАТШЬСТВ0 дословно повlоряот докаааlедьство форrулш
io.t Е [?], стр. 98.

ТЕОРЕf,Д3.2. Еi=Ьr lогда и только
тогда, когпа / удовлетворяе! ус-
ловлtD ( 

' 
).

ДОкА3АТЕПЬСТВО. Пустъ l Jдовл€tворяет условt|D ( 6 ).
Для довавательства равенства Е7 = Ly HaI достаточЕо првв-
pt{Tbr что па Е1 не существует вевулевшх сивгулярнцх Фуш(цtlо-
наJIOв.

Допустич противпое. Тогда существуDт сингулярншfi функltионал1 ш фУнкция *''.'.,'-nr 
r',TT, ,"'i.

В сплу предоIения 5.2 ах(.) еФу дlя всякого < > О .
Но в этош случае (леша 2.I)

//./// , ruр dz *z(.),l > ,* , 0J.= -,
, _ F*T.e.lLe El , _l ,

0бртно, предtолоЕlli что Ei = Lr,, t.e. на Е| ве

существует ненJлевшх сrангуlярннх Функционалов. Допустпl, что

| не удовлетворяет условпэ ( 0 ). Тогда / (t,-) не сучцлl-
руеша дJIя некоторого х е QО. Это значит, что сJtществует убш-
ваюlцая последоватеJIьвостъ Gл пзuеришых подrно;еств Т ,
Iepa котOршх стреIиlся к нулхl прu lT?->e, lаfiая чт0
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J |ft,z(t) dlc = ll (lo** о) = -,
[длее, п33"ооь"у / удоэлетворяоl условпп 1 А )r то су-

цесtЕуеl такое чпсло а. > о , что -Г7 kz (,) < t (а (t) 
= 
z)

Тогаа .Гпс (nX;*.r.l+/ для все]с rn-. 0тспда слодlоt,

wо f| /6*xЧ! < * . G другоfi сторонцr ясЕоr чlо

ll Xe**o|l> l . дя кацдого

ршвЕJfi лпяоПшil Фувкцltонш ва
условпяI:

поIера m- пусtь lо.-велре-
Е7 , lооrпетворяпцlfi спедiDщII

а) lll*ll = / . ,
Zi i t'с:r.l', ]^', = ll /6*z(.)// i
в) <ж(), /^)= 0 для всякоil Фувкцип , (l), равпоf, нулп

па G,n
Посдодоваtельностъ tl*J ограЕпчеЕа " Ei шr GлOдOва-

тедьЕо, обладаеt слабо предольноП точкоfi l l Шrееr <,z(1.1.>=0
для всявоЛ. х(/ е Е1 , псчеааItцеfi ча HeBoTopor G* ,

С друго! стороцц,

<i (),l, = ,fu_< /о*а(,),,/, >.

(Этот прелел суцесlвJе!, taff вщ /l /a.,f (.)//< ///o_z11/7,
по опрделеппо). Поатоry |<. <4(.),l> < ! , т.е. / - Ее-
вltлевоfi фувкцпонал.

Тшсшш обравоIr Iш построплш вепулевоfi сttвгулярншfi Фушсцшь
Еал ва Е l , противоречпо с пр9дполоI8ншеll. Теореrа дОкааапа.

ý 4. Вполве сппгулярншо ФJпвцноншш. Про.стрвшство Li
опРr'JIЕJвш}tЕ 4.I. JIшпвfiшfr пепрершвнtf, ФунlсцлOцsл / на

L 1 ш назшваfr, вполЕо сltпгулярнцI, еслп < .z(), 1/ 2 = О 1uta
всех z(.) € El

ПРЦЦJIOШНИВ4.I. В п о д ц е с и н гу л я р н шf,
ФJнsцшоЕал сингулярен.

ДOIЦ3ДТЕПЬСТВ0. Пусть :l, - вполЕо сltнгулярвd фушкциопш.
Вшбероr дш всявого цOлого m. функцпэ а,*(,) е В р lаltltц

обрааоI, чrо < z.*(.),l> ,. Йtt - fu
6,
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Вшбероr далое чисIо Д/ (*) тавпr обрвоI| чтобш lepa Iпо-
IeclEa

G*r= { L: |хл(L)| ,- N (r*)}

бцла ве более fu з I1(lq*rr*0)<rg,'. ПооооI Gc =

=,У=, G^, . Тогда pGc < С .

Пусть rеперъ х(,) е Ll ч z.(L)- Q ва бо . ДокаIеf,
,Ito Е этоI слуrlае <х()r1> = о . Допустиr, ваобороt, что

.-(/1 l> =а>О.
llошtосчtлтаlьrчто /lz(,t// </ 1т.о. Ip(zr|=8.1 .

Пусть а- tшсовоi чrо fu < йilL (о, |- 6) . \олошl
х(t) = .x,(t) , l6лоG) q,(t).

Тогда,

' 
I р rolr1 = Q k( )) * 11 (х с^..*О)< 6 *f^ < /,

t.o. fla{,)l< f ш

< а(), /, > = < а(У, lu * . l Gлrz,п О,/ > .

gg lG^, (t) zл(t) = z,nft)-(/- lc,*(L)) z^ (t) l
DEe Gл, /T*(d)/< il(п"). Поэlоrу tаtr каff n- вподше схЕ-
гуIярOвr ,0

< lq* Ц,п(), / > = .'-(), /,
l, следоватоJlьЕOr

< z u l > = < zO,,/, > t < а,* ()r,t >, q *//r/ / -;t > // / //,

qr0 веDо8Iопt0.

ПРЦЦJ[ОIЕнИЕ4.2. IIусtъ l -л}tнеfiншfi не-
преDшвЕшfi Фувкц'ионал ша L1 i
шrепщшf, сшЕгулярвоо огранtlчонlitо
ва Е|. Тогда /- сингуляреп.

ДOКД3АТШЬgГВ0. Предtолоrиr свачЕlлtrа, ч?о

l/lll = wр {, 1(),,/ >: z (.) е Е; ll В xJ, (,}.I )

,
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t.e. цорIа ,t равпа ЕорIе его огравlчеЕпя Еа Ер о

Пусть Фувшltса z() е Е,с ,aaoвai чlо

||z.Q|l < l, < z (.), l > >. /l rl// - J, J, о.

Прдtолошr далеоr ч!о сущесlвуеt фувrцrя qt() е 6rс, раЕвsя
нулlt Еа Ее8оlороI G.(l) l tаЕ8я, чtо < al()1,1 > - а-.Ь
(гло 6. (/) - яевоtороо опродqляDцво соrеfiство IпоtосlD длл
огравшчоЕпя n Еа Е| ).

Iч rorer вшбрть т/./ tаrпш обрзоli чlо J.,a-. Вшбе-

реу 0 <.<,< ,/ laвr что вOе еще J. *а-. ПопоlшI

х5 (t) =

n-r(t), tё G€r,/)

-(t), t с GоЦ).

Тогда прш достаlочно lалнх €

I1 kr{) < I р k r, (,)) * I1 (/с" Х()) < /,
t.8. /тс (.)|/ < / , еслll ё доста!очЕо Iало.

С другоf, стороЕшr

< r-о () r rl > -- < & xt(),tr, *. lcrT(),,{ > =

-- <<.тr(.),1> + <q(.),l> > <q + //,ll -J. tП/tt

llш прrшли к проtltворечltп. Такur образоI, прR вшполвенпи (4.I),
JL СПЕГУЛЯРОЕ.

В обцец случае пусть 1| - огранпчение ,{ fl8 Et в

.,/r_- пРоДолrcвпе J, на Д; 1 иIопЩео ту rc норцУr что
s ,lr . Тогда ,/ = lt * Ц -/t) . -/| сингуляреfi по докаваtt-
ЦОIУr a,l-,/t - вполне сuнгуляршrй функционш. поэтоцу "L
сингуrtяреЕ. IIредtоrецие доказано.

Обовпачиц 
"rр., Л цвоЕеств0 впOлне сиЕгулярннх Функцпо-

валов Еа Ls ,- " 
оер., Л r.HofrecтBo ,.* .rn"yo"pr"i бу"к-

цпопаJIов Еа L 1 , HopIH которых раввн норшаш пх ограншчени.й
ва Е|

ТЕОРЕМА 4.1. L*l = Lr Ф (^ - А).
ДOКА3АТllLЪСТВО. llcTb Z. tI . 0боэначшш черев i ог,

рашRчение / на Es . Тоlм пб теореле 3.I ,l -= l l * ,/е !

гДе
<a(),Jt > = <z(), ?(.)>, у 

(.)е L s*, V,zQе Е1.
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а Jz-сиЕгуIярЕшП фуплцrовал аа _Е1 . Пустъ .Z*-продоо-
rоппе "l2 ца L1 !а"коо,,lto lllrll --/Цrl| ! а .,{t-Фlав-
цшонал ва L 1 l доlствупцпfi по форчуле

<-(,),,l,, - < z(), ?(,), .

_ Посколъку #0 е Ls* , !.е. лля вевоlорого а > О
Iy (a.yfl)<"a , io веразоЕство

< т(), ?(), * { [ 11=Q/ + I1t ia-y/)))

покааЕвает, qто r, пепрершвоп па Ls .

Полопrц r, -- I -Z, - Z" . Тогда_<е (), /g > = О лля
юех z/) е Е1 nr зЕачшrr_rt, е А

Ясцо, qtо llЕоIес!во А + А сIЕгуrярвцх Фуплцповалов ва 4р

ваIIGпуто в сrльвоП tопологпв L's (cr. теорецу 5.I). Нqýопец.
поgкодъку J| опроделяеlся од!овЕачЕо по l r t0 ч /r+r/r=
=.tr-It 

- 
Ее .а"Й."" ол вшОора -Zд . Toopeua доказанi.

Докаэапцая теореlrа но coвcol JдOбпа пIевв0 пO!оIJ, чт0 0ва

Ее ддеt одвоашачЕого раэлоrcнпя сшпгулярвцх Фуш(tшOналOв ва

Lp . Не ясноi суlцвсtвуеt лl всегла !аfiоо ра8лоIеншеr одн8s0

В ВеКОТOРШХ СJlУЧаЯI, КOrOРШ0 Р8ССIаlРВВ8DlСЯ ЦПIе, 0Е0 0ВаВН-

ваOlся вOэIOIншI.

ОПРЦЦЕllВЕttЕ 4.2. CKarol, ,lтo просlранство L t оОладвоt
Н -cBoncTBolr еслп существует дшшеПное оtобрrевше H'l*L{

удOЕлетвOряDщее следlDщхI услOвияIз
I) Н ч8оIеlрпчно (т.е. lltll = llHl//) п Ев8пIво одЁо-

aE8trвo; r* l*Z) Н шепрершвво в спJlьЕцх fопологшях t1 п L/ ;
Э) Н /lr, =,l
lусъ L1 обладае, Н -своПствоr. Полоrчr Дн= НД t

(где /l - iноreство с1.1нгудярЕшх функцвоналов ва El ). В
сшлу предIоrенпя 4.2 каIдlй фувкцrонаr Ев Лg спнiулярп.

ПРЦДЛОШЕllЕ4.Э. Есди Lд обладао! Н - :

cBoйcTBoIr lо
L*{=Ll,'дн'Л,

ДОiЦ3АТЕЛЬСТВС. Достаточно.iрсвf,[,i{ть, чтэ Дllоп 

^
эацкltуlш в сильвоf,_топологиil !", . 3arrвHyTocTb 

^ 
оtlевпд.

ira. Пjtсть теперъ 1лс Д1, п сУоддтся сильно к пекотороцу
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r. ,*Ll
Z

I с}rнгупяроп. 0бозвачшr черев ,L
п l^=Н-'rl-л. В силу условпя 3)чепIе

. Тогда
Ца Е,r

огранш-
опрOд0-

леЕпя 4.2
<ж(.),I,*>=<х(.),lп>мя эсох z,(.) е f 1

Поатоцу дJlя всякого rъ
ll l-- l// = н,9о [1 х(), lm-l >,.х0 с ф п Е1 l =

= tlf {< z(),l--l >: .z(.)e в/ /] E|J =

= n"tp{.-(.), rл-trr: z,(.)е DlJ=lr,--.f, 11,

t.0. ,/) crn 
"o 

сrодятся к ,/ " Ц . Шв-ва вепрерцвЕос-
lп Н .l^ qхоFяrся в Hl ) п| слвдо;ательнOr / = Нrt€ Д, .

ПРЦДЛOШ}l}lВ4.4. IIу с т ь ка lдшfi с и Егу л я r
пцЛ ФJЕкцtlоЕал Еа Q цоlет бштъ
продолIеЕ на L1 с сохраненшеll
нOрIц одltнсt.венвшI обраsоц. Тог-
дs L1 обладае! H -GBOйcTBolt.

ДOКАЗАТЕПЬСТВО. Пусм Н:Д* Li сопоставrIяет каIдоt(у

сишгуJtярноIу фJнкционаду на Et его продолIение (сохршяDщее
пор\у) ша L1 . Тогда условшi I) и 3) определеншя 4.2rоче-
вчднO.вшполнешr. 0сталось дока9атьi такич образоl, тодько ве-
прершiвость Н

llустъ i,o * jб \(/л' д,?= /,е,,.,) п H/,n- I ' L*l в
спIьнчх ,опологшях Е 1 а L-/ сооtветсlвепно. Тогдд

lllll= апL /|,lп// = li27L |lH/*l|-1lIll
п для лDбоП zQ е Е 1

<.Х (.) ) r! > = tt:rъ < z (,), 1,o2 = h*rъ < z 11, H./,n> = <q 7-1, /, .

Эtо вначшt, n o .f, есlь продопленпе l с Е/ на L1,
сохрqЕяDцее нощу. Поэtоlу ,L= Hl. Тавпr обрэоr, грвФпв Н
валкЕуl ш, зшачит, ,? пепрершвно.

TBOPEIIA4.2. П"чстъfu=,| . Тогпа L1 об-
ладает Н -свойствош.

Благодаря предоIеЕпD 4.4 ) достаrOчв0 провершrьi чт0 дJIя

каIдого сшшгулярtlого Фувкцшоliала ,,/_ Еа Е| существуе! ров-
но одlЕ лпноilшrfi Фуншцltовал / с Li такоfi, что ,,{-|6, =,,L п

6?
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llItl= |l1ll. смчала одво вспоIогаlельвое предлоIевпе. (lц пп-
чеl l() ,- о , еслu z.(t) >- о почтl lсDдl. trrваПнчf, ФJвлцuь
аш ,t- на8ывается попоtитепьвшIr осш < z(), rl > r- О для вся-
воi х(.) >- о ).

IРЦЦJIOДЭНИЕ 4.5 ([2J, стр. ?3I). П у с т ъ rъ = / а r/ -
спнгулярншf, фуЕкцпонаI на разло_
гпшоц подпростраЕсlвеИсL1 . Су-
цOствуDt 0дпO3н8чЕ0 определеЕнЕе
полоIиlельнЕо спвгупярнше Фувк-
ц}tоналш lf п ,t- !акиеr что

a)J=i*-r/- Э

Ф /ltllM= l/l-|/ * //l-//M.
3АllЕЧАНИЕ. Эlо уlверrденпо докааано Дgбовчцкпr п Цплпгишlц

в [2j для функц}tонаJIов на L * . В шашеr сдучае докаа8тель-
ство пракtическш то Ie, п Iц ве будеr его прпводiть. Oтlетшч
л]|лtь, что Фувкцчовалr l' п l- опрделяDlся форrулаrп ,.

<х (,), i* > = 9oф {< y (.),l>, 0< Y () < т(,),l0 с Н1,

1 z l,) :,L- > = - rn| {< F o, rt > : 0 < t () < х.7,1, FO с иJ

для х(.) >- О п

< x(),.,L* > = . <'(.), rL', - 4*-(.)r rt*, i

<х ( ), rl-, = < z'(,)-, J- > - <z-(.)r r|- >

(где ** = m.аzq, (цr0) r з-= mа/а(-z,O)лм про}tзвольногО
х(.) ).

ДOКА3АТВПЬСТВ0 теорешr 4.2.

, 
I. Пуlт Z - прошзволъпое сохраняDцее Hoplly продол[енше

,t , Е; на L? . Д^ltя всякого т(.) е Е7 , хО > О

<x.(.),r*, = э<q {<F0,I>, 0* FP2x()J=<x(.),,|*>.
(JIегко видотъ, tlтo и8 0-.YO,<.zr,) , .z(.) е Е7 сле-
дуотr что i0 е El . ) nr адалогttчно,

<*(,), I-, = < z(), J/- > .

ТаftиI образоll, огравпченпя r*_ п I- на _Е1 сутъ l*а ,l- соо!ветствевно. поэtоrrу lr'//.- llt-//, //L//Ъ- /Й'/i
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С другоП сторонш (прдлоrовпе I0),
lIr tl * lll- lt = tlIlt = |l ,|l| = lli*ll * |l1-1ll

0lкудв следlетr чl0

n tr, ll = |l ,|r ll , ll Z-ll = |ll- l,
т. е. HaI достаточно проверптьi чlо каiдl! полошlтельпнfi
Фупкцшонш l ва Е 4 ,оаламет ед]rнсrвеЕншц сохравяDщпI
Hoply продолIевиеI на L1 (котOрое будет необход}rхо полошl-
тельвшш). 

l

2. Пусть JL - полOжит€ль:tшЙ линеfitшfi Функционал на
q,OсL{ , i(,)>О, Полоп.tll

Е
'/,

< rt о, Z,, = ч {_. F 0,./ > : 0_<F (.)< z/,l |0с Ех j
g <.z(.)rrr,r= < z.'(),Zr r-<х-(,), Zr> дlя прош8ЕOд;-
ного х()е Lr .

Очевцдно, Т _- линейныfi фунrсционал на L1 п l|,t', //=/l/i: .

az(.),it>=1q./.)rl>M" всех I()е El .
Пусть I - другое продолrcцие / на /4, обладарщеэ_

lоIх Ie свойствами. Тоtда .f, -- Z1 Цt.е. <z,(),2)r' <,x(),,l >

ддя всех z(.) > О ).
В сашоu деле, tак как ,l > 0 r то для всех FO <.z(.l

<z(,) -rО,I>> 0 1 т.8. 1ч,(.),rrч. F(),I>
3. llTaK, пушtо докаЕать слешlDщео: пусть ,/, n ,/,.- по-

ло8птельные, сиЕгулярнне фунлционыпr ва L| , причеlt -/. , l.
п /l,/t ll = /1,1e // . Тогда ,/t -,/z . Достато,lноi очевидЕо,
проверптьr что < Х(,),,/,1 -lr> = 0 дlя всох z(.) ,. 0

Предполошлll, чт0 существувт функцltя .z(| >- О та.каяr чт0
l/Z(,)l/ </ , (зО,lt-Zr>=с>О . Вшбера.ч ft0>O
такuш обрэоч, чтобш

//i(.)//< /, <Е (.), /, u r- // /r// - 5 .

Тогдд <Z(,)r,/rrr. ll/rll-ý . Пустъ G={teT:
: x(d)'- a.ft)J . Тогда в сllлу следствия к предлоЕеппп 2.I

|l llc ll = //r/2611 2 lll|T,q |l = |l/.r,o l
tt

< а (.), l t а r,. ll / i а l| - i ; < Z (.), / r r, ur r- ll r/i7 -6 ll - ý .

0тсрда слешlет, чrо
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ll J,e ll > <z(.), 1,or, <z (.),/есr, |l/roll - €,
I.0 о

а<,(),/"о -/rо, = t
иr'вначчт,

<q(.), /tT,.c - /rr,u, -. # . (4.2)

ПолохRr y(t) = /т,е (t)(z(!) - z(ф . тогда
y(t) >.0 п, сIедовательвоr

<х0 - z(,)) lrr.,q, =<Y(./r,ltT,6 ) >- <ао-z(l/zrrсr,
иJIп

<x(J, LtTrc - lrrro > < < -z(')r r/'<c -'tcTr6 > <

< //ltT,c |l -,ll lzT,,e/ * $ = ý .

Срвшпвая с (4.2)i полуqаеI противоречшеr дOкаашваDщев
lеOрецу.

СПЦЦСТВШЕ. Пу с т ъ (et,..., ео)- ба з ш с в R'"
чf,-iеr-ра9лоtеншо ,z п.о aToIy ба-
аlлсу для всякогоt€R,t. ПрелпOпо-
Illtlr что /.(,t,.)=Zli(Lr*) . ТоtдgL/
обладаот Н -cBoficTBotl .

ДOКА3АТЕПЬСТВО. lIусъ t; ,L./r* L7 солоставJIяет каIдо-

ry t0 е L/, аIеIеЕ, z(,) = ti F0= (О,., ,O,r'(),q 0),

tда .zi(y' = r'D Таш кав Q @, f ()) = I7, G{,l) , то t.
сутъ иаOц€триtl.

Пусть I . Li . Полощr ), = ti ,l ( q* - отобр-
rcнпе L*s*Las,'l солря'iеuаое с n; ). Очеэшднш слелупщпе

утверпдения, ..n" I сивгуляревi то ш { ar*rynrpo;
.Z=,v* тогда tl только тOгда, когда/-r=}, , i=fr,.., fu .

Далее, равепство Ip (-(//= Е 11 fti *i())= Е Цr*'r,|
влечет за собоП,

Е| = Z, Е/, е ... @ noE/*; Ф|=Фl,, ,, 
^%|о,
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пустъ теперъ Иi - заliкнутое раэложенное подпространство
L t,, И = lЧt е .. а Ип . В силу лемшш 2.I, если l - спн-
гулпреп на /u/ , т0

ll1lП= н.р {< хU,/t> : z(.) сФ1 rl М} =

= t yt f {, i" *'r),/, : z(.) еФs, Л /ul} =

= Е ruр {. n'(.J, Гсi i , :

tlредlолоrим теперь, что
п r- его продол[ение на
79 xi (.) . Е /, , 1Ei a.i (.1 в

<*i(.)r li > =. li z'-(,), ./> = < 2r,z'(.),Zr=<--i/.),rr r,
т,rе_.. ,ri,. 9сJъ продоJlженше ./i , Е/, на Ls. . Поэтоuу
//I, // ,- // ,li //

С другоfi стороншr в силу (4.3)

/lI ll = Z //Z, // > Е ///i / = //,// = //I //,

т.е. |Д/l = ///"// дIя всех i . но по теореше 4.2 на
L /, существует ровно один сингу.ltярный функционм, .сOtsпадаю-

rлиf, с ./, lla Е/, и ишерчий ту 8е Hopuyi что и ./,

TфPEllA4.3. Пусть /(t,z)=//d (т.е. не
зависит от t ). Тогдл L/ обладает
Н-свойствсч.

ДOКА3АТЕПЬСТВ0. Рассllотриш lбнохGство drt"L / = {х е Rn:
/(r).-f . 8оэиошш три слуqая:
а) сLоm f-огранпчеllное множество. Тогда всякая функчия иа

Фs существепно ограничена иr значит, L / = Е{
Ъl drtL/=R\ Тогда L обладает свойствоч id 1 иr

значl4т, (теореrtа 3.2)., на Е1 нс существует ненулевшх сингу-
лярных функционало_в| т.е. Teoperia верна и в этоll случае.

в) dttтъ / t RО и не 0граничено. Пусть К - асичптотичес.
кий конус c.lotTb/ r т.с.

К= {ze R", r * d,о,тп- / с аот* /},
Поскольку | сиl.uетричнаi то К - подпростра".r"о R' .

Oбозttачиtl через ,М его ортсгональное дополненrrе

N = Kt = {z,< Rn, <xru >=0 Ч ue'KJ.

-'(.). ?д п иа }= Е //,/, |'|.
-/ - спнryлярный функчионал на Е1

L 1 с l1,1|| = l///l . всли х(.) < Et ,
Е1 u
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llн булеr обоавачать чврев u п t прооrцl, веmор8 - . RП
Еа К п N cooTBolcTEeBBo. Полоruу ill = NЛаотъ/. lo
определоншD [0J с N1 п Nl ограшlчеЕо. Это ввачпт, что
ча z.() = u() + с() е L/, следIеt, qто tl(ё) суwстзап-
Ео ограЕшчова, т.е. содорзrтся в Еlс LIrп, сподоваtельво,
ш() = zO| tr(' eLl ш еслп х() е Е1_, tо п ,l() . Е/.

Пусть / - спвгуйршrfi фунвппоЕап Еа 'Е1 . Тоtда

< z(.),l > = < tt(),,/,>*< t (y',/ >,
ВО < tl(,) rrl> = О . В oalol доде, осдl у()_ огравхчоЕхе {
на К r тоtв tl-fleL1 с.lодlоl, srо цОеLу. Но У
удовлетворяеt условиD ('D ), оtкуда ш сдедlеt, что < tl(/.,,/r=Q

Лtы<, <.z1), l, = < l2(.)r rl > рtя всох z.O е Е1 . Еслв
z()е Ll r Tor как ylo увазшвамсъ, t"()c f 1 . 0предошr

.Е = Hrt спедJDцnI обрэоll
(z(.), I, = < t(),.,/ >, а(,), L/.

Построепвос такпr обравоr отобрвrввпе Н очевидвшr обра-

aol удовпотворяет BcoI условпяI опрЕдоловпя 4.2. Тоореrа ло-
вавапа.

СJLЦДСТВШЕ,I.. П у с t ъ lft,-) = b(t)*k) r г д 0

L(t), /L-'(t) суIIпруеIш. ,iогдл L/
обдадае! Н -сЕOйствоr.

ДОКД3АТЕПЬСТВО. Полоrпr d7-1=h.(d)4n , рвссIоlрпч про-
стравсlво L, (ЦZ,trсt) ш пршIоЕпI теорецу 4.5.

сjlЕдствшЕ 2. п у с т " 
Т=_[ Т*, Т* ПТi = ф

l /ft,-)=Z.fт^(t)/^/z) . Тогда L1 об-
ладаеl Н -с воfiсlвоI.

ý 5. Вшпукше пштегр&lлш ва L р

Пусrъ l (t,-T/ - шорrа.llьньй вшпукпrfi швlегравr. В ator па-
рагрфо рассllатршвц)rся фувкцrш вшда t/, * Iy ft,()) lа
прострапсlвах L1 . ДоваэшваDlся врчlерпп вопрершвЕосш ry
п ее 0граЕичеввостu ва единччнOf, сфре 61 . Пв нпх, в своп
oqерOдь, вшвOдтся векOrOрве резудъlаlц, васаDщtеся cBof,cTB
сахlх простравств L 1 (влоrевrе, Jсловпя рфлексшэвостш п
т. Д. ).
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Вспд в aToI паFгпаФе пр€дпOJlsгаеtся, чт0 lepа Jr, непре-

ръrэша (т.о. ЕаIдоо lвolвclвo полопlтелъвоП rерш содерЕ[т под-
IEoIoclBo половпввоП цеЁ).

JIЕЦtД5.I. Пусть Y>0 -норlалънцfi вв-
пуклшfi пвтегр8нt, !:TxR.*Ru{*o, 1 ,ЕеП-ч8цорчrа ш по_лу.шепр9 ршвва
сЕlву по.z п У(ёr0)=Y(t,O)=о. продполо-
IBI, чtо суцоствуетс<,/ TaKoer
чtо ry(qO)<c лпшь тольвоIуkО)</
тогда сущесlвует суIIпруецая
деfiсlвиlельпая Фу нкцпя t(t) такая,
чl0

Y(t,a) < v(t,-) * ъ(t)
прr всох t.a почlп всбх z

ЦOКА3АТВilЪСТВ0. Прече Есого покаIеu, что

In{rO <.I* 7*7.11 ,6 (5.I)
для всбх пвrcрпwх x(t) .

Ilеравопство (5.I) очевчдЕоr всм L2(r/j)1/ (поскольку
Y >- 0 ), плш еслп L7b0)= *. ПродполоЕ{цi что !<Ir(z/1).-,

Поскольк! rcра lr ЕопрершЕва, цш Iololl равбttтъ Т яа но-
пересекаDщlеся IHolecTBa Т t L= /r,,,, к*/, TaKnI обраоr,
чтобв

Т у (хr, *rl) = J у ft,z(L) dад= / (с=1--., *) ;
тa

I* (|r^,, -(,)'/ ,

Тогда, в силJ услоЕия IецIш,

I n (Fr,.(-)) - / v(t,a.(t) dy'r.r, L= 12,..., к + /.
Ti

Пцоеr

Iу (*() - I у (* u) = ! r' 
" 
Ртiz() - I, (lT, *(D 

=

" 
Ir(|r*,, хР) - Iч ()сr*,,х(.))< с,

чт0 и тробOвалось.
Для дальаеil!:сI,с llаы ilOнадэбятся ;ie,] ;,с]эi,tогатеJII,lIli? прсI-

лOхеЕия.
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llРШiЛOлШНИЕ5.I. С у щес т ву е т п ос л е до ва-
тельность изшеришьiх Функций
zr (t)r...rа-(ф.. т а к а я, ч т о

а) Y(trzл(t)) сушl}rруешц для всехm;
б)почтlt при всех t шноt(ества

[х. Rn, z=zmG), m= 42,...l n n о т н н g d.атrъ Y2 .

ДOКАЗАТЕПЬСТВ0. Существованис последовательности иэшеришых

функций a,*(t), приниllаючих зваченшя в d,отъ Y2 }r удовлет-
воряlощих условиl0 б), следует иа описания нOршальпых выпуклшх

интегрантOв.
Для каr!щх натJральннх ftL п к вшбереш швоrество I-,*

такиш образош, чтобы рТл* > /4Т -*, п Y(t,Z,oft) Фла

суччируемоfi на Tnu, . Это воачоlно, поскольку Y(trfr*(ф
почти всюду конечнш в силу вшбор ал (t) . llолоrшш

(

| -(t), L€тfuк,
х,о* (t) = .{

L а,,*({), t еТл,",
ilепосредственllо проверяетсяi что построена требуешая последо-
вателDнOстъ.

ЛPEllJlOxiДHИE 5.2. П .у с т ь bal 9(:'-;:.пук-ш

Jtыe аашкнутые фJнкции
lIyc ть дале е zlz...rz-,... _с чOтн00
п Jl от н ое п одI но шест во d,al?L|. Т огда

н.q { /ъ(z.) - f, 
(z) : х е dаTL 3 J =

= tq { h-(z-) - 2 k^), /< tTb . *J ,

ДOКАЗАТUПЩТtsO. Бсз огранltчения общности Iошlо сч]|твтъr
что ilutdtTnx#/, В противнош случае все pacctlotpeнив
шоано Becт}t в пространстве чепьшей раэIерности. Предlолоrпаrt

для лростотц, что 0 е tлt d,аrп- g .
Пусть zo е dотъQз прччеч zo" проl|звольноl eGJlц

аатъ7сdЛТаhп o.zoe dапъ7-dztтzh, еслп последнее цно-
х(еств0 не пJст0.

Рассшотрпш отревок

[0r-.J ={-, RО, - =о;.zо ) 0<<< 4 .
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Функцttя
на снизу

(z)
lъп

нOпре

3
Ilоэtковцах отреэка).

наЛдется 0<.с < f

ч, {l" (z,*) - з/z*): п = ,/)е,

еслп le dznL7 - dй?. h * / ,

ршвва ва [?rz,.J , а lъ(z) полунепрернв-
з8хкЕуlв, а 9 , tcpolo l0г0, кOнечЕа в

,olý, еслп /ъ(z-")< оо , дlя лпбого с >2
такOв, чl0

{

Ь (*z.) - 2рz.), Ь(-.) -g(-) - t,
(Соответствевшоi ослп b(z.)=*, д,llя лМого il> О шаflдет-
ся 0 < 4< / lш(ое, чlо h- (*z") - 9G<,х") > е/V ).

но &ао с irvt fuпх. Поэтоrу, rак'кад ? ЕеПРеРВНа На
й fu!r,л lr- полувепрервца сЕIзу, ваfiiется такая Ок-
рестнOсть l,L tочкш c..z.? , ч!о

bri - 7/Ф >- b(*.z.) - 2 GzJ - f
(соответствепао, h-(z) -9(z).- il ) лля всох z е И,

Еслп теперь х-е ИО, то

h(-,*) - 2k,) > lr(-.) - g(z") -с
(соответственно, h(.z,-)-g@,-) r- l/ ).

Поатошу прш dю,ттъ 2 ё darT. Ь
} > н,р {h(,х}7/z),хеdопх}-с,

l0
:<.q Irbft*) - 7(z*): s71= /r2, ..J > /1/.

0тсюда, в сплу про!аволъносlr с " 
il, следlеl требуешfi

резулътат.
Вернешся к доказательству леrшш.
Пусlъ z/ (t), ..., z- (ё)..,-последовательностъ пацеришшх

функцчf, , удовлетворяDlllхх преддо:кенвп 5.I. Согласно предtоtе-
ншп 5.2

а{t)= н,р{v(t,z)- Y(t,z):z.€ale7.L y{J 
=

= ry { У(ё, z* (t)) - Y(t, х* (t)): ,n = 11 ,.,} ,

oчевидtOr L(t) > v(t, z(L))- y(t, i (il) . для докааа-
телъства лечцн достаточно проверитьr что e(il сушшt{руешаl
Т.е. что J ъ(t) d-lb z *

т
Допустшr, чт0 это но так. Полоrцr
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l,* (t)= на { vft, z*(t) - Y(trх* (t) :,/< к< пJ.
Последовательность zл(ё), возрастая, сходиrся к ъ/t) .

П-оазошу л,JIя эалднвого N >С наfiдется такоil norrop пИ) ,
что ,[ аm/н) G) dp ,- il

Пjстъ а;lя У, ttъ < п (,{/

Т,о = {t . Т, у (t, а- (il) - Y(t, z- /t)| = z^ru1 /t) } .

Полошrц

х(l)=

ч ({), ё еТ4,

z"/t), L сТ"хТ1,

z,,,/,ul(!), te Т^7л2 {::'r^
сушlруеш шТогда /(t, т

I у(z(../) ,- I" k0) * N= I у (z0) " с
в протl|воречии с (5.I ). Леlrа докаэана.

ЗАtlЕЧДНИЕ I. Если функшчя =ft) огранпчена| lo уlверrде-
ние лешшш остается в силе прш более слабых предподоfоппях.
Иtевно, справOдJtпва

ЛЕllllД5.I. Пусть / , Y п с удовлет-
воряDт JсловияI лешшш 5.I. Есди
Ink!)<c для всякоfi иэшершшоf,
огравl,tчеЕцt] Й фупкцппz(t) r для
которой ly(z(/)<l , т0

У(L,х) < Y(t,z) * ъ(Ц,ъ() е Ll
для ,Ьa:с хеRfu ш почтп всех teT

Докваательство леIшl в !0чнOстп пOвтOряеl дOказательство
леrш 5.I. Достаточttо лl.tlлЕ аацетштьr что в предIоrcнrд 5.I
все функции llогут Ъчптатъся ограничевtilши.

ЗДttЕЧАНИВ 2. Еслш rор р пе непрершвЕаi то леша 5.I,
вообще говоря, не вернЁ. Прбтиворечапtяfi пршшер: rъ=f ,€=l ,
t(t,x)=z., Y(t,7)=/r/, Т состошт шs одпоfi точ8и, це-

ра которой равна I.
Пусть теперъ / - ,4 -Еункцltя, У - норшалъннfl вшпук-

лыil пнтегрнт.
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ТFОРЕш 5.I. П у с т ь *(.) е Ll п llvP1,,l)|. - .
СлвдуDщие условия 9квtlвапептннз

I) Iy (сильпо) непрерывна па L1
в точfiе q-"(,);

2) Суцествуlот число к>О и cyIlltl-
руеIая функчия L(d) такие, что

Y/t, х. (t) * *) * / (t, р) * ъ(ё)
для всех *сРо п почти всех LeT.

дОкАаАТЕПЬСТВО. Беа огрнччеЕпя обuЕост}t IoIпo сqитать,
qто z. (d) = 0 п Y(tr0)=0, ltвачеrцн цоrеш вшесто 9 рас-
сIотреть ФJнкцпп V(t, х * ж. (L)) - V (L, а" (L))

IlycTb вшполнешо I). Тогда существует К > О такое, чtо
Ir(zO) < / прu llq()// < к r т.е. пр}t Ir(Щ* )= t .
Полопtr /, (t,-) = / (t, #) . пршшепяя к функlшяч r п /.
леlцу 5.I, получаеr 2).

0бртно, пусть вшполнено 2). Тогда прп /хО//< К

tу (=r,t) * Ir (#) + Jъ ft) d,u = / !ъ(il cllz,
т.во Iy ограничева свер)ry на шаре радлуса к ш, 9начt{т,
непрершвна в нуло. Теореrа доказана.

аДltЕЧДНИЕ I. Утвврrдевше теорешu остается в силе, если
всDду в форшулировке 8аIеЕить Ll па Ер . Jhя доказ8lЕль-
ства HyIHo вшесто лешlш 5.I пршшенпть лешtу 5.I.

здtlЕцниЕ 2. Если

Г 0, lx/< /,
/(t,-1_ |-'l фl lzl>/,

l l|L L
t.e. Lp = L q , теореlrа сраау слелуат па предlо:пенпя I.2
(даrв боа предпопоIеншя о непроршвностп шерr). В даяноlt слу-
чао ато, результат шоrет быть значштельно усилеш (сr. [rr],
теореша 5).

Приводлtше ниIе следствпя Dlз теороlш 5.I связаfiш с uвуче-
виеI сац]lх простраttств L1

Пусть /, " /. - сдllllвтршчнне норIальццо вшпукпшо }lвlo-
грантн. [lд пишеш /, n /", есл!t дJIя некоrорх К > О в
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сушпруоIоfi фуЕдцrп ъ (L)

Д ft, -) = /r(L, #) * ъ (t1.

Млп У1 </2 п
эквпваJtевrЕц| п пt]оI

/, , 'О 
Шt ГОВОРВI, rllo

/".
/r.
/,

/, п /"

СЛЕДСТВЛЕI. Пустъ {t п /r.- Д
Тогда сtедуDцпе услOвпп
л е.н т н ч :

I) /l 1{z ;

цl: <{i ;

э) Ll" . Llt

-функцпп.

ДOШ3АТЕПЬСТВО. Эвэrвадентвость I) ц 2) прЕвFеlся Ео-
пOG редс!веЕrшI DнтtlGпонrоI сопряIоЁЕпrх фуш(lцf, . Шrплчкацпя
I):-31 то&, очевидпа.

Докаrеr, что 3) влечот I). Рассrотршr просlраЕства L/.
ч L/e . В сшлу ,еореш Ровфеллер I/, п l/z суlь со-
пряf,епвше вшпуклшо фушкцrп ва Ll, n L1! сооюетствеЕпо.

Поэrоlry ./7, полуЕепрершвЕа спtlsу относителъЕо топологпи

? (L b rL;!). Эта топологttя слабее норшр_ованпоfi зопологии
LYr'(iaK iак Lц,. L), ), п, аначит, Iд сuлъпо полуце-

прервна сЕшву в Lh.
Поэтоllу IнorecTBo

Ь ={*fu u L l., Iд (z()) < 'lJ

заlкнуtо. Далее, 6 , очевидшоi внпукло и центральш0 cltll|oT-
рично. Нil(онец, fi - поглошвDщее' Iноrcство. ДеfiствительЕоi
ослч z(.). L/", то т 0 с L /l по условип и, спедовательно,

дlя пекоторого о<->О rt. (*z(,)) < / .
Такпш обраоrr, 6 - abina иr вначиfrсодершт HeKoTopyD

окрестность нуля tll . Посдедное овнdчает, что Itr, сшль-
Ео непрернвна на bvt О , т.е., согласно Teopere 5.I.

ВДllЕЧДffИЕ. Приrеневшrll к N - фувклияtl [7] , этот ре-
9Jльтат дает иsвестншfi крптерпf, влоlшrости одного пространст-
ва 0р:tича в другое.

СЛЦЦСТВИЕ2. IIусть {l u Уе сутъД-фунв-
ции. Следующпе условия эквI{ва-
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JI 0HlBE:
1) {,-{.;
2) Lh = Ll" (в а к I Е о I е с т в а ) ;
\L/".Lf, " тоIдесrвевшцf, опера-

top/|Ll-Lb отобраrаёт L/" ца ааr-
кнутое подЪросIраЕс тэо L1,

ДOКА3ДТШЬСТВ0" Шrплпкацrя I)92) вшlовает пs прещду-
цего сIедствшяi 2)-3) очевчлша.

0стшосъ провврIть, что tta 3) слецуеt I). В сшду сIед-
ствшя 2, У, l Уе. Докаrац спраэодIlвость обртпого оrношенпя.

ТIусъ Lц= ILц, ,.". Z1" совпадаоt Ео сосlsву ало-

пев!ов в L/., во ЕадедоЕо ворIпровапвdfi tопологшеfi L !, .

Посвольву t| по усдовrD ваrвшttо э_ Llt l !ýо ость банахоЕо
просtравсlво]'lвоrосlво ID;" eotb бочва , ,L-/" . (В.до8аsа-

толъс!во цуrлдо!ся rчшь sахкцуtосъ I0s., кO?орая сраау сле-
ду0l 18 0чOвrдЕOг0 раэOвства

Ib/"={*r.l . Lh , Iд(-О)=,/J,
l вцrоваDqоl пв леорш Рокафоллера сшдъшоf, поIунопрершввости
Ih u Lr!., ).'1ашrr оСраоц lDц ость oвpecтEoctb Еуля в L/" ш9 8tt8-

!шt, Ifu вепроршвва..iа L/. " цуле. Но всякаятгфiпченвая
Фуввцrя содерlrтсs , L/э ш, следовательво, э L/.. Посколъ-
ву_пOследвоб аахЕЕут0, Ео|r. Ll.r l.e. tlz вепрер,швва ва
Elr. Поэtоlry (cr. ваlвчапио после теороЙ-5.I1, {"'{, .

3AXElЦJtllE._ В 3) BIecTo ваIlсвутOстш ILb шоrпо поtребо-
в8тъ, чтобц I бнло гочеоцофп8цоllr шлш чтоЪш графпк / бшл

аацкнуt.

СЛЦДСТВЕЕ3. Пуст, /- А -Фувкцпяr а
У-н орt альпЕfi вшпуклшfi интегрант.

Полопиц
i (t,-) = |||,Qzz (ч(t,z.), ?(t,--) ;

i 1t,.1= а ftLilL(Y(t,x), 0(t,-z)
(череэ Ф2 обоаttачается нhilболь-
шая выпуклая заllкuутая фувкцrля,
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н .:,;

д:j
:: p.j зOс;{од:l;.а,, ? ). ;'ог.4, cJ9-

'.'ЩИ 9 УС J!0 3ИЯ'1К!]ИIi.lЛ€ l:ТНЫ :

i) 19 п .[у, llэtlрrр,:в;tь! в н./лflх
npocTpali ст9 L/" L7*c сответ.тtsенно;

z) i * 0 *l
ii).:. i ,Т:, 1Ь..:Таa .
I ):9 2 ). ;j с],л,/ Tcop.Jшн

t(t,x) < y'(t, *,) * ъ{Ц ;

Y#(t,y) < /*(t,!;.)t n-, ltl. (''?)

}lЗ llТOРOГ0 НСРаВСНСТВа С':Э.iJ,)Т, .lTO

r(t, х) = .rtlf {(r, ?) - Y*(t, у), у е Д"'J ,-

>, ,1е [ (*, у) - /,'(t, t) , g , Р'.| - L, r{,) ,

=- / (t, кех) ,- t"/d).
l,cпo;i1,3.vH сиlrшетричнOсть { , flолil rееш ;!3 i!i;p?(.\,,C rlC9, -

зпнстяа 1:i.,: ) и ().3 )

y('t, --). / (t, fr.,) * t, /{,) ;

у (t, - -) ,_ / (t, кех)-- L. /t)
таки}t сбDiJзошr

l G, *) , \ (fJ>- i 1L,,1,- i(t,,,),-

= /(t, кеz) - 
"" 

(t),

откуда сле;tуэт 2).
2)-I). Вслч, Q */ , то .IY непрi.рl,Iвпа ,u Lp ,

Поэтоtlу, Ta,l как Iy* IV , лпбо iy непрерывна ,л L2 l

лuбо Iy =- ёр на d*rтъ г у
С другой стOрснн, no.*.n"'*y ; * / ч (Q)* = i* (сх.

lЭl), I {, непрерЕвна на Ll* " н;,,ле (следствис 2) и,

следовательно, либо I у' непрерывна, лиСо It, = -ф нл
d,t?TL I ф, .

Oднаltо если Iy=-* nnn ry.=-* хотя бш в одной
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тсчке, io или [у. = I} = n,, и.ци

то. н].| дрJгOе i{эIroЕllotнo.

TEOPEIiA5.2. irycTb /
н о рнал ь IIý ii J }; ili, li л ч Й

lIr1O11."- . 0 л е д} i0l,tи с
вивал€нтl{ы:

0ГРаi{Шt,еllа
огр.lниченi!
liHOiKscTLe

А -,! у н l( ц п я r У -
иlIтегрцilт и

JСJrОБИЯ Эli-

с9ерхJ
сперху

ша
на

Ь7

,
!1 , !t0 Hll

неко_

т
!! I ф

I)
?)

тср

!q
Iy
0ш

{rOeL7, lsft0/.*J,*,O;
Э) У(lrх(il) cyшtпtpyeE8r есл}1 су}i-

Iир:,еЕа /(t,z(t));
4)су це с т ву.|0т к>О и ci, !r}tx рJ ешая

Ф У Н к ц t я L(t) т а к !| е t ч t о ?ft,x)<K/(1z.)*T,(t)
для всехz.еRz }t l,:оtlти ясе_( tсГ

дOкАзАтiJ\ствс.
I)=:94). ilycTb к>О !

4 , nrr {/L? (zo/l , эс(.,/ ,. Бl / .

Тоr,да !I 
" 

r-r-) =I1/zr-l< / i если Itr/z())< /
liрпшеняя лешшу 5.I к функцияш # n /, поJlучцеЕ, что для
некоторой сушшируечой !ункчиtl z. /t)

I r(t,*) < //t,) * ъ(t).
4 ) =:=5 31. Для всякой х /,,; е Ф /,

I!krl-. кIl/ж())+ /ъ(l)dлч <,-. (5.Д)

Нслп rе rц/х.1.1) = - "- дJ,Iя некOторой .z() е Фs , TOr в

сил;; знпуклЬсти L, п суi,шируеl!оптп !l't,0), Iy f-x(l)= -
в t.!от]r!}оречи9 с (5.4). Такшч образош, lIrF0)l. * наФз .

2):зI). Lс:lи + есть верхняя гранъ значений l у ilа

шнох|естве [r/l. L1, Ip /t(l).-} , то к/ IrkО) < /.,

Jl}lirtb TOJIllto ! 11 rrr,l, ,t . IIришеняя первенство (5.I)
(clc. вачало лоцазательстпа лешш 5.I ) к фунttцшяч # ^ 

! ,

лOл"ччаешr что

8I



ддя всех
ро L1 .

*Inko)=!Il(zo)*f
х(,,/ е L1, r.е. Ic огравlчоЕа Еа ед!нп,IЕоf, сФ-

5)_=121. Ш доваrоr а!у rшшпЕшцDi свачаtrа прелполагая,
чт0 п. в.

{zеР', У(t,z.)=О}={ОJ. (5.5)

Доваrоц преDарптольцо одЕо вспоtaога!ельвоо JrlEeplдoпxe.
IРЕЛJIOШIiШЕ5.5. Пу с т ь Еш п оI в ев о у с I о-

впе 3) ,еореllц ш (5.5). ПрелпOJI 0-
IпI, кроrо ToToi что l удоЕIеl-
воряе! услоэшD (Д). Еслп Iq цв
0rрашпqена сверху Еа 8аIд0I IEo-
I0cTBe

{*О, L7, Iy (*(l) =nJ, о< >О,

то для лэбшхс>О, ilr! ваilдутся
чвцериIое IEotocTBo G.Т п фувв-
цпяхсО€Lltаlспе, чТО

8.) Julс =f ;

б') u. (t1 = 9 вво т€ ;

il Isft60) <с ;

t> ! rft, z1@) d,r. , il .

ДOКА3АТЕllЪСТВ0. По условип существует послодOвательЕOсть

{.^ /,lJ элеIевтоэ L t та8аяi что Is (z^(,))* О ,
I"(z*())*- . Посколъву.| > О, /(dr _z.л(t))* 0 ag

чере. lte теряя обпчtосlп, шоlво считатъ, $о У(t,z^/€)-0
почтп всDлу. В сплу (5.5) о!сDда следlет, чtо z,n(t)-* О
почlи всDшr. По Teopeue Егорова п lак вав уеpв ,itl непрершв-
надJIялпбого С>0, ваf,детсяllпоIество П сrерой, рав_
ной € ! вЕе которого z-,o(t)* 2равношерпо.

_Вшбереш п*,/ тOч8i ?7, .,. , Zп_r| и8 ,€а Tarc, чтобш

{(tr=) быпп суш.шруешr ш вцпукJlая оболOчка 9тпх tочев
содерЕла lдар неfiоторого радt4уса d>о . Тогдв /(trхл)
суццпруеш пO услOвilD, 8шачит, cyltllиpyella п Фуцкцrя

р (t) : пuа/z- {/ У(t, х.)| , /< к< п *4.
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полоrчr Щ=Jр|L)а1u.
3аrетпr ощеr что в cttIy вшпуlслостll r д.пя всякоil ltаllери-

rой функшпш z.(t).прпшпшапщеП зпачоншя в шаре ршуса /, прш

почllt всох teTi У(t,.z/ё)) < р({).
Внбереч Houep m (С) такиш обраош, ,чтобш tlрп ftL > lfl/€)

Isk^())<с, Iq(х,о(,)> N+ tV1, /z*ft)/. /, ес-
лп te l.. IIолошr

| -лr.l(t), LeT. ,
zа (t) = .|

| 0 , LeT6.
L

Функцшя хб ft) ш швоIество Т€ шскошде. В сашоl деле,
а) п б, вцполненц по построеншD. Далее)

I t!-r1) < I4 P,orol (J) < с .

Наконецr

l у (-, (.)) - I у (* *rr, () -/,r, r(t, х *о, G) dp,-

,- I у (+,nr., r.) - / p(t) dlc ,- N,
чго п треОоЕ8лось. 

Т

Вершеrся Jc докаааlольсlву теореrш.
Предtолошr, что иIпликаttпя 3)=+2) неЕорва. Поскольrу

r(t, z(t)), суцI!руоIаi ослr z (-) е 97 , 9/ удовлетворяеt
условиD (Д ) ur 8начl|rr вЕполЕеflЕ все требовачпя предIоrеЕия
5.3.

Пусть т- (t) u T,n удовлеtворяDт условшI а) - г) прд-
лоrовпя 5.3 с с< {,*.rrnT; l>2'". Бев огрнпчешпя

ОбЩнОстr lorшo счпта!ьi чlо Т*,а С Т,о . Вшбереr последова-
tельЕOсть tпLf > ... , fuK ватурадъпшх чпсел l8.ЕиI обраsOIr
чтобц

I ?(t, z.-* (t|) drr+ , 2^*.
Т*,r'Т*.r,

Полоrшl. Zrnr, tе Тrzr-|а_е

Z*.(t)l 7 б Тrr.^

о , tёТ,о,
а(а -
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Тогда

Il k0 =Ёtr(.^"( t). f;n k-(.)) .1a

Iyr-0)=Г,,/rr*"n,(t,.,o"ft)drr-r!;rc,O)d,,"r-

"Е'-*J'rьild,"с=оФ,ТlТл,

Тшсиr обраэоц 9(t,а(d)) пе суш|шруеIа, во эlоl резуль_
тат про?llворечит условпЕI теорешJ. Такшц обравоr, оспп вЕпOл_

нено условие (5.5), tеореIа верва.
Пусть теперъ { - пропзвольная / -qувшпя. Д:tя вадавпо-

г0 €>о полошlI

/. (t,r) = { 1trz.) *а /х/ .

0чевпдяOr Q/=9у. (прорlоrенче I.2). Поэтоrу У(ёr-({))
суllцхруеш дlя каrдоf, z,(,) е%1. . Но /о yle удовлетЕоря-
ет (5.5). Поэтоцу r ! ограппчепа ва некоlороI lшof,ecтBe

{*(,). Lh , I/,(zr.)<"<J={x(,)eLs, rl(z(.)< xJ
( Lk = Ltr ,tав какФS, = Фl ) ' пr следоЕаtельно, на Iпопост-
Dе Ьр. (поскольку пIпппsщля 2)-I) yre локазава)).

Даrtео, в сllлу предоrевия I.2 п лешш I.2, щ Iоf,еш вF
брть с > о тавпш образоll, чtо || а.(.) //д, >- Zс / /z (t/ / dlu ,

t.е. неравецство \ k/,l/ В / влечот Ъ /br*1 а1. = f .

В сшлу фощуш (5.I)

еJ|*rцфп.IrGr.)*t
дIя всех х.Ре Ls . Следовательпо,

I ц (rr,l = 
2 Il (xr.l *t .

llш nreer такшr обраоl|, что IHolecTBo {-r,l.L1,Itr/zr,)/<f,J
содерIштся з 0/, ur значшtr IE огранпчепа сворry на эtоI
Iвоrество. Теореча доказаЕа.

Прецде чеta вЕвOд{тъ следствия и9 докаэавноil теореш, дадлц
од}t0 0пределенше.
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О[РШlЕПЕНИЕ 5.I. Скаrеll, qто Д {ункцпя У уловлетво-
ряет д€ -усповцп, если сущесrвуOт чllсло к > 0 п суцl.шрJе-
шая фувкция ъ /ЁJ такие, что

//t,Z-)= к/(L,z.)+ъ(Q
для всех хе Rп п почтп всех LeT .

Это естъ точttшП аналог 4с -условшя дIя // функцпfi, rди-

роко прицевяеIого в теориш простравств 0рлпча. IIриводrше шrе
следсЕв}tя шз теореrн 5.2 обобчвют известнно своfiства прост-

ранств 0рлича н8 пространства L р
tl

СЛЕЛСТВИЕl. L7=Ll'тогда ш тольво то ть

д8rtGогда { удовлетворя.ет Ад-ус-
лOвпю.

ДОlЦ3АТЕПЬСТВО. Пуgть / удовлетворяет Д"-условшп.
Пусть а1,/ е Lt Е ддя задsпного пзllершtlого Е с Т,
xr(t) = 7rx(tJ.' Покаlеш, что дlя лпбого fiатурального ,z най-
детСя € > О такое, чrо l/T.(.)// < 2-^^ , лишь толъко

уЕ < € . В сацош деле, дJIя каадого d'r 0 вь,береl ^crtr)
такшш обрзоlli что rl(ze fu') < t п tЪ(ildд.< )' , лпuъ
только РЕ < c/l/ . тогда, Е '

Is Gz6(,)) < 
^ 

Il,/.x5()) *J r(d)dal-r(*,/) /;
I1 РхrР) а K(K*/)l * Х а (к - l)2 t)

I1(Z^z"(.))< к(*-7)й-а/ + t = k *l-;,
|9лп /-. (*!!_* , то ItrG*zB())< / , т. е.
llzе0ll < 2-^. 0тспда слЪлует, чlо огранп-qенше ФУнfiЦШП
плотЕц э L { 1 too. Et= Ll }t, знаtlиt, Li= Ei. Но, Еак
легк0 видеть, всякая функцtля, удOЕJIетвOряD|цая д_а{слOвцIt2

удовлетворяет TaKIe п условиD ( 6 ). Поэтоrу Ej = L у' .

Пустьrобратttо, L'1 = Ly. Это значшт, что па Ltr Het
нетривllалъншх сингупярншх функционалов. В силу предлоrешпя 4.2
отJрдд следlвт, что таких фупltцпоналов ввт ш ва Е/ , т.е.
Ei=L{. Поэтоllу / удовлетворяот услоЕип (6 i (теореша

Э.d) п'Е1 =Z7 (шначе на L1 сущесlвовад хотя бш.одлЕ пе-

трпвиальншfi вполЕе сипгулярншй Фувкц}tоЕал). Такпц обрзоr

а,



(предлоrенив3.2), Ll = Е2с%х.
Еслп топерь /(t,;rc) Ъуrш"руеr,а, то п /(.{,еq(l)) сJI-

Iпрувц8. Прпшеняя теореIу к функцпяч ?(t, z) = / (t,2.z) ц

/(tr.) r получаец (ив aKBltBa;teшlнocтn 3) и 4)), что /
УДOВЛеТВOРЯеТ Дg-УСЛOВШD.

ЗАХЕЧДfll,!Е. lrtз доказанногоr в часtвосtш, слешlоl эEBшBaJteH!-
нос?ъ А2-условпя равенству L/=Фrr

спццстВиЕ2. L1 рофлеаспвно тогда ш

только тогдаiкогда / п /'уооr-
Л е Т В 0 Р Я D 1 Ае - У С П 0 В И D .

Лптераlура

I

?.
fgBgy, '., ТоподогшчеСкitо вёIGторЕЕе прострапства, Шl, ll.,

ýбовшшtиfi А.Я., llплптшн А.А., llеобходицне условия э8сlро-
цуIа в эадачах oптl4llаJlьвOгo .YпD8вления с0 сIешанпшIх 0гра-
пfrченпяшп-типа неравбвств, Шll'п lФ, 8: 4 (I%8), ?ZY??9,
ПоФфе А.Д.. Тпхоцпоов B.ll.. Двоfiствевность вшпчкдцх фупв-
шиfi^и эк'Стрешальншё вадаsп, YliH, 25:6 (I%8), 5I-116.--
ИоФфе А.Д.. Тпхошиоов B.ll.. 0 шпншцизации пштегDальншх
фJfrfrциопалов, Фуrrftч. аналйэ, 3з3 (1969), бI-70.-
llофе А.Д., 6 '-пространств8r пороIдаешше вццу.кдцц шв-
теiDщташ-и чногошеilвше-вариацйошвfiе аадачп, ДАН СССР,
I95, 5 (Iя0).

#SfrТ%ё ;Ё, ti r98iУf8i9iЕЁ:* огранRченпй вшпуклЕх фу нкцшfi ,

Красвосельскпfi ll.A., Рутицкцfi Е,Б,, Вшпуклне фушrцпп ш
пilострпства 0рпцчаi Фll, llj, I958;
J.J.llогэаg. Sчг 1в fonctlon роlаlrс diчпо fonctlon асшl,сов-
tlnue эчрёгlочtтевt, G. R.Ас. Sct. Раrlвr258 (1964)r1128-1111.
R.T.RockBfellar. ConJugBte Gопyсх firnctlonB 1п орtlшвl
control епd thс саlсчlчв of yеrlвtlоDв.
R.Т.Rосаfсllаr. Convex апаlувlв, Рrlпсеtоп, 197О.
R.Т.Rосаfеllаr. ШоавчтаЬlе dependence of сопlrсI эеtв ааd
fцпсttопэ of рвгаDGtеrв, J. Iath. AnBl. Арр1., 28 (1969) 14-25.
R.T.Rocafollar. Iпtеgrаlв whlcb аrG сопyех functlonalB,
Рвс. J. Ьth., а4 (1968), 

'2>519.

Поступпла в рблдltцпь
15.U(. 1970 г.

z

ц.

5.

6.

?.

8.

о

1о.
11.

12.


