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A.K.PoraBoB, А.И.Терехоь

Матеlrатгческое юделIрваЕrе ддн8хrш ttадров в оргапIзs-
IIдовяЕх clcтelax lгFст вапfуD рль Ерп пргвозIрванIl l ва-
рпавтвЕr рсчетах lзIепенIя чtrслеццостu п сост8ва кqдрв Е8

перспектlgу lT,Z]. 0сяоввцш характерисtткаrш, которце гпrц-
ваDтся в этоI слJFве, явлmlrся с;гуrебншft статтс соlIудшпФ Е
cTaI его раOотц в дшноfr оргsнlзвlцl. IМд счlтатъ пор€шеЕrут,
Bp€t cпx l п першенЕут cтalа J нецрершвнll!, то опхсанIе
дlвацIкс кадровоrо коЕtIнгента шоrпо ос)цесrвхть в Talllвax
фушqлiП плотностп IrrЗ, Il , п,е Iicl,tl ds явпяется tпс-
лепносты) rшrвпryуiкlв 1 -r категорЙ в rюuент цlеrевr / ,
общд! cTar рбояr Еогоршх в оргашзшщ прrнадJIilrт rHTepBaJry

\J, J +./J)
В данноf, раOоте рассt атрЕЕается наутlая оргавЕзашя, Е€р-

сон€ц Koтopof, пqдразделяется на две категорЕt: ЕаJппlц сот-
руднIков без ученоЙ стеЕенЕ l сотру.щдков с певоЁ степеЕш
кащцдатs ваук. JIля оIпсшшя двlrевrя кадрв в crcтele с,двУ-
мя вцделенннIl квап(Рtrкяtlпонно_доJlrяоствщ градацIяrll crporT-
ся неЕрерЕвноврепенпая .шнеfu ая детерпЕlрваяЕеrl rолель. l|o-

делп подобного рда trрlrеняDтся в дехографrш цр! юделrрова- _

нЕЕ ддваtlЕкп народонассленЕя с учетоDд возрасЕоg стlукrурш [ЗJ.

I. Форryщровва r аяал!з rrодсrr

Будеlr предцоJtагать. что Елотцостr п€реIодов сотрJrлЕЕов
lз I-й цралаtш во 2-D, вчбнтпя пз I-fi r 2-fi rрадя{rй црпор
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IговалIЕI lлоtlосrfl tпcl€Baoott l DавЕц е са,/) 4 (J,l ),
иQ,t.l r, rL/2, 6" {з,/) IrB,/) , tTo !,?n,6; :c j.
воtс?lчпЕ8 ЕсоtщаtаltЕцо воеr!фщсвтц. 0бощаш О1 (J. TJ-
=e(J,l)*h(J,l).

fuавсоюэ JrpaBвoElo д[я lвшвGця tгG!сЕЕостl цдlЕпдr-
}Dв Е I-i rэsдаш Е ЕлсрЕалс ct,l lдil псеl с!сдпщl
вlд:

r, {э * ьэ,f t дtr2 = r, {l,il _ 6, сl, t) r, (ё,t) лl,
rTe дt = дs . разлагая rr{5+Д3rl*дl), ряI по форчlб
Тоf,.пора ддя ФrвЕпr дlDт порIсЕц I IсЕDtея I, <з, t ) lз
06сЕ час?с! ураlвGшя, поryш

ry А5 + ry ^t 
:-8 (J,t) In rа,t lдt.

O/"t=/, окон_

aL а.l
; + ff =- 6,,(5,1)r, сз,t1, (I)

Бапавсоюо JrравЕспс для lзхсвGпя tгcJtвBвocтr шrдцд/у-
IoE во 2-f, rрапаlш в lвtсрвалс Ct,l +Дtl с учстоц BoвIc-
Eocll пербIqдов шцlЕtдrуIэв rз I_t црвJtащ во 2_э цее! сле_
дщ! цд:

I.{э * л5,1*at) = Iy'1,il -o"cc,l l I)u,llдl + еu,t) Ir 6,t )дt.
Прrаэоля поGtодоЕатодьЕосtь тоI re опсращi, tlTo ! в пврвоп
cJýFtаo, подrп. уFЕопIс

щ
0э

- # = - оrсо,l)Iэсс,l) * ec1,|ll, сз, / ).

!Ё

Пqцсль оос чеоп ва Д/ r JFпrцэая. чrо Д
tlararEвo цссI

Q)

Вводя вэrшr! цDедсt d лм щ)qдоЕтеrьвостl прбшаrпя ш-
дtвщrуЕв в оDгаlпsащ, буд€r сrпт8tь, !по урашспя (I) r
(2) пегт rcсю лм t >о 1 О4 5< с.).

Начепlвшо усIоЕя для JrpsЕtrGвrt (I) r (2) эsдtlп. оdштш
сЕособоI:

.fr

ф

r, cJ,0) = r,
,д" r, <s), r,

сэц tr(5,0)=4(J), о<3<ц), (3)

(J,' - rзЕGсtшсэ в€отрlпtsrеtьвце Фlшсщ. В ка_
частЕс граlfЕц yqroE:! Dассrctр. е'tGлtr,шгэ:
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r,rаЬ=!{r,сэ,h I,сэ,!1* qrэ,ll I"tэ,Ь Jds , t ,о, (4)

Ircoll: qt >о. (5)

IИsсс itpтЕШ, в ЕотоDоп цеtся ршfirо сфшдровsвsоl 9а-
даtг, 88впсrt оt rрсdоэавril, валапащ Еа воs{Dщвtч f, t
е16" l Счцщ rr{cl , trСЭl . Буlоr цЁлпrлагаtь, tгo
Фувщ lrrsl, Ir{o) , воЕФпtrсЕrч tд, О,% l lI ЕрсsЕqц-
вцо по / вллtся ЕспDсрЁщaш цa О<5<.,),

Крвоэая 9qлача (I)-(5) опlсща.l дlЕащ ctпyBtTF lал_
ров в сlсtеIб с поg!оrtЕо! qс!€вЕосrъD псроЕала. В оryчао
рsс!пDщо!Gя сIс!!шa, ко1]ц,а pool lпc[cвBoctl !срсовlда оц-
сцвас!ся loвoloпBo Dозрасtащо! fiErщcr .Гrl; (прчвr

f{I.rrr*Irсэlldэ= [col ), 
" 

rт"оооэ lrсrоЕс (4) доr-
rbB d,цть ввЬав члоаr?t) . Б5rдсr с!пtаrD qщ ICtl
всгDсFrшо дфtрсЕIгрусIоД ва f O,*n ). Сrсtоry ураш9п!
(I)-(5) с ЕЕсдсЕЕщ в l?aвftцoc усlоtпо (l) цщс .Гill
вазоЕл зqдачd (Рr.

ПшаlсI, tвo DaпGЕIо зqдац ( Р) Icc? бцlь сDqдGцо l
рsшсЕD пвтеIэа:пъЕою уташевIя Еоссtаповlсцrl. Пусть

Bdl = ! [ r, rr,tl 1(э,l) * orco,l l l. t э,ll! dc.
Прпrcвяя Етод IalErcr€plcrlкl поrylц обrоо ршrrо пЕЕо-
Ёril (I) r (2):

r, сэ,|2 - { В cl, эt + I'cl -эlJ l, L1,1),

I, cc,l t = [ в rt чl, I il - ol /, сэil ! Ч# *
,'(6)

пе l,аз,/1= *r { -! qrtr, r*l,rdrl ость до!я щ GрqЕ

ввовь пIlЕrltu в оргаЕtsавD в юпlт /-J , IовоЁс в rc-
roHT l буryт нцолIrься Е I{ mqддш. lBelotlтlil шсr
шаэп i!унrопя lrсз,fi = 2ар t-l q rцг*t-о/tJ. фдэл
сЕта?ъ, no | сз, /) , /" rз,7)-О лм 5 ) <.,t

Ушоця согrасоваЁr лдя p{ctп! зада!п 1Р1 rcао u-
Iпса!ь слsлýmЕr. оdрэоr:
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r, {о, о) = i i g ts,оl i, tз,о l + о2 (t,o) I, t з,оl} dэ * r'col ;

I,{з,о2=J,,r,r ffi J l5;Ж dtr, Ort--.
Пqдотавляя (6) в (а), поrr]ЕlIач'

B<ll = ! yrr,/r O<t-cl аз r I I?t -.ll / rз,/l dз, (?)

rE}

гд€

7'сэ,/l= р, tз,/Щrэ,/l * €"{з,l) /rсз,l) Irr,t+l-эlеаЦГ*{-э
/.сQ?пt-з)

I,ля со.t<офщкпя Вr/) олрсrcмется чсроз начаJIыlне даннне

В r / l = /, t- t, ol/ | r- /, о,, .

ilосколыgl /(з,tl=О лJlя 5 > cJ , то ypaвEeвle (?) rшlо за_
Iпс8ть в сJIсдmцен щ", 

,

Bcll =7,Ь" ! .,!rз,/lВt.t-3)dз, t >О, (S)

где u

xtll= J r'сt-J)t/(5,/lа'з * J !tэ,/.l В,/-lldэ, t >о. (9

Поlrрснвое .пвеlbtое IнтеграJtъвое урsвпенIе в.еет [пркое Trpl-
IeBeEre в тGоIIп восстаfiовленrя[а,Sj. flутеr подстановкr lz.=

=t-! lTaBBaHre (Е) црrводIтся к f,нтецра.пъвоlry урашешr
Вальтерр вторю родs. r

Bcil = gcll - 
! / r' -u,/) Вruldч, /, > с,

В с.lryчае Ееtrрсршвностl l ограrrrченвосп фуmччП /(t) ,п/С.l,t.,ато ураввснrе rxeeт едЕцстЕсЕпос веЕрсрцвнос решсЕIе д bJ.
Вдшьвс!шеlt оудеu црGдполагать, tгго оrз,ll = о(6;,

yrr.t,/l = И(!)r62(J,t) = O-zr5) . hсшqдуеч _9авIсхюсть ре-
шЬiшя задаd с Pl oi начшыlшх расtrрqдсJtGнlП r, bl , i сзl ъ
атош еltучас.

Пусть r,tэ,/), I"сsrt) l .[,{5,/), ц t+tl - р€шепхя
задаtп 1 Р2, соответствутOЕе ввчлtыIЕI распрсделенrп !, (!),}-;
,!"{Эl 1 j,(5)r./?(5) . Введем сJtедпхще обозначецlя:

.l,
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пФI,(5,/) f q(o12(5,1)J d5,
п (il i, с з, /2 + 6," ccl I. с з,t l J /з,

zrct,t) =r, rэrЬ-r, (!, /), z"lз,/) = f" {з, Ь - I" (4,1),
Rrll = z, (оr/) = Bcil - В сЬ,

f| (' - rn cil - J Сэl, л (il :.г.rз) - I. сsl.
'iтЁ;r?/), zrсз,/1 ,вп8rlся IЕпсЕId следrцс! зqдs-

0z, 0z,
Т + Т= - qo zl(5,t), о< 5, r-l, / > о;

* - # = -626) z2cs,t)t есзlz,{з,t), о< ý<а), t > о;
Zrt5rO) У/Ф 2 22(52O)=Л(r, О< 5t a)i

а)

z,(qb= ! {п(5) ц(5,Ь+q вlz"сs,/lJdз, l ro ;
l)=o, l>o.

Bcll =

Bcil =

it
"I!

22( о,
0тспца

={zrtcr/)
R t,l -зl I rэl, 5. l ,

ъ

7, rэ- fu /,ul /l, сз - tl, э < t ;

z"ts,/)=[RСl-О,/""rl#о", 5,t, 
(Io)

здесь |Л"а).#о!#r"-л,о/,Ц, .|>l .

l,cll = ?{ iu сrllгJ, /.,rl = * { - ! q ctl /г} .

Интег;зрввllлЬ crcTerлr t R) ,rоцо cвoclt к репенlD lнтогреIь-
ного уравненхя восстановrlенrя

РсЬ=I7rэlRt/-элdэ*7с/l, (II)

где 
вз



/csl- 9rо|со +оз(5)

СуЕIця qcb мрел€ляется через
мя t >or.l

Доваrаr G!qц/пýD лоцr.

i (r)/" сзл
(по(l) dг,

п рвва 0

ri
-ппГlд. Вслп ФуввцЕlg|(5) l6r{5) ot-

равlчевц cB€pxJr ва[Q,цt],to су-
f ectEJre, полоll?ельЕаа воЕстаЕ-
та Дr ?аЕая,?чrо лляО4t<п,

1P<llt" l,- ltlpcэlt+lp"blll аr.
ДOI(ДЗАIЕ[!СШ. СогласЕа,о опрqI'еrбЕID,

Rrгl = В<гl- Вr"r= ! пrэtl,цгl - r,{s,пJ dэ +
ц)

) оrсо[Ir(ё,t)- f,сэ,оJ dэ.
огспдв о

ь)а
l R @ l < ! fi GJ l I, ь,о - j с l, ol d, э * 

{ g <о l I"{ с,о - I, а,Ф l d с <

, 
< tr ! lI, rr,", - I,сз,оl d! + tlIeb,t) --f,сз,аl loJ,

rTe l _ пйштелъввя rФсrав?а. lм t >О

l t R ol t lr, * ! t i t 1 r,о, -J вз l l d э *it l,co,rl - I, о,гl l /э fut
06озваш Е"il!ц! IЕtoцвl Е ЕдвDо! всtt чврэ l(t) . Иs
lеDеЕоЕсrЕа (I/) (и. пшrсrrо) шсц лlll baol *ol

д?О 
= ltLа,h-f,в,Ь175 + fll.сl,/l!tr r+btdl<Iyсllr0,

е= {{исgl*lр(ýlJ d5,
TotIa, согtасЕо, ЕсраэоЕсtц, Ilqзrоrrа,

ц(/)< е jГ*рr! llэl dr --/ с c"t- nl,

ф y'c/l. i"rt', l оIФtв?аftпо лlя o<t<o

l t I, сз,Ь - I, сl,ti dэ * j Е, сз,l1 -Irса, Ь l d з *

, . 
"" {17,crll*lлcoIJdl

lPctll< l"'' t ft7,сэлl 4дсоlJ da.

.,

а





т|., ( /-6:'l эF) ,ltr,rrl -6r ;l+l
,t*I,tol

l_
-1rot

(/-6, ,l . e"t ,rle,, - @o|.t #){l*o;'t #) 'О'( lФ: )

Ысаъ Ir| =.( rэ, ц, l, а€ ) ; I:, = I"{ s, лё, !, аЕ ) ; а r" 
t 

= Q trs, ! l д BI ;

o"l = 9У15*!1 bEJ; of,'t= 62[(ý* !)дёJ i l = о,... Т ;

_5-а-., S. r -Счет по Grelg щЕо BаtIa?E, эадаыIсь EatBJlbEщ лэяшzt-,r-
=rr{!), I!.r=40) , дgлее ""* прqдоо"е!с8 по слош. Kjr-

ДОО вОво€ Еrблiшrе мя tr(orr) чq,сrяется по (ррrryло

I|i'-ae cJri'l |, *2oI't t!,,l.
Пусть Р - доIJI лц, досtIпащ вfrор! грдяrrr. IhoT-

вос!ЕЕе @ ,/,tll, ёсзl, Рrtзt оЕредоляmся таml оОраэФi,
qо //(J) d3 rlЕrrl€rся сгrlосптlвлlвщ tEcrfl -lтгвццтrr.ов сре_
лI внбщ пз первоi црqдшщ, cтal раOотч воторц в жDiевт
шбнrrя прЕqдлоЕт Е"орва,ry (t.! +d3) , ССЭldЗ _ оlвосп_
1.lалшцI tцс!il -rцtгпчIуг.ов clЕ!tr порохоллцI во BToIlyT црада-
цD, ctal рбопr воtорп ЕIп Еерсqде ЕрхЕадJtедт lE?elEary
Вr! tdt) , frtlldl - оlЕосr!аIъпцI tпсJоч щtrвцул.ов ср0-
.щ цбшащ lэ второ! црqддш, врапя прэбtвашя кO8орц в
эtоl цплдrш ЕщqддбЕl ЕrерЕа[у ц5, J +dt2 . 0боэваш
чорвэ|rоr4til дв лц, ос?ащся в перво! l второ! грqда-
цrц coolBo{rctEeEвo, шбя crаl рабmв Е оргаЕIзsщп J . Тогдs

б,tll =9,н) +О6)= 1|-Р) # -' # '
б.{!) = ,Р!ёСzlDz сэ-zl/r 

,
,r r"'

В вапеr с.ryчае фушсш Рrrз1, Ftl1,/"rзl бчл аппроксlпрва_
Ец rctqлrl Iз ретрсtrекtтшЕ давЕцх о Евал(FlсдtrоЕно_доrtllо_
cTHol .щпапЕе вфпвr.( ,садрв в С0 ДI СССР с поllошIt сrед,D_
!шк крrвц:

Q сз l = оrоЭ Вryf-а2аS r эJ + q оsбrа2ry f - оrtzн з J,
еб

!а
,
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ёrо= 217254.1o-? 6" ч {- t,15+ГЗl,
Р" tэl =Qo22' 5 ар {- qr s l.
Фшсttсвсrая ЕDпвая ллlщI облgi qсrеввостп соtпrлЕюв

рассrвтrващ, катоюlri эа I8-retв! trоrол (1960,19?8 тт.)
ашроrссшроЕва сподrшDr обравс:

,,r,_| l+0,2зt2 o<l<5,J'u =l 2,/ý * qоg2 (/ -ý) , 5, t < t8,

Ошпýш I1CO, f26l бвЕ вцб1nЕr ЕроlsЕоrьво. Вчпслешя про-
BoJшJIвcb ва ЭВI БЭСl|4 с цагс вs llаtвflolвol EpmylcibEol
сепG8, рsэsш 0,0б. Для црварr ýъстцтеЕвосrт рэпеd ш-
делl оtlосlтеrьпо цqдвоl Ефр.аIщ бUд щодоЕЕ рtсчетц
Еш рвшrmп вачальпц даннц t парilетI]rесвоl варпяtFr зрц-
w.fi, Р, Р" . Ввраtпя lирsштрв обеспотваш qдцг юдl
,,"ri,il rэ frrвш frrё, Ре в Ерочоryтко [Мо,/, /ylo+/J, tтie
Мr- эваченпе шqдд Ерп IсхqшоП апгровсшш. Резулътатн

tпGпеввою экспеIfшgвта с lqд6rьпl в тра{rчесвоt Фрaо Ерsл-
ставJIенц на lxс}пr8ах.

OпrcтпI, что в9согласоэанвость ваtlалцц дsЕцц с Ероцос_
соI попо.щеЕдя персовала сlс?еIн ЕIпвод? к спsвообраэвФýr
разрЕу Суrпош Btll ь тоце l = О п, слqдователшо, ра9lrцr
Фвкщr Iru,ll п I.B,l) на лrпII l-э=О . Абсоштпая вел-
tltrHа скдrЕса, клз вцдlо Ез Iас. 2 п 3, явIяется убшашэl по
Iepe роста l . Слабая wвствlтепъвость р€шешП Е ваFsшfl
коэфФlц€втов утsвве}rдЁ це поэЕоIяоt вqдеятюя, чiто сцrчаШш
фJгукryащ Е среде (не уrптнваешrе даrшоl юделъп) Ее бyryt
оказцвать суцес?венного воqдеПстшя Еа лшлпlqr Ероцесса l вЕ_
эввать боJtDпхе оп(Jrонеппя от пропlоэа по IатеIатIчесIсI оЕ-
данlfl.

TaKul,t образоri, прведенное Есqrtедоваlпе Еоr€зцЕает, tго
построеннsя лrнеlnlsя детерfiЕrрваЕная Iодеrь достатоtпо qдек-
вапlо опrсцвает процесс квsллiрiка,tпонно_долшоствой лlsаш(l
наутrшх tФдров п мохет бmь пспо,llъэоЕанs длI гровоэ8 lпсrен-
ностп l стIуктутц кqдров в к[упнц HayttнKx оргацlздtrп.

,L

с

t,,7



\
a,

0.5 i
:
:

0.{ +

:
1

0.5 +

1-т
J_

+0J+

*
4-: -_:
=-::=

/'Раrуьпап боЭнуqgцаj Ф-цuч С

рфчпьпап Соэнyrltцнuя Q- ч ч ч Q"

рсrульпап lазнученп Ф,чап tf.

t (d гоlаr)

с с lc lэ 2а 2э
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IIилOIЕil,lв

ТLустъ Вr/l - зацаlf,lая нопрsЁщаJr ФЁrqпя. Рассютрш
слqд}тшчт задаw t Р) z

аL аLг
;; t ff=-[r,o+0Ф]I,6,!), o1!<al, l >о;

ildI
ff * Ff = -62(Ql.u,ll+ ОG)r,сJ,l), 0< з<Q), t >О;

i-, {Jro) = Irсэl, Irtз,о = Ir{il, 0< s< al-
rrro,1l = Bcl), .Гrсо,h=О, t >О.

Исоlедуеч з8впспхость решешя это! зqдав ог начаrlцц
д8}пц.

Гlусть f.B). L tз l " r, ul , i. tэl _ отлrчпне паtЕrьЕц€
даднче в эsiаче <-Р1 i r,B,/l, I.ci,/l з j6,tl, Irra/l - 

'сЕо-шre ФЕ(tцп, соответстц/шше этir н8rrальЕцI дацвщ. Фпсгру€I
тоqtу ( Jo, lo ) Е обознаш,

Ii,hl:r,|lo*l,/.*l),
Ii t hl = I" {!о+ Ъ, lo* L),

0.10

0.0l

0.Ф
s (0 гоiаr )

0toaJo
РИС,3. КрцOra nJro]ncf,l рlзФrtrпrrr rrоir.ц nprtr0rlrrr С cacaaaa

.[Umro.c пapсоrara Crr цlr0tt0цlшr0лrrсOtцrзr 0 ;оlrш
фrноrц t{,l,цlt 2Cr2' a. са.о Фrlrччч
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9ichl -и {Jo*22,

е"СL)= o(5o+f"1,

О!сЬ=6z(зо+h).
В лалrцеШа, tax, ITe эrо Ео ш8оЕl ЕедоInЕуlопf,r з!Еtсц-
Еая ,tl ftrЕцщ, бдш опусватъ sDlтЕвт. Вцоль хаDапгоЕlсtп_-
ЕrЕIЕqIде! чераз toBy 1зо, to 1 , lrIвЕовIя зnмg С Р')
сDqцЕGrI в обшовщш .цфорщеrцщ зrрЕрrш:

Ii'= -9i!,"- еО/rО,

, Iro'= -oiIr" + o"r|

Ii'=,riIi -o"r:,

Ii'=-o; Ij * e/'i.
trlсэвапя ЕоtцаЕо€ вUtпtапо, поlуlщ

r;'-7,"'=- r:tI: -t] - a"[I: -i],
t'-l;'= -o!tI!, t|!.* 0Tr: -Ц],

ьр лЪiцо fроr."qЙ""-* iii -С t t Ei-i,t , lЕ€I
tli -ti t'" t qп(I: -I:)]C"'-r:i( -е, tIi-| t

I

t Ii - r! k t qп с Ij -IilJ cIi'- ф -
<[ rgo,Гi-tillgotIi-|il e'lIi -t l,

17(B

/al.x-', ,z * О,

*

0 3 =о.
L

д

_Jr

,
0тсщдЕ

lIIrll -I|dl/-E|ro-Iicoll< - te'c-lrir-l -tol ldz,
l i! с Ь - I, r Ь/ - /|О ro) - lr"rc) /.

" ) у" IIir.l -r,"r.zilл7п[Irао-Ir?чJе?zl Еiсzl-t,Ъл/dа
ю



а

llocKo.1blg qп tI|сэ l - I irz l 1 qп [r! c-.t - IrЪ i - /< О, то

l I i r Ь - / ic t l / + / Flc tl - I! сА l / - /d? ol - I i ol / - / I|i о - /! cotk а
ilycTb 5, t; .rо=О, to=/-7, zl-зl. . Тогла

i I,c.t,/l -I,B,ll / * /I" u,/l - I, сl,/л/< / Бrl-sl - Е t/ -il/.
IIусть 3 >l i J.= 5- / , /" =4 h=/ . Тогда

I i, a,/t - | цЬ / *й+/ l -4 цЬ/ < Ц в - /l -J а - /l / * /f сэ - Ь -I. rЗ - /l /.

Из этого следует. чtо дм /<ц)
?

J {lIcr,tl -I сэ,/л/ +irrз,/l -| H,/l/J dз <

* j t В r"., - В rtl ldr jL,r, 
- I, а l l / э * ТlI,, о, - I" со / d l <

-* I t Всr.' - Bo/dr * i|6,tll -r, clll 'tIrсО -IrcotJ Jз. ( I 
/)
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