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0 IIрOизвOдпOR штЕrfiшрА лOкмЕlO-JIипltlиIIЕвш Функчм

0.В.Левqц

0. ОтобраrоЕtr€r сопоставIIJIDщее ЕФIдоrry субшвйоlry CEEItro-
щоЕа-ry тощ Штеfrера его опорою lшolacтBa, облцлает цеrшl
рдс gа[lсчаtолъЕц cBolcTB l lнтороспцх Ерцщеп! (сш.[i-loJ).
В эаrоrпе сrрlтся векоrорое расЕрос"раЕеЕlб этого отобрrе-
пIя Еа власс локальво-Jцrrппrцевц Фщ!. Пр этош окаацваотся,
что таIос рgспросlтвЕ€ше ва Еросrтавстю фувrщ!, пlвшI
lIрФзЕоЕЕе по Еац)авлепlfl , l/loEo осуц€ствrть еЕЕствещшl
способоч. Этот фвт япя4оItчев oдtяствсЕЕ(юtr точп tЛтеIвор
па совоцЕllос?r вомIиктнцх $ry&шп пQдlвоаеств копаlвохеIвого
евклIдова ЕростFЕстЕ [Z J. Устанавlпваt}тся Еевогорше ЕраЕлs
вцtцсJtбЕrя п(ютроенЕою отобраlенЕя для слопtоi (Irушстп. С по-
хоцш ЕредJtоrенпцх постренпfi поlцлепо пеобходrпlое усдовlе
эксФаlryIа локЕJrъво{Епшщепlл{ фуЕgпfi, а такяв фрryш ддя
нахоIдаЕrя пDсtrзводвоЁ iи9DIФ.

t. пусть-_тб РО. ч"р"Ъ /.ipci, P)ýyo"u обозвачать rшo-
IocTBo i!увщ!, ле!стцщry # R^ в Р', ,акп,, что дJrrI EaI-
доi Фупrсщ ,l (17<а, R)неlцеtся таЕая опрестпостъZ точ-
rЦ i , то,/ }повltатворяет усJIовпD jШrпrrца не Z , а через

tcR?R'l бупоr обозначатъ шrоlество лв9!tнък опвраторв, де!-
Ъ-йлй-r" Rn ь,?I . оор"r"fi шар в fо рдгу"Ь е -с цопт-
роa в точкс5 обознаш ча э$.(а), е есп;Е =С , то
B_ca1.1, . Пусть (.r.)., - скаi'дрное пропзведеп!е в гпJIь
ОЪilmюr rrfrocTpllcTBe Li с В", R*1 ,,т.е. для .lшбц /= (/,'...
..., /r ), f = rfi..., /r', ti с В", RIl

!,
, /, rL = ё Jъ 7!l с?.), g' t гl dг -
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пусть/С!СRiR\я ё>О PaccMoTpпrir "yr"o"lf В., опе-
р""ор"/ u^8* Такttак ё#О ,rоlf бо шродо.lпiется
лгпейно на l( - е.Еинствевнцr, способоr; знаФт,, Moпlo счптать,
что / r R! R9- подrrр*rр€lнстю ь l" ( 8е , Pr) . Jhя кацдого

/ € Lr,p io, R') наllдется ео'9 таТ<ое, что для лбого €( (О,€о)
Ёшопнlrетсi llп ( L^( 8., Rr) . По.ltагаеш по оцредеJIеЕrD.

что st",! еiтiЪртоiона.fрная iроекwпf |в. на подцрqqтрал-
ство ;/. Ri RIl в п[льбертовом прстраgсiве L" {В., R)мя
эсех d С (О,t").

]lрпзводной l.llTelhepa функIл[Е / С Ltp rО, РjвЕулQ будеш ва-
зшват ъ мяопество s t / = с=о t {zз s / 

ё/t,' $е {::а s / О/ 
озпачэвт

СОВОКУПНОСТ Ь ЕРqДЦОВ . В]СеХ СХОДЩЛХСЯ ЕОДПОСЛqЦОВаТе,ПШОСТеf,

'/"/ 
, а бС33 st'rl) - ето заlоýrутая вшщFцая оболовса.

Пропзводtой.ШтеlПера ФIf,ýцrп qc Lipci,,?l" ,оо" fr Оу-
дем назЕват ъ s ta Yr-Tl - ýt rl (aa-.E).l

Из опрделен!я легко поlrуrпть следrпщее
ПРRlЦOПЕlИЕ T.I. П ро Е з водF а я ш т е ! Е е ра

зlо/ функ чпl r!(/,iрсirR"l - Еепустое
вцпуклое подшнопество slСRiRrt.

Бlцеш обозначать склшIжое проЕзвqцевlе в еваJIIдок)I цр-
странстве ВОчереэ 1.,,) . Нетрtrпно Еокаэатъ, чю для бого
е > О суцестцrет тасое J (е ) , чю для Jшбц век"оров суС R*

I(-,/): !rё) J tzr?)(/trldr.
чере_э (S/ё.!_).t булы обозначать эвачеЕrе ;шtеfiою операfiц}е

St"/ от Йктор r с R*.
hргллсшптlв I.2. д л я л п б о l о /( Laf(aRl1" " -полняется

t s/ |l.z = t ( Е) !,-,D. / с) dг.Bc-l
доlilздтшюШ. Летво зшеЙть, тrIо Jl|- ol'l:..., sl"/).

Поэтоlцу дфтатоtlво доr€зать Eps[rбrye дiя k. 1 . Пз оЕрqде-
леЕf,я s tor!. "лщет, 

тю ,l, / - s/2= d лдя .бою l €

ctcRi Pl1. мачт,
rР
J ц.z,гl,/ rodT = !,а,Dяl'/lгdп (r)
Ьаф

*

+
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тав кац slc( С ! с Ro, R') , то lioпo сtптвrь, во st| С R'
l cstelli = бtе/,r). Тоц,а пз оцрqлалеЕIя s(6)пfolчаем

cste/la =!(ё) J e,Tl,cst'7l"d".
0тсща п rз (r) ЕоIучасri rтоОу&ов.. ПЁддсоrrс доказапо.

2. Дрlее Ear. повqдобIтся поЕrтttе щlоrзвптвоЁ Iйарпа

[II-I2]. Щусть -7 е R^, /С Lcp cE,,Q'2. Пропзвошо! Mapta
ФуЕd ,! ,эювоЕ вСзшаотся_шссстк) d/cal =
:а {Ё { t!t.,JД J , "л" // оffачаоl йпзвqдryп Феше

ФЕЕщ/ Ьtоввс.- ТЮfuД2.I.Оператор Sf обладабт
слодуDц!II сво!ствашr :

Tl stсУ"Т2=ýl/"а, r д о ?Z _ лgр т о г о _

велъв,ос пр'ообразовlвrв l( ;

zl stce..!,+1..r?,цcln,sl| +а, , з7Д д л я
л п d g xj,,e"e-R'l /r, Д ( Llp@, R|);

эl sl7. d7 rol.
ДСК^ЗЛТВlТЮtЗO. Пусть Z __ортогша.!ъвоо пробрэованпе

R".lм.бого в.вtорsд€ RО шrеом

с st 
аР z са ) - б G ), lrо о r.r, / cTl dt, з се1, lr tТп, ol \rоdr,

tто V' - оп€ратор, ЪопрвевпЩ в lZ . Ео тав"мк 7 - орто-.
гоlаIцоa tтрообразоЕаЕв, ro l'nt-' . Испопьвуя фотпryлу
заIсвс ЕсрIопвьп в Kp8THOr Евт€црале, воrгучаем

,
л се l, ! сr, о, ! rz rrl dг = с sl" r/ " ?z )) z i

t.a. tlоЕаsад , "3 
St'сУ"zl =sle/ "3 . взЕ пIЕделъпое

Ео[сс!ц) r эощfтD ЕнIцуц.щrэ обопощ от обеlх частеi рsвеЕ-
с?ва, поr]паеu Sl7oZ - St c/oVL. Первое своПство докsзаво.

Доваrа тспврi второ€ cBoicTBo. Пусть ,!r,r!"(/,lp rО, R|.'
l пустъ cпBlBrl,r,o{r2O. Тах вап опсратор glJ лtrпеея. тс
sle rаrrl, +JrA) ='lr|si\ +J2 dёД . 3натт, st cl,,f, * 

,

:*!;iidl",#/;fti!!B;Y;;E;"},I",f ."'iZ;?,\i'qi.!i,=
=st't-/(чl).lts свойства Т сле.Еует, qto ( St/(з)i =

-tslli cll . А тап ках s// _ rrпоtество .lппЪfiпц операто-
роi, ЪЬ cs/7lr-/l= -G/ptt) . $tаtпт, Jl c/l= -s[/
Сво!ство 2 допазанс. 
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JLпя доказателцэтва,своilс_тва 3 ваш ЕоЕqдоdrтся сладrцd
факт. Пусть /,RЪR|7:!ЪR, /п! - tЕтеIтпtrг€tltцв

у#r. Чffi ":ffi #"?",,,ffiь:j q3:,'#,шбого

l acat.! c.zlda - I оr.r. cd.z.
Вшберем ,лпS 

О4, 
"" 

**о*" l'Йq;шп'цево!. пусrь_с__
прпзвоJтьЕьй еiпгтдlr B"KTot' пз Р'. ToIлa ваtдется в,?'
тл(ой оутогонаIЕпd аеэпс{е|...,е"J, чrо 2'=.z.IIусть в
этом базпсе г-(Г!..., Го) , тоIла, IтрЕиеЕяя теорему Фуdшп,
поrrг{аем -arl-t:'
< s t'Y l, = J о ! сr, э l / r о /г = э G ) !" _, d с :. г _2!" У;)/сrir.l
Но в_сп.lу вшббр // пrпошяетоя-Сlq,.*2= ?' . lцeyаВrl.Ф а6!..r) cr?!..t'l

l c,.l,lrtldt'= t ?l1rlсоdr|= t_,q/r.c/cn -
-оiri iэ ' -.,,,|,ir::::'"l.rTi,

- / к О, Г,2, . . ., r Ч) / 
"' lJ о *|"ii / 

к о' r 1 -. ., r 1l dr'.
После.шее слагаемое равно пf,лп. Так кав лппщсва Фувщlя
яв,цется абсоштно неrrрершвоf,, то по ,вopalo JIебага о
восстапов,Iенrr абсо.,mтно ЕеIrрерЕпо' (IЕпIкщ по ее цроlз-

€

ъ

водпоf, [ tSJ поlтr,чаек ac!-fl l
с s l 

ер с =ле, I _ l ": "1 1;: !;, 
j 
t, 

"' " 
1...,, ",'.' 

lil d r' =, ,!-'

= to ! [G,f 
./,ir:r:...,",, tсldг,/{ .

отоrцестЪпr IсRiR\ с R.o'* . JIля iшбою .rеRп веВ-
дется тлое Y,claR"'t, Rk2 , qо /(-)= Xrt) дtя лIF
аоrо /€,YсRi Р'r. то"д"

с зl"7 l.z - 5 (ё) .х 
с ! !,c,t. {r":, :..,, r,, 

d rd/ l.
А знаwт, ка( бшо замефво вше, ваiдбтся ?аЕое С С

ф/rI.r' R"'д ' tПо l.
! [',i:j' д.lr!....tп) аrй = I lro,te, cdtdl ;

i.Ъ. о "tffi!;ýt7 -". r-о- /h, . 3ваwт,!i* s/ё7 с
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( /1а!:, _=й ,Or:", = а!О) . Teopelra доказана.
ПуJdь"Ъ opo"rj#di"" Lip,O,R') зЙана norцr"opr" il! [* -

= lпfс irll , це ct!) - Teioe мноIество, тоrс€ Сt/)'тоtла п
тоtБко ,iогда, когда найдется такая окрстность куля, что r/ бу-
дет повдетворятъ на неR ycJtoBпD jIпшща с коцстантой С,

СЛЦШlЪl,tЕ. 0ператор Jf, сохраняет по_
лунорму 1.1* , т.е для лпбоtоД<s!!
в :J п о л н я е т с я lAl'<l/t'

JИя довазатеJtъств€l следствпя достатоttно заметпть, что дJIя
лбого7r| < 3/rо; внпоrrпяется lДl'< lll' , ш прrrЕнхть своfiство
3 теореlлr.

Испшlьэуя теореl4lлп.сJIедствхе, а TaKIe своЛство €дrЕствен-
ностп тоqм lllTelEepa lZJ , нетупно показать, что вЕполняеtся
слещпщсе

ЗАilВЦПШЕ. ПроrзвQшtая Штеfшер суб.rшнейtого apJпKltroнerla
есть тоttrса штеltrера ею оIIоFого мнопества.

Следствпе к теорче I.2 шопtо ЕескоJrы(о усплпть. А пшенЕо.
Heтpyтlo доt€зать, .lTo оператор Jl сохраняет полуt{орry

t.!t =Бt z r-rо ""' 
l/[1,r6.rа2,П.r.

3. Пусть iе-Ро Булеш йоз'начать череэ9'ti,Р'rпрострая-
ство юбх фрrкпП пэ Li7эri,R'l r пшспш( в тотсе1! проlзвод-
нце по нstrравлеЕIяш, т.е. когда лля каIдопо lr( К .gJцa.r*a,
/;=,Иqlа*еhD-/Ёil/с . Ес,п ft =О , To/i оудеu
обоiнаiать через t . Нетрпдо показать, что лля Jшбоfi (yttK-
wl tC9'<.r, Rl ) '"е пропзводЕая /! ""r" 

по,IоЕте,tъпо одно-

рдпrf, негрершшП оперsтор.
ТЮРПiА 3.I. Лл.я л Dб о I фу н к цп пr|еg'са,R')

пreы sl/(lcPi RIl. п у с т L q.y ц q.с 
" "У_":_ !,ц "одн о о т оо ра I е нr eJl:?'(O,irjT!?i: ir|,'

обладаDцее своilстваJмr I-3 пз
теореuц 2 . l, тогд "St-st|9.ro,nis'лOм3АтВлtсlъ0. нетDудяо захетпть. tпо длrI JЕOбоД фуmtщп

!(9t0, Рr2 вшошяпi" /to=/rolir!?cl+O,tt,z /' .-пpвr""",
lrредrtшепlе I.2, по.lýrчаеl ýtr! = 317 . _Но ,/' _ пgпоцтqцьнр
одlородшrП оп€ратор, эаетдt,' sl"'/7- 5/ее7'! 5l/'c t, RI R^)

IIервое утвеDIденле теорехц доI€зано.
Второе утвершенпе достатоqно докаэать мя k = У Tart

кл( своПствs предднеrВостп, непрерцвностll Е пнварЕаятlостl, от-
носптеrrы{о двпхенпя опрелелmт Totп(y !:iтеипера едttнственlluм

6(,

Ё

,
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1,

cпocoбolrJ то !з зцсtцЕlя к ?сорЕ 2.I слеryот, tпo опсра"орч
3n l St сошадаDЕ Еа rцоассlэ. субlшоfuп ftrщгодалов.

3ваtпt, оЕ ооввqдg;}l Еа rtr.шGrвоl оdо!оЕс Xia (9J). Ьао
сtцтаtъ, qottac9l вIщ€Ео в Irростаяство Есtrрaпшfi Фг!t-
Itrгfi ва ещто! оФaре, коIоре ш будем обозвачать черезЪсý"j
А тап кав в эш цростравстЕ Уао cQl - Ilgпtвtтa, раздсдпцая
Totцlr то Ео тборfiс Стоута - BafiepTpcca Gа IцotB! Bc(So'')
c roпoloпct paшilcpвor с8qщосп.t!9по,Iъзуя тсЕерь сJIGдсIшG
к Teolвrro 2.I, поlцпаеlr, чго ýl Е Sl сошадаDt Еа шЕоlбст-
ве всqf, пФ[Фтапво 9днорощЕ 6уrпolЙ пзLiрсOrРft1. Слодо.
ватепьно, sff - yt/l= s-l/'= 9l У . ,Teoplв допазапа.

4. ItsOPIilд 4.I. П Ус т ь'0: Rt * R-, т о гд а
еслr q дпфФср"ffцlруеша в точкс
/rat, От о sla9"/).1Irar"slz/.' ДOМЗАТЕ'IЮlВ0. Сначалй дойrаr idopglry дця сJýвая, вогда
qc ttR| РП) . tlМgu /,rstc/lc= Lбо).!rа,о!rrldil =
"= t С ), ! (z,Гt!. lrо dг = r s/ е 

r/, ф l z .'tЛш ооrrylпlп, то
slc cL*/t-L.s:/!. зшеtшtl, io ЕоL[Д1=l@ДJ мя.шбого
дс R" . l,E шоlr' s/e (L,/ )= Ф llrrz slё1/. " ,{с.l-i))с
с L [ тD .*rа S/ / rz- з i = l. s/a / . w"r" мrcръ _Q поыIотворябт

:;:#;";ж: ;ж; r, ( iK {"! г,!#1,I( :: ; а,., -
! lrirl - о i, : а j, т, е - s!" с7с/ cзlll 

"- 
s la !!lra, r / е l - / ri D,

а'зЕачt?, sti(r"/). ?iral о Sta / . ТоОроха докэзапа.
из тоор€хн лGгко поJryчаDтся qпсдlIщс дч сJIсдсrвпя.
слцдстВ{Е 4.I. В с л- l, ýl.t€t-( Ri Rrl , т о

sft r/"g),g/rar"lla/. 4 r

слЕrcВиЕ'4.2.с о зцавоll вклDчсЕrя
впра_во ( а в случао r ко tl,aSlrr!(
tttRiR'l , to со звакоll равевства)
для проlзводноt Што!ясра ворЕн
прsвlла лlфФ€рспцlровевля суuшн,
РаЗНОСТП, Ч8СТВОГО, trРОI3ВСДС-
Епя двух фувпцпf, п !.п. ] .

НадIпмор, lM /, g с9 r RiRlплеом s fu r/, g l - /rC l, s Ь ? *
- 

'€' 
,{la!..r:) , пП* п^ . тоrта б вазшаотся ювоfi

локалЕlого экстреrryilа c,yEKIm / , всл вs!д€тся ?sЕая callcT-
€,т

€
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нф,Еъu юtпq i , аю t(a) будет Еаrdолt@l Iлl папшенF

реtqя ЕовооцЕа,Iво.
тюРЕiА5.I.Еслп а - точЕа локаль-

Еого aKcTpeIyIa Фувк л,llr!сLiрсi,,QLs,
то для лэбоtоАсslа/ вцполвяется
lAl; <F ry,".

ДШАЗАlЕ[IСmO. Без оrрашч€шя общЕосtв rcЕо сtштатъ,
что.f .4 /co1.o l5 - Totпa лоЕашпого l@0ша, т.е.
па вовоюро! срсrвостr wм r|rаПО. Так ваrс sl-rl рляется
орrоrшалъво! гроаrrпеi / , "6 Q,slе74 =Glё7, st"/i
fraET,

t G ts t Ие - F о l l 7 t, 
_ ir+/ r, { t s t I l! - f; t з l'7 t, tt ! ll, ) =

= #tц{t/, sl|ц - t lr/'7t, t/le ).

фдеч дшаэшать, mо ато вЕраIsЕrе Iевше .шбо равно ну-
лD, а лля этою достатоtцо поI€зать, тго таш будет вЕрале-
ше в скобкц, Kolopoe рашо

а

2 S/,t"t'-

a

+Z

lcn/'f l,r,
Jlалое оdош aml $} = 8, П | Sl'7l >^OJ . Бутеш paccr,аTIшBaтb те

Е >о , дJIII котоЕд ,Irtl>oia В" . Тогда [!;.s/'7' -.
< j/З/"/' . Уоrо"r, no {cst|'l = ro{ rsl'ii)2 Е

пёfiользуя веравепство ГапьцеЙ, продоrпае}r dепотry неравенств

i !,t' u'1' -9 Е i !, o/'7'r
t.t 

'i
t;'!',

2
ý.

@
,9эоt l!,
lАr:lg l't

{ cst'7'f !, rs/?'l' S rti:'
,;l

вцпоIняется

+

tНо Ео веравевстпу Кш _ Б}нявовского вослед{ее
хшше Jшбо РаВВО НУЛП, Т.е. Шi ПОЕа3&'I}l, ЧТО ;1

lc
l;

. д зваt{хт, лпя lшбоr"о д( Si/
Teopelra доказ€lна

вцDахевие
.cilsl'7l"

ДаДml теперь невогор}rD геометршческ]rь иIlтерпретацrо тсо-
реlш 5.I. В слlrчве. котта r!е 9',z,,{^2 , мо.во считать, tпо

6?



л_

по,rуторlа l/,/j. поэуепа скsляIвш проlзЕsдоЕы С/,Р2 '
--50)t/!, q!l,. Torтa теораry mЕо форryщровать так:
"Еслt а *--эЁЙфшлзпая 

поt8а, ю утоJI rcrщr вевторш ,/ п
ttлоскостьD ;швеffiп оЕоFsорв долIев бrпь болrшо, чеч'7/4 i

6. ТЕOРЕ,lД6.I. Для лDОоI фуЕкцI в / (
С LipcE,PLl g чп о л в я е т с я

1ycal=.П,.,a U st,!,
tдеO(g) - rHoIecTBo окрестЕостеfi
точкп.Е , нз котор:нх / является
лпЕlIпцевоg фупкцrеfi.

ДOI(AЗАТЕIIЮIВQ. }tэ_огрелелеппя пропзвqддоil Ifiаlша леrто
попJпается, 

"rо 
/rry 0/rZlсjУ761.6п"до""r"п""о, для лбою

z+,
f >о сщест'Jуета)(о(i)такое, что

0/ral *4 =.!_ d/col.
А тлс кав wоrестюlУr.zl*Q эаrlшlуто п вщтtJIо, то

d7rzl * В", а lJ dqrэl,
I,tэ теоршr 2.I оtqдrет, чtо Str1! С 2/rrl. fuaтT,

d(ral * 4, а Ц d/crl, б,l/_ s/, у.
Взяв персечеЕrе по всеu € > О, поrцгIаеш

d-lсаl=П rdlril*В^lэU ф Lj st_/.
' сrо l ё- .|ов, ziцt 2l

Вк.lшегяе шево докilэапо. Докаrеrr вшrяеЕхе шрво. По опр-
деrlеяпD,

dy,al =, 
{ !з /! t. 1/:,э l.rry /:J

Но шIя Bc9x.z такпl(, lпо суцеству", оро7з"опва" /J , шво-
rество S/. / состопт из одЕоfi ,оw {' . 3ваwт,

. ilral=a { !* /! |,,J/:,З аз /: J =_r -
= ф l !з sl.yl, , j!!, J Zп /! }..!,r, б L) st, /.

Теореlв доltазана.
Автор вшраrает г.lчбок}rD благодарость Г.П.Акшову, с.с. lý-

татеJIадзе ш А.Г. ýсраеву зс постоrЕIпое внхtаЕпе к работе.
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