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в рбmе црqдлагается внутреввяя хараtстершсlпка шасса
операторов, аЕаJtогЕtпlц Фушщ Шешш для реIулщ)пtц пIт на
шотFческош кошпале tT,Zl . Центрльпуп ропь в постренпх Е
пссJIедоЕаппп атЕ( опеI)аторв шрает вадлепащдя шетрпзащя
!РОСТРаВСТва но4\ппlаgЕ* реtтлярвlD( фrrд(lцfi шtшества, осво-
ваяЕая на хдеЕ цзвествц работ Л.В.Кавторовпча [ЗJ п Л.В.
Гъавтороввча - Г.Ш.Рубшштеtца [aJ. Поученrшв ;взультатш
связшщ с проФrешоfi стоеЕIя f,ер реIтлярЕц пгр [S,ОJ. В

работе lспольsуется терппводоrтя п обоэпачеппrI, цщятце в
lz,,t].

I. Пргвqдеш веоSOплпше понrlтпя I фрчлрошtш освоЕщ
результатов. Пусть U - пропзволъвшfi шетрlческпf, к)r.паат с
хетщоfi р . Борлевскуп алгеору о будеlr обозвачать черз
Z , а Ёовоlryшrостъ вс€8 копечцщ Z *змершсп ра96ЕеЕfi
Z. Z - чвщз j <et . Попоrпr Е = JJrЕсц пд.llя каrпоfi

щ u,Z*RiTco1-o, а ?={err'.'.-.,€rnJeЕ, *sду"
fвJ, оорsд".-, Ео.lшвоrцадlsут разЕостъ

а(?)= 2 _ с/)л-,,, ас (/ е. l' с)Е {|r",, лJ iёч , -

(qдесь I далое /al/ - tцспо шеIептов c.J_). Еетrгдо пока-
9ать, чтtо для шеI е €2, ? = {ёrr..., tnl € Ecij спDавsц-
JцBo ,оц,есIво

vG) - :.._ а(?а), (I.I)
цlСN? ( ,
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где NU = l|,..., m J, ?.*{rrJr.-.
Гgr'. Впеш юЙрть, что iшЕсtщя е/ пrеетom,EiiltEtлEш{E I

оIр9пrчоЕlтlт поrIЕЕоrЕаJlъЕуD варlаlшD, есдп

tzilо=ýцf lirrluc7'll/7. Е cal) < ОО

Совопfrвость всех Ф{ЕIrцf, оIтавrчещоf, пошоrцалшоf, ва-
рпдщ обоаЕаФ( через И . llноrество У , ваделевное опеIв-
IEлot погочоlпоIю сJIоtеЕпя I ушвоrеЕпя Еа скаJIЕр х по.цrуторя-

дочеЕчостц}, цороццеввоf, Koвycolt

V*={uluc7))o, ?.Е},
явпяется JЕвеШlш цоrrуJЕопядочепнцl trросrраястюlr [SJ. В част-
Еостп, дlя каtцою элешеЕта ?r€ V опIЕдеJIеЕЕ по[оаtrтедtпая,
оц)ЕЕта,Iшая l попцая ваIшяцrrr а+паvО, T-=-avo, l?//=-tчt

ОIIРЦВ[ЕlИЕ 2 [g]. Вулеll юворть, tmо ФЕсщя U€ V w-
цrлярвая, есгп лдя лбою 7={е, l...l€^,/e5 "*ооrется ра-
воЕство

lt/lqq,..., €_ 11= 5цl{/rl(сr,...,сл J)l ч е €;, i. NЧ,
где cj - заmгтне подЕоIества 0

Со_вопцrпвость все* реryляршп {уrщцf, пз И обозваtlпI че-
реg ZV . Кац уставошfrо в утоппrавшеfiся уте работе [9J,
}lEorBcTBo Z И, вадепоЕЕое Eolllofr l'lo l пощrJrцорf,,очеЕ-
востъп) ч |о{Ф ч-?/€zVсzV=zVпI|, явпяотся Кб -
ПРСЦЕSСТЮН.

Нарпу с Eo1riofi 1,1o в дальцеfuеш пспоJlъзуется ацаlrог
Ееревозоtцоt поршl Гяltюрошча - Рубштеfiпа [4J, прqдстав-
лщf, продо[rеЕlе посJедпе},9 tIростQgвстЕ я.,l\rтпвЕц poly-
ляршц Фншtrt lшoIecтBa Z V' sл Ъ_V _. В9qд€Dl веобходплrе
обозвачевпя. Дя_ кацоfi {уrпщш ty, |'f,* Р' 

"?-1еr,...,tл|E-le/r...,e/d Еодош
' -' 

rrr, ;;=.Й, Nэ с7lаОП/-t''-''"Fr"ц n,Ht,
(Гrап обgшо, р(а,е) -p(e,Q)=o для ЕоI е€2 .)

0тrrетпl сраэу Ie, что сlDавqлJ[пв аЕапог тшдества (I.I):

у)G,е' =пД1.,.rg l2c7', ý'), Z е Есь g е ý ce'l.

0бознащ черва Z Yt совоIýпцостъ всох ФIЕвIцt Y'Z ^
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^Z* R' , дм Rогорц yV,!) >.о гrЕп мu2jеЕ l уС,е),
у(е;,)Э,? V,л,rr.*.х'е ё Z . Jhя каrцоt frЙщ, Ue'zlf,=

= {zre z V lтсЦ)=ОJ пщIопll' 
Yu = |i, zY* lyrtQ,o-yc9^._8l=z/(€)l е. Z }._

_Пэолoryr7 ло ,"rшrn R 
"" 

0'Ч {г с 0 t tгt ' - },
ПО ФОРryЛе 

f 
оt;п {t7/7c f сr, 11l, /tr/ = /г'/ l

frсr,rJ = 1t 9, /tr|#/г|/,

где [ сГ,Т7 - совокiтпость всех взаIцво-.олЕqзващв отоф
parelпfi з : r 

* r i 7 -,-zac/x с t, с / ll //. г/,r9 :*- а.
лалее{_заqпксЕруеч неЕок)путWЕ(Ф (J -u +к , удоF
детворщlD уе'Iовпяll

lЦсФ-Qсill <3сГ,Г1,
2сrl > ctv {?сцг)/г'.0'П'},

!<Q) )
Пусть теперь 7/ - прохgволDшli а,Iечевт !з Z

lcrll= 4{С, cyl* CoculJ ,

Iте

C,,p,t - ![arol)ylc/e,de j,

а t'e Q'"' ,
tr е ot'J.

. -й:щ:й;эlutщ h"ff i,J; о, Ёff",т;y;,
ly:J,J* Р' _ щюпзвопшrце ЙпцЕl. Рассшlотрпr ?: I€r,...,QrJ€'.! 

c0l, l,=7?=ft,,...,/лJ, 4' "r, х Еопошii t' Э{tУiссl1,

Si с ?, r, a_Fn, .с ct-), тс7Фl ,

чryд* !iK:ir4Bkl"k::*;"{'(s?2 r. r ) J l. Е <Q l,
lJо{2,Т)J?с,гlа| , ecJш оЕп сшостцпrт l не зашСят от
внОрЙ lf,' ?;Е ,Q1 ,.qrcu обозвачать через ?/ (4 ) :
- f,a..Ctlutdel, Ру, = l J l сТ,Т7 yl ( de, de'l соответствоп-
но. (чцесь Е далее ххебтся в вцдr схолдiость по ншrравIешrD

V Поlош
( I.2)

KoшpeTltffi вцд прqдоrпеыяэ вясyщеqтвеп; Balto лtшь,
gгоош г8одi}lое нвв шоIество /? оЕдо достатоЕlо
"ёlдсrл,;''.

r)
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С"счD= [ r/rгr,-,rdо,а'
а rЕфuоФ,t в (Iл.2) бертся по вс€ш ч,rе tЦ lО'ZЦ,мюq
что t rcQ)=arQl, Уе ?n_- . НеsнаштедьвЬ шqддфшдшя рас-
суцдеrшfi, IтIЕввдепнцх э [21 , Еоказlвает, что trIввая часть
(I.2) ошределеЕа корр€Етно п фувппя il'l, удовrlетюlrпет
всем цlебоваrшпr ворiц.

ЗАIЛЕ{ЦНИЕ Т. Гдш, r,лс п ъ.[ZJ, цЕтерtrрепfрurrfttЦtr5
как расходш, связаннне с_ передачеfi едпнгrтн Еолезностп оdьqдц-
нецпем Г оФьетввеm Т' , ZcD - как зац)атц, веобходдlпrе

для поrryченшя пзвне еддщ по[езностя объедднешtем Т , а
велхtпЕу U(е) дохода коаsщп е € Z в кооператЕвноf, пrре
Г=r0,2, ZD - как г9зулътат перерасцредепеЕпя IIоJIезностп
шегJv ицрокаriп п пощrgенIя ев пзвне, то ъuмшlла l1ll1 пмеет
смцGл минtлilалыlцх расходов, связаЕню( с реаJIпэаIцеfi птрн Г .

ряет сJIедrщеItцr дополпптельноiry трбованш :

,,Z Uctl,р/,r 1Zrt), р,Р, t.Q"', (I.з)
Iде Р/ '":-PCO 

Ct l J ) . простеfiшш пршмером таrсой ф;tпсlщш

"*"ЬiЪЪ 
il(o = coort >g ,

ЗАirЕ'tЦНИЕ 2. Не_лр_улн9 п9дазатъ, что с]r8енше оп.рчrог" Фр
на trодпрстраЕ стзо / V = { zr/ JR € S ц?р ?/( / R l < -)J, "д.

Sчrр а, = {Р€2 lTc" п,Q)=тGl, g ,2 },
цредставпrrо в вцде

qpcal - ,Zruerr,pctl, aler/V, (I.4)
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lДе.,{7=z/4/,J, .. .' {tлJ ) м,я юех t= {trr..., l^J,
а Кт.- надшеЕцшf, KoHeTrd Еосцтепь t/ . Тахш обраэоl' Ф.сц
пiеет сriцсп Н-делепа rцlш Г= cQ|zP , ,rро "r* до#
учасря Ец)оков в оqъ_qлшЬвпмТе Q'п' о**елmтся фlшшшеfi
Р'е , а расходц lflcztll, , связапвьl€ с реаJIпзаIлеfi деэlе_
О Фр(?r) , ве щ)евьпцаD1 l?/lr. (сш. IOJ, а такrе [zJ).
Уштimя сказаЕное, оператоI]ш Q шошо пЕтерцрегцрвать как
неспоiеlрпчосIgе апшоIт {уцRIщi Щепш дlя реryлярнъDс пц) на
копшсте [2J.
.* | ПаOgТе дОКазцвается, tпо сешеfiство .lшнеfiяrп операторв
|Ч" | Р.?,r J полвостъD хара8терпзутт G[qшrDпше cBoficTBa.

Н/. МовmовЕостъ:

фсп€ zY: , ?/ezV .

Н2. Сохрвеяпе восптелеfi :

Фrос,Q)=u( р), ?rezV, R' Sч,р U,

HJ. Негршвцостъ:

lФсп| < l?/L , те zV.
ИпеЕlо, сцравqдлlва

тmРDrдI. Для того чтобц лЕпейнцfi
ооЪратор ф:zV*zV/ удовле творял
условпямН/-Н3, необходЕмо п дос-
таточно, чтобаФ=Фр для Еекото-
рого р€Р

3АirЕТЦНИЕ 3. Ясно, оо {Фп lPePJ - вщпiпое, оцннп-
qеЕвое п заtшЕlrтое (в операторllоfi топопоттtп) tшохество в
XcZ_V, ZV)-. Ьо "ёшtость' оrцlеделяется, очевцдЕо, мноаест-

"rо 
Р . Не останавлЕваrIсъ на подрбноr,r шсследованЕш Р , yu-

Ieli лпшъ, tпо в наlllпх цред:полопеппfi поqIqдвее Есегда содер-
rпт фlцrпцm p{Dc!tJ2= /,r,, t е r, эадакщп0 вектор
Шеъi)[ZI . Ё с.rlучае 0=[Оr0 ,1оСс,Уl=lz-9|среди элемен-
тов Р содержатся, напрпriер, Й<lЦЦР,*rо ct)u= ё)rп 

" 
,

Рtп2оtГ2=0-ааr , YYg mj,?T п/пасtr- налменьппй и нап-
бопьшй элементш / .

отмеlgть, tпо относЕтелъно стаFлартной метрпки
эта ФIд08{я разрнвяа.

х) иrrтепесно
Хаусiорфа
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a

Напшl, что через nlY=ful lR' Supp ?/ ( / R l '-|обозва-
чаетсясовоlчпцостъ всех фшдgцt{ , шоDщк коноtцце Еоспте-
лл. В освове довазатеrЕства Teolletш I леrпт оlедrшfi фвт.

ТmР.аШ 2. П одп рост раЕ с тъоfИ вс пду
плотно в(ZVrt.L).

2. Qдесь устанашfваrугся нецрторце в9цошопателшIче утверЕ,
денпя (хараrстерпзащя сJтеЕпй Фо па /V , ЕеIгрерцвшость

операторв 9, ь QV, l,/lr)) п'цlшйятся домзатепютва ос-
новнцх резуJIьтатов работш.

IРЕЛЦФШИЕI. Для т_о_го __gT о бн лпв е fi -ннй операторф,/V*zV'удо вле тво -
рял условЕяll rllЭЦ3 , ЕообходЕшо п

достаточ"о_,rчтоб " ф=9Рр для пе-
которого Реr . _rl

нЕOыоJIи''Фть. д; йо"о r€ Qr/YJ подошш

€"се)={;.,iIi: .е€z
Ясно, что Ц € ZИ м-'ub* q9_ Q'" . Поатоlч s спrгу Н / ,
СРСерё zVi дlя всех trе Q'"' . Далее, так как Ге.9црf Ot
t €ro'l= У -, то,ввцду /,/2, R*rоr.. Т чФсОrl(Т) = /.
Уqтшвая Еегрерцшrость оператор" СР ч ют фкт, тто
la--brl, <Rc/,l') . па основаЕЕп вшlесказаЕпого плееrr: (fппс-

й, i'r*фrо"l, tr€аtпJ,лчр.F,адJIеш, Р . Нетрцддо^за-
шетпть, что_ _сешеfiстю {ОrtrС Qt"J J чrrrеrся аlтъбрапческrм
ааэпсw /V . Прп этоlгдlя пацдого сге/V 

"ор""aл.-* р".-
лопеЕпе

tr-Z %.ot,?gА
где, как п раЕее, rf,=т<{{tr.], ",,ft^lJl, N=ftrr",rtлJ .
0тспца, в сдлу лнеfrосrп ф, оa"rr

фсп ="?o,u"'( (D ,
что Еа осЕоваЕпп заirечфпя 2 п дает требуемое IlаBeEcTBo
ф=Ф, дФтА10IlнФть. IIусть .,цшейшй опеlвтор Ф : YV * t Vn
предсташri Е Еиде фслllЙrr",Р СО r tвo р - ве-
пmорнfi алеlrеЕт пs f . CBoficTBa шовоаопЕостп l сохраЕешя
восптелеf, вцтеЕаDт Еепосрqдствбвво пs опрqделеlвя Ф. Увтн-
вая Еор'ав€шство
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! Ur"l l фсul l cdel _, ! ucl,utrlE, uc r!V,
внтекахщее !" Не п (I.3), дIя устаяошеЕпя ,?3 достатотlо
покаэ€ть, qg lФсul| < l?/Ц длrI ъсехz/€/V={zr./Vl
U(Ц) =OJ .0пдетвм сlвзу 8е, что дrIя этюс фyrlrgий инФпryll

9цIвдеlиется "первоэкаiш', носптелп которьц _

КЕ,,' Ко. Поэтоry дIя кацдой ф}гrцIп[Е те/ Vo

Yу , дJIя которой спрвел,пrяо равенство

в (I.2)
frатся в ,

вует F €

содер-
' сУцест-

luщ=_ё_п ?rr,гJ.9гt, , Q.I)
тде 9ц7,= УсUl,!'l,.i.||цJJ , [{/" } ,".' ." . , {/i, JJ ) ry
всехТ=ltr,.,.rtлJ, T'-it|r'...,i:.J. итак, фсть 1zе Yz'
опредепепа условЕем (2.I). Постролп,t_адддтtrвtfуD IIо кацдо[ry ар-
ГП|еНТУ бУrкrrш Р с носптеJIем s Rч' Ru по фртчуле

а:' 2.rrlrеr, Yt,7,' У"'"', (2.2), цtr,ll
*" уr::,?, Yr:p - 7э с7/) , 'П*"""rJ/'еr, ,,Р 

( /' / 5 
^

, y""({/J, {l'Jl ! /р6)-рGr// о]'}*rо""" 
1ввенство

}r- rnV )ёо, л(а/ = ?u| trs Pu ,
справедлхвое дlя всех' U е"/v п У € Yт , нец)удно_ пока-
зать,_qто Р_. У*.rr, . Да.iее,- поскольку /7 rП - Р rrr/, <

= ff ссТ1 , iа"iснованши (2.2) имеем

lФrаil, 
1,). t"/,/,ti 

. Рt/t},/t}r1?,= r,Rсr,г5,р" ", 
= lTln t

чlс и заверщает доказатеrIьстю предложешя I.
iiз,тагаелше Ешf,е доказателъства теоремЕ 2 и гредложеlтия 2

прходят (с некоторъпла моддФЕкаIflями }l уточнениямп) по той же

схеме, что и дrIя ана,IоIи.Iню( утверщденпй пз рботн автора [2j
(теорешш 4.Т, 4.2 соответствешtо).

ДOltАЗАТВllЮltsO теорешш 2. Покахем, тто шцтерсушщй нас
вопрс IЕдrЕшIуетсяк задаче о плогвости /V " 

пqдцространст-

""х 
ZVЗ f,-/r... , qднорддцх поlшшот,Йадшrпс Фушсrщfi lшь

J[ecTBa а8 Z |/ . Полоrшм . _ _

ТiЦ iiriiViiX;;;'t V{e,,.,.,e.nJ € Е ttr<{е,,-.-,ел})= о)},

,V'n'=lzle zV"lV- е 2 |/o'n 1tzrt л lzt:/= @П.

На основаrпп Teoperiц об аяа.lштптtостп (сш.[Э], TeopelB 4.2)
для кацдоfi Фпп<tщ Zr€ ZИ стrравеплrво рзJ[оfiенпе

a
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f-
zr= Z ?(rz)l (2.з)

где Tcol - trроекщ zr сlЕоGптольЕо )е ва EotdloEeвtц

zV(o) , а саqддюсть в (2.3) ЕопIIаотся_в сIцепе Boptлr ''lо .

Рассшоцmr щюпзвоttЕвd элеrem ?rе ?У". ЯсЕо, tпo лля ль
бог9, прqдставtrеЕпя Z/- Ц, % l ЧrЦ е L V- , (ь,ЕЕ[trя у (е, еr-
= /цt0 , ЦGr, Z/e (u шдшаплешт Р7 . Поатоw ддя
sсех оr€ zV", Рс,9а7раl сгFведдво EeIBBeEctBo

lTl,< /2 ,//2/rz R,lrrlo. (2.4)

}lтап, уrшпlвая (2.3),(2.4) l_ToT (рвт, lпо zЧ -rвпетшqд-

Iffi ffi :il i,,Y,,r:ЕЖ2"Ь'rYr . х2::" i]iT!}!"V::а io ._во"р"ш разбпеше 2- {Q,..-,?al.. Ь' 
' 
4,l тшml обрв-

.о", оЙ dlzrr; еr<U/эiцl , i€Nt ,r-для всох равбпе-
fu g >r ЕшодrялхсьвеIввоЕсtва

Z_ tutcg,'l. %о. (2,5)

ъдшсгруеr''Jjfве*rоп" rовп /, €€е, iеЦ', rпосц}шll
алеIевт u?Arycv't,Or. , Едв Г<l={4l i€ФJ . По-

KaIeI, qо l?I-ZГr'lt <О . С этоl цодlD вваI]fl {щ 7Гr_.(€),

= еrс!епё;rt .. ., erl€;. J2, пе_ {зr...rirJ -'Т .
В спцу (I.I) справвдшво IBBoEolBo U-Цr=Zпl_Uо r гдG

!..=Т2,. - r,!r?!,.оэч. . Поэтоry lrl zr?lr rA", lu/al /.
Еа освёваш (2.4),(2.5) п соо!Еопепfi

(?zr<l)+ F (Z/+)2,u + ?/- (FЧ. ОQ, , (2.6)

(U-)_ .< (?/- )о,. * ?/+ (?аr. 2tr ,
сцраэодпво 

""Bu""rb,.|.o 
lzl/c)n' . u/2 . Дя оцещп ос-

тяяпlтtся G!агаоlдц ваIеltш, чк) оq[п l' - одЕE пз frцпшf,
(I/!',b,, (Т-)2r., Zr, c7O)'Lru yjI- (?u). О". , /al/ - tъ ,

В Ё. - ПОдВЗОпеrше / | tо Ц (g - ) чоаот отJIFIатъся ог ry-
Ля iоrъко в тош сryчаЬ, когда tU'1 =р п Еаrпдf, аJIопе_вт раз-
бпвшя 2О солервт ровво олЕЕ алilеЕт рзбпешяJ'' . Дадее,
вщдr оIрgЕпчеЕцfl на Еаrrец) lдolocтB 

'/ r ддI всеI / =
= {t;}ie- , Г'= {ti]}rоl_т,ч,,оо tti /ri. q, icr.l, ацв-

веl.лrзб Bopa3eцet3o ff(tr,tr?l О/е tzrц . 0тсцда, JцтъЕая
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щЕлщдrцео 8шЕчаше п цеIввоЕства
fttr, 

Р, - - ?/+ ( ? 
О) . ёr., ч< t J а са tr 7 t zr, )r,. t d е ), Ос.. с d е'ц

WJ2.. - т- t7ё).r".r, , jI ?(цrrQ/-)?,-t/о,оr. cde7,
пвеI: lZГ.Щ <(%tzп"Г.Lт/ (zЧ для всех z -алошев,!-
Еtц Q) . Taml МЙёffi, ,Ао l-ztl- t, . О/2 , IIто п завбIF

шаеl допа9атвлъстю теоропr 2.
В спry црsдrrоrешя 2 п теоршr.о Епоtвооlп /V " "V ,

для дова9аrеЕства теореш J достаюво убQЕтъся в сцравед.ш-
Boclт с!одrrцого утввшоЕlя.

ШЦЛДШШИЕ2. Дrя каадоlоРеР опе_
рато рфр Еецрорчвеп .,э_ цростравст-

iZr!_Vb!'!,i ., п р п ч е u lQр Q//L < l til/ д л я

ДOМЗАlЕ[ЮltsO. На освоваяпх теорешц 2 п прQплотешя I
reыа ltr? - ?/l, *О, lQ, rr0l, < lar?L l lле Lrf опреде-
ляется тап tB, кдЕ п в допаsаавльствв тоорош 2. По9тоФ, дпя
ваш целеfi достатоtцо уотаво_шть сходюсгь

n"*, #d,{r!.;f: f!_'е7jrФ, со.заФшссцrуеш Е/ > о
п вшбереш ?-krt.'r?iJe; r0l тав. чгобц фhrTz €i <

;И,#, i,n : ryi," #^:ч ?.=? z тщ:ъ;т**-
? 
/: 

{е |,.... r. е ). J е f с 0 l, /i. ri,, !'ii'. в спцr оц#д*.о"
бп.раrор" Рр , оществует разОiеве ё>[ mпое, trTo для
юех V/>| сцраэеддЕl _оцеш

tar - -?'t, . o/l ,
о

,?.f'i) -r,],r",, .Дуiул"; 
trc7'') х (z"t)

*"r||ii!,'='ft+5', .r|" i' j i к= ,zаа { ?/cl; lli. N'J, ,*-
о", Ьrоя шrdор |l , пoлввч
- 
tф crti- uln <i ее чti - zo,?l,+ lzr?- ,f 'l, *

+ lцr?'- -l, . О/э *lzl,,?- ?rr?'!, *

*,?n, l ,Jr",, drt'ёr'-r::"' uo, l, , (2,8)

о



:лде Qtrl =.ý4trъ r.,. Tq''),&ir,! ; l'. 7'rer l .

}tспоlьзуя веравеiс_тво (2.4), оцсirrш (2.7) п ограпrчоЕIя
палI$rетр ё; ,ieN( , поrýпцеш

l2 a,,L.-z/(€:),e. /<

,-i,?аЙ:lrlкr,,"'Ti;*r',';,,<лл///,.поэтоOr,
уrппrвая оцеЕq Q.'|), ощ}qделеЕе Qrt п неравевства (2.8),
пшеем трфеriце соо,|lЕ(пепхя: '

lflctrrl-zuf, <', r",9,
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