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В рабmе [I]лля одною Е,всса опммпзацоннцх задач, по-
ройцоннцх спектраБннмп задачлпп, построена теория двоfiствен-
носm. Ta,l хе дшц обцше условпя, прп когорьD( пряtиая п дво,iiст-
венвая задаtи связанн соопlоlшеншем двойственностu. 0дно из нгх
есть ус{ош{е сшествованlя оптшiлаJIьнцх векторов у двойстэенно::
задат#'. этоW воЕрсу ш посвяIцена настояцая задетка. Здесъ
показаяо, что разречmriость двойственноfi задав,l тесЕо связана с
Евкоторшlt "аlгебрапчесruпl" свойством набора сt{I!о,Iетрпlцю( опера_
торов |, (Ц)r.. . , Lr(qь) , построеЕвоIю Ео огранхченпяlл
грпюfi зqдачх ( ,Z'l -соi.rесЙость зада.п). Дета;шзяlрrя этого
своfiства, с одной сторнц, тФпводIт к усJtовЕям тlпа усrIовпя
Слеtгера, с друюf, сторонн - к усJIоцяli разршмостl сЕстемц
уразвенrft И(Li@i)8)=0, L=fr...,i. . в некоторю( сгlЕал(
возriоrпо Еепосрqдствеlпо по огралпчвв!л,: праrой зqдаш делать
вцвqц о разреIImrостп двойствеlцоlt зqдат. Таt, напрпмер, еслп
опоIвторш L;@i), L= lr.,. , ЬrrшеЕг lýrлевоfi сJIgд, то у двой-
ствеппой задаЕ: спцествует оптчlса.пънdi вектор. }lсогда удается
поrцгlпть п кIхlторхп ра:}рещшостЕ двойствеlпоii задаq. 3десь на
прпмере Задаtп с qшшш огр9япчепIем - равенством - продемонqт-
рцровдrа связъ этого воrФоса с геометрпей тсловьос офтастеft Йа-
бор операторов, связЕlнпою с задачеfi. Указапа такле связь пзу_

r) Прп_эrж ,ке_условЕЕ( (см. [l], теорелв 7) пз разрецпмостп
двоffственнойt задачи qrlедует раэраllшмость пряrцоri задачи.
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ча€rrоIэ вопрса с варпаlrоннцlш своfiствамц спекlра операторов.
I. Зведем сначаIа некоторне необхqдпшrе оrФеделенпя д обоз-

наченlrя (подр96в99 см. [l-+]l. цусть Н - тqrьаертою грстран_
ство над полем К -веществешlц lJIп кошцекснъD( чсеJI со ска-
лярнцм rФопзведеЕпем (.r) п Hop,rofi l1.1l ; H,=ffr foJrJ-
tлноаество всех огранrченнцх спммец)пЕlю( операторов в Н ,

k^ф - пнтервш веществевноП,осп R . Зашсь Д>О свЕачает,
что 4еý а (Да,2)>О, а#О. .

Непрершвшьй ФуЕсцонал Р, НуС,ф назнвается Ф]rнкщоншоlii
Ре.пея (6.Р.), ес,ц он удовпетворяет следrпщ{ усповпям:

Ф р(tа) = P(q), Ёе Кх tq! , q. ц - :

с}пцествf,ет непреЁвно длферевIЕrffЕмая,iператор,фУltlgsя

L:k,d)+ 5 такая, что

F) (ь Фrо) z, х)= о;
Гl (b'ip,@Di, r) > 0l zB Но .

Пуrlокоператор" Д =L@), связдшьйс Р согласноР)-l9,
будем назцвать IФохзводщl пучком цlя Р , а фlпп(цонаJ! Р
соответeгЕешо будем пазцвать ф.Р. щ.ЕЙ Д . пра &={Lrp|
назшвается спстемоfi Релея (c.P.l на (C,d)x Н.

В частности, (дrЕФопе,I (Дq,rr/(Ва;z) rw В20,естъ
f,.P., а лпнеiПшй тучок l. (i)=a?-A явJIяется его порц,аDщt,l.
Дпупе rФпмерш ф.Р. мошо наfiтп в ['-n].

Рассмотрпrr шед}mщrю (пряryп) экстрешлъ[rJrD задаw:

P(al * 4чо, a.cV, (I)

г.rlе tлlоIество доrrусш!дю( векторов / шлеет впп

[={ас 1Jo , Pi@)44i l L= ,/,.,. ,|тъ;рi@)=Сi,Lзtп+|',ЬJ.
lдесь plPr - ф.Р., 4i- постояннше, rПп t - целце lпGrв,

0< m< h.
Построшл, следrя [ll, лл, задаtпt (I) двоiiствеЕr]rю задаw.

Пусть Д п Li- rФопэвqдяпие пучш для,!.Р. Р п Pi, зqдая-
нне соответстввнно на (erd,) п (Cird,i), L=|r,.,, 1Ъ . CтlTaeml
(cl:. [.r]), что R.={L,РJл- простЬ на [a,flс.Р. п что

"'{?а{АЫ];; ''.f='(r,,. 
,Х-!еR{ 

"".o.n, 
rочок опе-раторов .л t

L@,X)= д14- Еr, L,{a,l,acR,

"r" L - клоrпчес*о" *,",т"ние пучка L 
"^ 

R. Д;tя каrцого



ннй корень P(q,a). Tatшr,l образом, вектор 1-е R' пороц,дает

".r. Q.л={L(,а),р(,D} на RrH.
ЬоЙётвеrпэя t!упrсшя ? rc) вводIтся :tл нллболнllая точка

спектра 
".Р. а1. Двоfiстiеmrой к задаче (I) rrазъrвается задача

? (rU * Цl , Х,е 11, (п)

где }rr'o*ec'Bo дотryстддю( вектор9в / ,пrее, ,rл

А = АеЕ -_ {.х.. Rt , IL > 0, i= /,.. ., п} .

2. Скалем, что цаОоi /Дr. , , "_ Д эf сп,оrетрич*ос операто-
рв в Н яшяется f -сiцrёбтнй, еiй для кацдого -,?еДr{оJ
суцеGгцrет I€ Н такой, что

n, U, ч,х)+, , ,+ 1р (А 1а,а) > 0. ({)

Задаry (1) назовелr Л +овпестноfi, осл набор операторв

tL,,(9)r, . ._, L_L(nAj явllяется /1 -сов,лестнш.л.
ТЕюРЕ.lАI. Еслл прямая задача явля-

ется Д -coBruecTHoli, то двойствен-
ная задача имеет решенпе.

ЛОIOЗДТЕIIЮТЮ. 0бозначЕм через Т[Д] веwмю IpaHb значе-
ншlt квадрати,тrоfi (фртш опеIвторов AeS на едппичноrt сфре
rФостtrчlrства Н . М, вектора .le ftЪ по,IоJftиI/i

t (Х) = 1,["|t L1 (аr)+ , , , *Xi L1@l I .

ilo усtlовш теоремн фунЕlля а=ZOU строго пqlоJifiтельна на

ДХ{О] ц, кроме того, оЕа Еетц)ерцвна "" R'. iiоэтоi,,у судест-
феr'веirор 0с Д единшцrоfi лмны (11g|lz=D , доста}ц;iю-
цей ей тбпппryIчl на мнопеств е Д ll tX ; Ш ni= y'J , пшче,,; t @)>0.
jJ спФr оддородrостш фyrrlцпш 1.

L (,L) > ll1llh L(О , -Х-с Д. (r)

ФпЕсируем Х. с Д и шберм пос,lqдоватепыrость tar| таIvю,
,по //.Itu ll = frtъ=lr2,.,q

поскоltыtуQ(,1)естъ"Г;*'*!;l!;;?:Г,,"!;";;:","_
ма _I лз [Il), то отсцда нетрудно вшвестI1, что оператор

L (?Р),а) неФт!Е(цателен. "} 
частности,

(L0&),X) xn,ao) =

I45 .



= (L qrx.) In, I*) 
fr"r,(L,(ai 

)ап,*п)> о.

Поэтоlry дlя ;побого fъ 4
L[L (r1,1))l > Е,

Иэ (3) слеryет, *" 
"rtji,поJцпIиIII, что для .шбого "{,€

XiUt (alan,zn).
аШ >ZPZ), Отспца п пз (2)
л справедJпво ЕеравеЕство

ll1llb а 7(o),lzS712&)J. (4)

Oбознаwм.iерэ qI вrмм цань Фрlкr@ Q ньlшlоrc"ru Д .

Пусть {Х,fu}сДi?(lП)*9*. В сш;ry HjpaBeHcTBa (4) ш

нетрерцвЕостп {уrлсшп из еrlо граэоfi частп (злrетшr, tTTo ФЕп(-
,ц" Q нецрерцша [т]), пос,lеловате,Iыlост" ро} отраrйчена.
Течеръ сществованпе у задатд (П) оппдlвлъного вектора q,Ie-

дует пз неtrрершвостп фпшсшш f .

}fuле сtплтаем, t]To правая частъ 4-го оIраядченшя задачu
(I),.T.e. 

^4i , rrрппадлепт iяGеству едхнствеЕносм с.Р. Е-1 ,

i=|,.., h tсм. Ii]).
СЛЦЦСТРIЕI. Лопустgtlr, чт orTъ=l и вш-

полнево следу'ю,щее условше:
jlao, p;(a,)<ai, i =4.,.,{.

тогда двойственная задача цмеет
решение.

Д0I(AЗАТВ'IЮТВ0. Испо.ltьзуя некоторое расщрепrе леilпдI
Роддерса [а] , шожllо доказать, что (L;(4i)?,ча.)>о,i=1.,,{.
0тсцца, оiещдво, qlqд]rет, что задача G) ЛЕЕ -совпrестЕа.

ЗАМЬЧДIlИЕ I. Допустпш теперь, что зqдача (I) соперrолт
TorIbKo оIтФrsчешпя-равенства, т.е. m1О . В aтoli сJryчае

Д=ДО*=1Qt. Ясно, что задача (I) RО+опreстна тогда п
тоrtшGо тогда, коItrа набор операторов {Lr(p,,,. , , Lд @ilJ
яшяется шцефшлтЕшl, т.е. для l€ц,ого ,IB RК to| опеlв-
тор 1l L 1 (аr)+ .. . + 1,I L * (аёпцфlЕIштен (егЬ Ьапртшч-
цая фра шеняет вналс). Испоlьзуя рsультат JIлп о хара(те-
IцстЕке !тнле(Ешшпrоrо шбора операторв [ э ] ссм. таrоке обзор

[Oll, пз теоlвмн I полуrвrм сJIедподЕй _результат.- CJlEЦClBlE2. Допустпм, "r-оrtъ=O я
пространство Н конечномерно.
Еслд суцествует деФпнитllшй опе-
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ратор 8CS таЕоft, что
tL(Li@i|)=Q ,2=,/, t,

дву:r

А

то двоfiственная задача. имеет
решенЕе.

ЭА!,tЕЧДНИЕ 2. 0тллетлпд одЕr вашшt частнцй оrучаfi этого
следстш,Iя: ecJm

tLrui @i)= 0, L=/,",, t,
то двоfiствешвя задача ршрlIшLrа. TaK.tM образом, в некоторtп
слJпIал( по оцраяцченплл гryпюit задачи Еепосредственно шюmIо

су.щть о разрешдиости двойствешой зqдаtи. Кроме предцдпщ
резулътатов, моmо щ)пвестl, п друтпе достатоqнне условия

-coBrrecтEocтE задаw (I), Ео на этошl Iш здесь останав,ш-
ваться не будем.

3. В предщrщем цп{кте IФшведеЕЕ достаточнне усJIоIIпя раз-
решmilости задаtш (П). Этп условпя свrвапш Jiпшь с огрдrпченuялоt
задачп ( I ) п поэтот,у онп унпвераJlъпц в том clrнc.,Ie, tпго онп
обеспетлваmт разрецшмость двойственной задаrш при лобом челе-
Botrl ф.Р. щlшtоЙ задачи. Поэтот,ry, конечно, они не явпяDтся н€-
обходдл,ъпдл. В некоторьгк сrýвал(, oJiHaKo, удается поrцц}lть ш

tФцтерпи рзрlllиI\iостл двойствешlой задаш. Эдесь шп,л рассмот-
ршм в этопl направIIеЕпп лшшь qддн результат, далеко не исчер
rП*вашцдfi все сJýгqал.- 

'т";;7 
-i'вЭS 

. 06ознат,тм о"р"" W(A,0J**.".
область BeKToIlа операторв tД, BJ ;

Wu, в) = i бiо,il,' [в..,а) llпll -- Ц .

Хоршо шзвестно, чо |{(Аr8)- "nv*oe 
мцоrество, за

искшOченпем едцнственuого cJгJBarI, когда К=Л. п ClirTTH=€
(Teopula Тёшпшlд - Хryqдофа). В последrем q,rучае tпсJIовая

область пмеет вшryтщrD граtшцу.
Полошrм 

9

R! = {u =1uо,иа) : и1>.0}.
В этом rryш(те счштаем, что Iцюстранство

и задача (I) дшеет вцд
/ *о".о*"р"о

(5)(A*,.z) / (q,z)- 4ЧО, ,Ze V,

У ={ае Но 
' P.r@) = dl J.

I4?

где
(6)



i,r* Grryчас цло* Д лпнеен: Lk)=о(,I-Д,
Л5ДчtЛI. Следующце условпя экви-

вален{нц:
tl fu*?(D=+-;
2)опоратор /rr(al) пндефпнптен ;

il WG,L,,@,))lt R! + Ф.
ДОIЦЗдТЕ'IЮlЗ0. 2)+I). Пусrь (Lr(a)a*,xr) ) О 

>(Lrlаrlz-rа-)<О. Irlошо clmтaтb векторЕ Лд qдrшиtlЕпiп.

ДЙ ,Й* (5) Фlвкцrя fr,П,Х,) имеет вцд

рс * "l' /=-i7Йiii i Щ r* ) а "z)

Ilусть J > о, .l.+;:;,"";iЖj::"
g (t1)>- p(at ,t'Z)= p(a,)t .Z(/r(olr)Qt,Zt),

первая часть когорго ЕJт€каег шз варпаl}rонного оIшсания i$пrt-
w, ? tI].il+il. Еспп Lr(ar)-.o , то p(a,,Z)<p(a) мя.Z.r.о.
Перходд к везппеfi граЕtr по .a в этом неравенстве ш пользуясь
вЕовь вара]Iпоlпоfi харастеристшсой лм Q,r,rl), поJI}r.IиI,t ограш-
ченность свер(у фJппшпп щп I)0. Ъналогично ис&пшtIается
шrучаf, LlkC)>- О . Эквrвалент}lость ygloBlcil 2) и 3) оче-
впдЕа.

Обознашл череэ J'=]'(V) on o*rr""oe звачеЕхе задаrп (I).
jIm,П{A2. Следующп е у словхя эквива-

лентЕц:
D J 1о. R,' Pl) = ? Q7?, "Z, ;7" ;
D L|(aQ)<O, п р х_ ч е м J/g R, L(l)"tLl(ar)>-0;
ilW(д,!-t.&ilлR|=6, причеш мн о_

xестъо W(Д,Ll(d.lD пмеет вещест-
веннуD угловуl0 точку.

дOl(AзАтцltюlш. 2)Э3). Из уоrовпя 2) летко сJIедует,
тто |лl(/,t /a7)) гесrашrехшт I{нопеству

{ u, uа< О} п {ш : LLo- tu,, < ГJ .

Пусть ,Хо - опттIшаJIъЕIшй вектор прллоfi задаtп, которй сущест-
вует, та( как di*п Н<а. В cnlv свойства 4) ф.Р. Momro
ctиTaтb, что ||Шll='| . Тогда P(ag)=|* п дэ лешплr Рqд-

T,i. ,



зеуа (La(al)1ora.)..C^. Поатоry Q:il явIяется Jrгло-
вой Totвot шrcIества W (А, Ll ё,il) . ишлшаlшя 31Э2)
Ероверяется аЕшогЕlцо.

I)+2). ЕGrш бш сществовап € тшtоil, чrо(L/*)аrа)>0,
то, EaIc п Ерц доказатепъстве лешлr I, мц EoпJrtIlJm бш проrп-
Bopewe с I). ПоэтоW Lr(a)< 0. I\ycTb шrовь Со- оптп-
lд.llыrшfi вектор задаlп (I). llошо показатъ, чю trЕп ус.повшrD(
п.3 задаш (I)-(п) нахqдятся в двоfiственности:

ry р(а)=фоrr). (е)

В ус.повплс ýтою тцдкта ihЕIкIщя е ьщв.лая. Отсцца на оспова-
тш (8) заnmчаем, wо J-=qlXnT . Що_сколысу РlаrХ?)1Г
для всех ,r*O , то пз Qf L(Г)-J"LlG|l>/. Tam,l оО-
pa9ol,t, вцполнено D с ё7.7,".'---;;Э.Ii.'i'iоr-,- j'=-t , п цусть .1..Х-О; ToITa дlя
ъсех ,2, *О

Р@) < Г+t (Ltё)аrz)/(е,z), ,

Поэтоlry так как LlGr140 " 1>2О , rо
р'(а, 7) = priel + .Z (ц (а) а, i) / (*,а)<

1 р(а)+2,О 
(Ll GQ)а,а) /(z,а)< l:

0тсцда g(tr)<Глм u?.-,Zo. Но в сп.ry Еераэенства дЁоtст-
Dенностп дIя всФ( .а вшпо;пево ц)отпвопоJIоiшое перавенство.
Отсrrца и слеryет I).

ЗАМЕЧАНИВ 3. Подобшrfi [е рзультат сrц)аведдrв, очеmцо,
копда .в. усJIовшлс I )€)_ соответстве шо,,Z . аО, L, @, ) > О
п й(д,Ll@)) rl R! + о.

Из прддrчцшс результатов, а такпе пэ вьщцtлостш ф1пIIqsд

? задаtш (5) оrедует
тРоРшlА2. Для задачп (5) следую-

щце условшя I)-3) эквшвалентнш.
I) Двоfiственцая задача I!пеет

решенше.
Z) Вцполнено одно из условпfi:
2r)операторLt(l) не является пЕ-

дефЕнЕтнцм, но существует веще-
ственяое чцсло / такое, что
lrst +llrb/-1)>.o.
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3) 3цполнено одно лз ус.тови.r,i
з") W (А, L|@lI /1R? + /;
.9с)уеловие 3")

Wа,Ц(а))имеет
не вцполненоl но

вецественную угло-
вую точку.

Рассмотрrпл еще бопее частную сиlхrаIDIю, чем в п.З. Вновъ

дJIя простоты предпоrlопиtй, что цростраrrство / конеlио:.;ерао.
Пусть Е - подrрстранство Н " Р - тцоектор (ортогональ-
ннй) на него. ПycTbl д&л€е, в задаче б fu@)=(P.rrt) /
/(2rZ) ц dl =О. Oчевддttо, что в этоIчl сrrучае задача (5)
гримет сJIедrшщпo tt.llассичесIqrю фр,v:

(Аэ,л) / (z,2)* 44f , (9)

Р,z=0, а+о,
Поско.llшсу rц.есь L1(оСr)=,Р<О, то rIэ предндrulей Teopeшr
вцтЕtaет следrшцдii результат.

Cl'iEДCTE,lE3. Для задачи (9) слелую-
щие услоЕия эквивалентнц:

I) двойственная задача иr.1 еет
решение;

2) суцествуетло L такое, что
3) числовая об

вещественное чис-
L09-tP>o;
ластъlil(А,Р)пмеет

вещественную
CJIЦCTB,IE4. f,сли

венпая к зада
нше, то оптим
прямой задачи

угловую точку.
задача, двоfiст-

че (9), имеет реще-альное значенпе r
является собствен_
операторл А , trрц-

вектор
енншй век-
ветствую-
gлп Г .

вектор зада,п (9).
Поэтолцr дlя .шбо-

ным
чем асякиt' оптимальннliзадачи (s) есть собств
тор оператора Д , соот
tциt'l соOственному значе

ДOМЗДТШrcТЮ. ГIусть 3о - опмшlаJtыlнfi
Тотtrа Рхо= 0 а (L (r)п",Qо) = О
гоl (L(l-)*",z.)-t (Рzо,,z.) = о. (I0)

ts cnJry усJIовпя 2) и lэrедствrя 3 оператор L(Г)-tР >rО
.ц.llя неi,оторго l € R Теперь из (I0) сладrет, что
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L(r)r"-tPa.=O. поскоllыtу Рz,о= О , то Гхо-Аzо=0
lусть Ol>-02>r,,.2 Ort - собственнце значения опеIЕтора

Д ( Д-размерпостьН) п Qlrftа,,..,ал| - ортовормЕро-
ванная систеLа соответствпо!чD( lпt собствешrюс Еекторов.

lhметшшt, что есJIц djл.E=tt,/ , то согласЕо неравенст-
ву tsеliшя

/-(Е) > 0,r. (II)

СJДДСТЕШ5. Если Е -лпнейная обо-
.почко 2l>...r*п-l, тО ЗадаЧО rДВОЙ-
ственная к задаче (9), имеет
решение.

доI',лзАтВцюТВ0. OбознаtlЕм чеIЕэ 0 npo"*.op "" Д1 и"ч.r,
(L 0*)z,2)= (L (D Р,х, Р,п)*2Rе(LO)Р,r,Qz),

+ (L0)0а,Qп). (I2)

Поско.,tыtу операторч Р" Q iсол,DOrтпр},ют 
" 
L?)п Р0=0 ,

то вторе сJIлаеллое в тrравой части (I2) раэЕо lтл0. Поскопшсу

}Р _ оптuмаlцIое зЕаченllе задаw (9), то (Lr)QZr8,Z)>0,
Taxtt;"i образоtt,

(LC)a,r) r- (L0) Рх., Р,х) =Г(Рх,Рz)-
- (Д Рх, Ра)>. (tr( Pr, Р,r) - 0, (Ра, Рх).

Поскоltшу Р_е = Р , то вцпоJIнено усJIовше 2) следствия 3,
rде t=Г- (У7 . Поэтоlry ДЕойствеЕная заддIв пв!еет реlпеЕпе.

зд,ДЧqlI4п 4. }1э предьщiщю< дв]Е сJIедствшfi вцдно, тго есJIи
пространство F nopoaTeнo перы,лмп tъ - | собствеrшьпм век-
Topat,lr отертор / , то (II) равенство. Это естъ lп что
иное Iiл( вариадIоннцй IФиЕIцп Релея. На этом путп мотхlт бнть
домзаны вариаI84оннце принIщпц для собственньD( значений сис-
Tei.. Ре.пея (ср. с [Z-aJ). Отметилt Tatgпe, что рзультатн посJIсд-
ýпх дв}|х цrнItтов пt:ешг свои ecTecTBe:IHHe лIшоrи ш в бесконеч-
HolllepHo,Pi с};т:,/ilпш{.

}

]
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