




отщrда Е lп V(q*)<ЕtлLY(а"h копь скоро утаздцце матешам_
чоскше ощдашя суцестэуrгт).

гryсть f2Co, acl . ..rъrl J - веЕоторая lраsкторпя п [Р., Q,,,.
",,Рлt-l/ - Пеоtl,шатепьцце вевторФ/ЕIщп, ple biitl . w_
дем IююIпть, tпо поспqдоватаIъшость {P,rPlr'.|., р)_r1 ям-
ется харавтеlпстшоfi траектощ trоrqrr.,.,2л, } , Ъсr!л

Pla2=f , t=Оэlr.,,,N-/, (з)

Е

Е (рrж'* l вt-| 1 1 Pr-..1-r, L=,/,..., N-/., (4)

для.lщбоfi Iраекторпш {ri]. Уgtоше (4) означает, tпo сry-
чаfrrъй цроцесс { еrr;/ вляется супермармIIгаJIом огносптепь
во семейства 6,_аlrгйfr, ЕороццеЕIого гporreccoM /Jll.

0rтределеше, введеtЕое вrше, обобщает повяпе характер{с-
тпt@, взвестЕое в детеIпfiIЕпроваяном Фпrча€ (см., надршrеп,[+]l.
Нескоlшtо !пая вероFIlIоспtая шqддФшслщя отоIю поЕяItя рас-
сша{тшваласъ в [Т]:

В даlIъшейлеш сtцтается фшсспрвшвrпr fr.eL\O1rEo770 а

постулгдrются цlебоваrпя (А. I)-(A.6), перетсленнце Е8е.
Осношtоfi результат состопт в сJIедпцем.
1ЕОРЕr,,lд. Ф у в к ц ц о н а л ЕhY(а,r)до с т п г а е т

макспмума на шЕоlестве траекто-
рпfi
-t_O -

F=;*о Р,. 
-,an } "

вектором

Еслпл траекторпя F макспмвзп-
рует ЕtпУrz} то она рацпоналъна п
облада е т i "рак т е ри с тп ко fi [P",...,fu_l},
удовлет воряпщеfi до-ltолнш тел ьному
условпп

Et#) l^u,'J, pnl_tI, 1,z,ре Zl,
Переtшсlпш,t гредпоJIоtеЕЕя, цр которцх устаsавJпilвается тео-

plв. !|пдекс Ё ц)обега€т значевпя от I до N ,, ,

*,#;3 ж#,!:'Нf ? ;,*,, :" t!i;Ч ; i:Tyr"
х,{зt'' 1 у(вё))с |r. t,/(А.2) сущестЕIует такая констапта А , то дlя .mбоfi парн
(хr{)€ Х,а 

"rrр""л,*]во 
неравеЕсtю |у(аt)l< К, /2 (4"-)l ,

тде |Е| оэнача€т српry моJЕлеЁ кооршлнат вектора { .



(А.з) Ес.lш (r,у)е 1"rФ'>а,,0= U'-.{ , ,оЬ',У)е Zc
(свободное расходовшпе ) .

(А.4 ) СпцестцIет поспедовательЕость

^ 
fto, уr, ir, irr. . , , iu-, , iu

х констдпа trO , оФцдащо такпlm своfiствалg:

бо>,i-о*Е€ , irr. й;_Ее, 
Y^t> 

Ееr(iл-r,Уr). Zr,ё=/r2,...,l,
*"^",,i!"!r';;'1i4o"r\j?iTirTiT"Ё',"*tpt,t)-dB,-2

у 
Ё (в') _ 

ч q\ t п.в. l, 
- 

Й" 1а 1в"'' ), у r i9) 1 Хt ( зшшlry-
iость коryсоi Ztl огносвтепщо схолдюстп п.н.).

(д.6) ryщщ; Y(5', а) _,обпадает след}rшцш своtlствалп:

а) Y(ЕП, Ха) = Х- Y (sn, а), 1 ,- o,i

oi У Bn, а') v YGП, а) rrрп a.l._ а i

Ы Y(B\O.) ъощтъl непрерццtа ю а. ;

г) суцествуэтконстаятц |ъ>0 " Н, дикоторю( /L=
<У(4\а)<Н пр /a-/=f , &>. О.

ЗДМЕЧДНИЕ I. Ка( с[едствше Teoperш поrrучается пзвестнЁl
дц детерпншроваllЕш( моделеf, результат о Tot\{, что траекторttя,
максцмпзпрутщая Y(art), оdпадает характерпсмкоа [а]. Это пr-
текает пз эквшвалентвостЕ задач мЕцФп}лхзащй h.Y(r,)а ЕV(zr)
0днаtо в стохастпIескоfi шодеlп кпассц опп{л[аJIьнц траекторлй,
oooTBeTcTBy,D|IEц tрtшщоналшr Eh.Ulz"1" Е Y(art), вообще
гоюIи, IвзJцчнц. Пргчеш "логарл(fuптчесвая фрrа" фрrltlцонапа
существенва д.пя справедJшвостп .утвеDцItеншя о. с}4цествованш ха_
рlстерЕстпlо. Так, в Ерстеrtш( trрЕшерах ( /t/=2 ) леrто убе-
.lЕться в неосшеств[liiостх rребоваltпя (3) для траекторfi [arJ ,
оптш.аrlьЕrв в сlлсде Е lпr, l. (Достатотtо поклlать, нЕlпрпlt€р,
оо Лt t oIyT црпlпlать lryлевце зпаченlя с поJtоштеJIшrоfi в?-
роятностъп. )

цмЕчдIfiЕ 2. НеоФсодrrшо оттl|епть, tпо уq,tоше (A.I) не
хшеет лlаJIогов в детершншроваlцолJl сrýгчае п вцдаIJIет довоrIьво
узшfi подtласс сред всех коryсо, flt. С шlугоfi сторнц, ус-
лошя такоDо тппа характернц для вероятtlоспlц мqцелей эково-
шrческоil шпаrrшп ш ЕроверФгся дц боппшrсства "KottKpTHbEr"
моделей (Радtер, fiаlцк ш Ф., см. обзор в [З]). Тишшнй прп-
шер, когда вцпоJrнено (Д.I), оппсщается слqдrDпЕ}r образом:
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7., = {(а(аё'' ),у {аё)) : (а,(аё-\убё))с QrrBt) (п.н. )J2

,о""а(а') - оr.*r* от tr,3' , .rr.".tпл@ которл Ьштсg
коtvсц s [Х,z.еR'П,g>оJ (ср. [5]).

Э/tМЕЧДНИЕ 3. Подход к постреЕш0 стохастпческоIю аЕ€цоIа
iлоделш фн Нейшша - Геltла, отJцЕrьй от [r,Z] ш основаlпtнй на
испоJIьзованпп MaplcoвcKnc 1rщlашlеtшfi , dнл IФедлошен Ращером

[6]. В [О]не ставшlасъ целъ по,ry,tцть результапl шпа теоремц
о характеристЕке, но отilечшась ва.tяая ропь целевDDt, фrtпщона-
лов впда (2).

ЛOМЗАТВIIIСТЮ ТmРВrН.'Ё) I-fi этал. JИя ,2е LТ(l'rq
полоtшм F(d = Е ta. V(а) . Фушщонаll F/аJ тгrпппшает значе-
Е!я в f-oor+ ^J , воп{ут п полyt{епрерцвен свер]ry ошtосчтеJIьво
сходп},1осш п.н. на Jшбоп{ lfiolecтBe, оц}аяпченнотti в !,\(tl). Ь-
сцда следrет, тго ве,шияа F@il достшгает своей тотtой верс-
Heli граrп f вв шоlвсlввЛ(6Jтраекторfi F=/.rо,ttl.,.,а"J
с начаJIьнчм вектором €". В сл/rом деле, paccмoтptm, вектор
фуrf,цп{и

Fh(дil) -- (а"(4,1, х|,1з,s, .., aý{Br)). П(i")
(приrпг,вlшпе знqченпя , Р(ll't)rЪ ) ,"*., *о F@i)*F.
В силу (А.2) /Fё/< Corult, поэтолФr всJIедствие теоремц Кошrпода
(сrr. Г?'l п;ш Гзl. д.lтll для некогорой последоватеJIьностш
tr.*"i.. n i.*оrорою f tBl) =(ft,;(1'),. ,rftлGП))

L* [rh pil)+ , , ,* Fh* р9]_Frз9. (п.н.)

ремлIьнут задаw:

Е ln Ъ,r- mИ., (5)

(r,, |r)е Xl, . . , , (a1-1, Уl)с X,nt, (6)

?еr. It, | = 0r, ..,N-|, !(Vl)r, zr,. . (.r)

Здесь масспqrм ОеретЪ" оо ,..nl аrвLZGL о<t< N-/,
lrе LlG)r1< L< N, п 0 < Zl< ц*(il) , удоълtетворшlIЕIм

Прп этолл F.П@) (см. (А.5)), д

F (au 1,_ й гrЩР)>Бt* [гl"Ь- - F@h}F
Следователь"о, F (rt*) :' -F.

2-11 этлt. Пусть'f'=/€ о rftrr... rЙп J - траектордя, мЕlксл-
}пзпруюцlая F . ПолоЬп |r = а" п рассмогЕЕл[ следrшщп0 экст-

ог-

пспользу.r]?ся сообраIеЕия, бJп{зкпе к ]
cq-

[з



ранцченияшI (6), (7). Вщqдстше (А,3), (А.66) этот масспi.gп;

достЕгается црп 8с ={1--аtrа.7у,=Nrl=Y(ф. 3яметЕм та(;е,
чо |{.пLл7- оо в oEJV (Д.4).

Пршенш к зqдаче (5)-(7) теореw IVHa -Таrсtера (н:гпtшft

варлант этоfi теоретiлr пriеется в [В] п.lш 
" [3], Д.III). Iсловlля

(А.4), (А.6) обеспечIваDт вцполненхо yc'loМ Слеilтера дlя за-
даЕ (5)-(7), п, Фlедова!еJБно, суцестry,рт,тшФе лшеtlнце ..

фlrЕGщоЕалц t*. [bLrlli о< t< N- /, u t1,7 € [ Li (il)J *,

qо Дr-OrL=?,...r-N, "

i <а, {с, rr) * {t t,Y 0)- N"t) * Е {at,t < Е lп tl $)
trрп оIаашчеlшп (6).

3-ii этап. В соответствшп с TeopeMoft Иосцдц_- Хьюитта ( 
[9],

см. тд(ае [Зl, л.rтт) каrцш Iз ФЁншоналов t, MoElo пред-
ставпть з ППД€

tr=!r?*Щ^ , t{r- 0,/t! > О,

"rc 
1tiо tr! Млэлэwt Феry,!щмп cBof,cTBarm:

л (aj суцеЬвует цнтеIтшЕуешая фушщя Р+> 
0 такая, что

t{@)=Eptzi ,nA,. 
ly 

l(б) существупт собцтшя {г!1,1=tZ..., эаtшс@е от_ зс

.f,. ЁъД:;-fН: Hý?;i r,T;; /i! 
i + "r' Поклем, что в (8) 

"Йо злrен"rъ Й на lTf . tsоспользуем-
ся ицдJпgцей. Пусть (8) справелли"о 

" 
lff ыесr-о Q тФи а=

=L+fr,.., N . Возьмем rсаrýт-lибо посJIедователы{о,сть вещест_

rж#ц i:-,, ь,F rЧiч fг, f ;Г ff" ? ft*;*Э
ншл обрзом (заrеноfi €, !? N_r_\ Ц ) опрделпr |f u Lлt .
В сш.lгу (A.I) п Ередполоsенпя lrцдуlсlш

Е h. ъ! * tG", !i.,,z)+@3y"-*t> -

+(t|,y-:';:, - E,/*t у,L- "! ) * (9)

*(rt,v|il -Ni> < Еh{ч,
rФпчOr,

Е |п z! = Е h. ц * Р(Г! ) 0" еr* Е|а t,,t ,
Qi



(t',9,r-*! )= -(Ц', r! ) =- Q{t а,аt) * о,
KoIлa t**. Перхоля _к rгредеJцr в (9), поJryrвем, сто в (8)
l-юпtо зашеншr, Ц "" 

1Гfгrэ" i=b,,.rlV. Першй шл !шrдпgцш!

цровqдштся с помощы0 ФlаJIогшчного рассlдшенпя.
, +.fi .атал. }lTаIc, построеш р* € Lrft), О <t< N , ц рл€

е Li (il) тл(ие, 
\,?, рr> О, t'=И. ., ! , п

Е lп ъ, " Т Е р, 1 у, а, | Ер( уИ)-rrk tk{п<юl

грп оI?sн!чешюк (6). Покалем, что ф.уъкцш Por.,.rPtt-.r оФlа-
далт своfiстваlш, оrпслrttцlш в теороме I. Преrпе всего, цз (I0)
с.llедует

Е pt! - Е рr_, *' Е Р"dr- Е pl-, Е.., . са . 
(II)

для всеХ спцественвО оIраяиченнцх фушсrпrй (,r, Ре Zg r/<t< il,
ЧТОбШ убедиться В ЭТОм, достатОtlнО полоштЬ в левоfi частв (I0)

2i = EL, i # L,/; {i= ai ) L #t,
|l=Ert, i{_/=Z, N"={,

АнлIогп!но,- ipiiH)- Ерп,-tg<ЕРrtу(й)-Ерr,, alt-l) (I2)

Еlп;l-ЕрLп< Еhъпl,Ец-ъ1 . (Iз)

Поскопшtу *1 - Korqrcнl н€рованства (II) ш (I2) остдrутся
спраэедJпвlоп, ecJtп (аr|) ушrоrgть на любут поlоштепшrуlо
констлttт. 0тсцда

Е fu ! - Е рr_, *1 4 Ерr,v(il- Е px_lz< 0, (I4)

Jla.llee, по,lьзуясь этшмп Ееравенствашп, а тшсе (II) п (I2), ва-
хqддш

Е gY@)= EP,u-t rt,t-l=", = ЕРоЕо, (I5)

Теперь, lпlцтцвая, что (I4) сохрацяется Ер уlrншенцх (аrУ)
на любро фушспшо "|.е L'-ft-tl,X -- О , пrreer Ерrу.1<
< F о. .z.7 - В сп;r,л эJIементаDнш( cBoficTB чсповltщ iiaтeшlп-

""Й&"Т-дЬч Ерr_rz Z>Epe t,Z= EIE(pcy.1, lat,r)]-
= Е [1. Е (рt{ / 5t,|Л . Тшrпм обра,зом (аlrшогпЙце рассуцде-
шя rтрпмевrапr и ко Bтopo},v неравенству в (I4), зешDча€м:

Е tРrУ lrt't ] < pt-l r [B(pryql //'),pu'zJi.,B)
,il



мя (r,y).Z,, kа,У), ZnJ. Отспда п пз (Is)j

Е ( h й 
ё l 3''' )= Р*-, Еr. t ; Е PlV(ar1 l 3n'') = P,n,, 

al - l. гr'l)
&ведем шэ (I3) раэенство.,

pn-- Lц . (Is)

Заrrетrш сперва, чп.opa/>o . Деtствптe;tщо, еслп Pn=O на
шlоrестве Г полоштелшоfi вероятвост!, то,при достато'по
болъщ:с М нераэешство (I3) но вшполЕrIется д.пя Znt =l+l4/г.
Jllr.пее, пqдставпв в (I3)

ам=(Рл*€)-|, о<€14,
вахолщ{

Ete*# #ftE[e"tu-p,n|nJ. (i9)

Ишееш'Щ99П I*# 7lo#2-p,t,
ft-*n,

п, знаlпт, вtц)аlеЕпе пqд зпапоll ЕtrвIвlltвского опцдшlхя в ле-
воfi частп (I9) оцешваетм ctцBy щтеIрIryешоfi веlвцной
-fu-,|. Поэтоry, воспользовацппсь леlшоf, Фаду lt полоtцтелъ -
ностDD р; , Еоt$ч8€шl " 

Е [h#-nJ, Е [hiп-pnEnJ.
Это сооrъошепе BrecTG с элехевтарЕш Ееравевствопr

N" i - / > lfu L -pL, р,О) z >о)
даег

t" i, -,/ = lrr f;u -prtФnt .

Посдqдцее DозLlошо лппtD trDш шошецш (I8).
Теперь в сц.,ry (I7) l __

рнчЕп'=Еl+lо'-'|=r,
и, стало бцтъ,

Ро ftо= Pt ftt =,,, = P,,t-1 ft,,1,1 = 1,

своfiство

Et+%l"''Jrp,v-tz (2(i)

4I



для спцествепно огIвнltч емщ, (*, у ) a Z u немqдленно q'Iqдrет
из (16) п (I8). Дя пропзволшtц'(а,rРсZ,lt Iтщrп'пое усповпе
(20) устаrrав,lшвается предеJIьЕщi перхЪлош m

(а,t, 
уН) =Х 1,_,*"1@, у). Znt

тrрп М*о..'
Итшt, показшlо, lTTo траекторlJI (аr}, шакспlшзпрлшlая

Eh.Y(an), обпqдает характ_еIпстщоR ЪЪ свопством (20). ог-
спца сле.ryет раOtоналъность /5.J. В слlом депе, для tCcJ.
€ П (а")

р V(rн) < Е pn-, иrt-t1,..<Eprar€Ep,Eo,- /,l- y (а-.| '
Теорема докаiанД-.'
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