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мЕюд юЕ{ФЕIдIIюm 0кАЙlшшшя
дIя cEIEmx з&цАч рАrcIIoрlЕOгo 1хIIд

В.Е.lr{ятвов

Пустьл9qдаЕl воЕеЕIце rrЕоаества И, N , воществбЕЕде
Boв"opr бtП],:ttU] п пtра ;l['l,r!/, оорделще веЕустой
lЕоюц)аЕЕпв / веЕюров Ез к,- , ]гдовпетюрщс оц)аншIе-
Еях

д t|,Nl.a[N] - 8 [MJ , o[Nka[N/< N[N]. (т)

Расспrоцпr аксц)еtвльцр эадаw с ;шrеftпш оц)аЕгtlеЕЕяlш на
перешоЕЕше п ЕепIвIlцвшо дшФерlпцруеlдоft целевоf; (Млýцей: I8{-
ЕхшвгIюват" {@tNl)прш уЙозш а INJ е Т .

}lввесtЕо, что ц) ltЕогц четодаа сryсЕа по возшоlвц[ направ-
деЕlfl (вав п в rreтqдe цосJIqдоватеБЕIа уryтпешf, для 1впевпя
.щоlвоfi эqдаrп) цtЕ оцроделеЕЕп доryстшого пвl-[ilJеT паrrрав_
trоtrIя: веобхощо вшвть спстаýr увавшошf, оtЕоспавлъЕо двоfiст-
вощцl пореЕ'.тlг t [М] z

tr[М],Д[М,fl'J=С[N'l, /УЬ il, (2)

uе efilJ - цlфtrоЕт целовоfi фщ в Totшe а[N/ . Пр реше-
Едr 9qдат бопrшоfi рщшоIЕосlт суцес!в€вЕое значеЕхо ддя эФеlt-
тпввооtп цр!евяеш reк)дов trчеет Jrчег спещ(Fq I'aTIшщ ог_
ршч€шf, l, црецде воою, lcпольsоваЕЕе атоf, спещfrЕgi ддя
IвшФlя спсrъшl (2).

В этоt статъs пссдqдrется lеrqд допошюаtпlпт дrя'решеЕIя
cпcтollц (2), осповдщfi Еа водеrcшI чаолl оц}аЕtrошf, Е оЕ-
дшъшfi блов п Есподь8овашI оЕФФш этого бrова. Тавоfi uе-
тqд пsЕест€в кав прпоf, rетqд депФfrцrт дJlя lвцщ оц)дп-
sеffi с поIЕэФrалЕtrпr оцаfiшещоl [IJ. Потqц яшяв,|!ся афов-
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тЕвпцм, ес.пп цзвестев нетIrJrдоеiдqf, а.птортм посц)оешя базшь
Еш( воаторЕ atllв .шеffiою опеIвтор8, потордП зqдвеDся пqдrаl-
рчцоfi Ещодевцою _фIо8а оцlашчешft. В дашоf; Iцботе векторц
базпса увл}апною щв пёполъас.чттся ддя IараIrтер[оtшсс ttрай-
впх точеЕ мпоюIраяЕЕад 7 п, вак сJедстше Taцofi харsвтерrс-
тпlg, l/таЕ,шва€тся способ IвпецЕя спс!€ш (2) п оцвделвшя
доryстпюю влtIЕэлФпя убшшшя целевоt Суrшщп.

ПIпёЕеше i{ек)да дФlФстIппtrЕпqя ва црпiоре эвсцlшдвоf;
задаtп с лшеftпдп огрФцtIеЕяш, сD€дд которю( 1,1щo Ецеать
Фrок, rrатlща вотор-сю IIвJIЕотся дву]шоповевтной. Извество,
tlтo дlmкошIюЕеЕшоfi вцще юшо цоспазiть в соотвотстше ве-
оревшlювашй rраф. Прюlштся т,gорша о ceтeвoil стпrктуре
бавшоцв векsорЕ яшв оп9Iв8O1в, вqдаэае}Dю дry]tкомпонент-
Hofi шацrщеfi', п поваэав опособ Iсподьзоваgця этоii шФорд!ли
в цраддагадrоlr шетоде. tlастшпr сФчаэш ,IEKoft 9адат[ яilJuшDся
тIЕrспор!ная п расцродо.штапъшая эадаtп с допоrlЕдтельццlrш ог_
ршчошял. Oшсtвавrллf, штод ршешя дв]гJшо}.поЕевтпоt зqда-
tц с допошптепъЕош оIтtашчешш (как п ее чаопIl8 с.lryчаев)
явпяетоя оdобщешыr шотqда потещалов ршенпя цlавспорmсii
sадаtц .шеfrrоrр црцDаlif,лроЕашя.

i. )(alпrтерошIв краftпц точос lпоюцlапша 7

IIустъ rвопестю М цролlсЕаЕilо в вцде И=ПUt. Тотла .

оцрqделеЕr пqд.ацrпщ l[tпrNJ п д[t,М вlтшц дhl,NJ ,
Е оц)аЕrtlФш (I) вашоrвштся Е Ецде- 

Д[п,NJ.а[N1=6IпJ,1
д [с, N].a[NJ= В tt],' | (I,)

0[NJ<a[N]<l,tN]. 
I

06oBвarmr sврвff(Д[П,N1) що ооЙор Д[Ц,N] .
пусть Р - в€коlорое шоIество одЕоrвшIrЕ.вцейпос щ)осцlапств
(ш9пплк) пз R'"' , цIпЕал[деrятO[т wу,Jt(Д[m"NJ,l. Oopu-
зуеш Iвц[щу E[PrN] , сцюшлЕ_ковороft;лшгй пропзЕль
пв (рвшровашrе Ьтоц Е [irNJ, iеР,

ОПРЩЦШlЕIИВ I. }ЬтрЙеП дqiдЕдов liвшоgгва Р навовош
штршry 9[Р,е] , оцрдоJIяеIцID слsд,щ, образоl:

a[P,cJ =Е[р,N],ДТ[I,NI. (з)

.|
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ОШЦЦДIIЕIИЕ 2. hlпопество Р *"о.rся компенсц[DпOдЕ{lд,

есJIп ранг лвтFщ Ю[Р,С] меньше /4/.
Пустъ вектор а tNj прцrадJIешт /' . Черэ rVз Оудем _ ,

обозвачать тt/шопество {[ |.iеNrО<а[iJ<Nti!} , а чероэ R(/{d-
падцрстравqгво.в . R'n', оцрqдепяешое спстемой уралшIешfi
a[iJ=0, iaNx fl.,

ТmРШДI. ВеrтораINJ ,

щ lrfi Т, является кра
этого многограЕЕпка
то.лько тогда, когда в лпнеfiнош
п о д п р о с т р а н с т ъ е Jt4=Jt(A[m,NDllR(ЦH п -
кекое шв-оаество лtrпеfiно-веаавш-
сп!{цх прялiшх Ее является Ko1,1_
певсирующхlir

ДOItАЗАТЕГЮТЮ. Необхощtlость докаrем от цртпшюго:
rrycTp a[t0 _ краftшя тоца Г п_ryсjъ 

"Jtапашапся 
trабор

пз Ё лшеtво-flеаашсдlrщ( прmФс Р= {Pl,. , . ,Vl ] Tantoй, что
рапг соответствщеfi шатрпщ дофlgтов fl[p,l] ченъше Е .
Тоr.да суцествует отпшfr от 0tР] вектор у tP] , котоlпrfi в-
ляется решеЕlеш сIстеш{ цlашешfr

ylPJ ,atP,|] =0{/J. (4)

Образуем вввтор ZINJ-|[P],E[Ы'l], которвй в crJry лп-
неflпоf, неэашспrrостп пршd па Р отлf,чеЕ оу OINJ ш, оче-
вччЕо, ZtNkИ(Аtm,NJ). Попаlеш, что векторц a"[NJ=a[l[+
+€е[NJ цщqдлеЕт 7 , т.е. утовлетворяt}т (/ ) щш всех
С , дш которц /С/ доспато!цо шаllо. Деf,ствптелъшо, тлс клс

Гhi;i,а,ffi Ъ"T#I*/b!,!ft,i:Yf;,i'Жý2r,
удовпетворяшщ Ееравевстry глLаQ,: |с a[il < е:

мее, _Д. [m J,l l, {" t Ц!:Д tп, 1!Ji7 [|l l t е А tц, {J е INI = 6 [ mJ,

ч rffi ] rtl,!;ýft :fr i Ii't = i rI i тх* /9 f*fJfl/;
с (4)- "i 

[l,N] z t Nl - у 
tPt, Е [ е N], дт [ l, Р1= у tPJ,a t в tJ- 2tt ] -

Uтак, СР'0 ве явJцется Kpaiheii Toшoii l пско!iоо щю|шворечхе
поJýв€во.

Доотаюшооть. П rсть a[NlBT 
" 

J(o.Be сqдеIшт компош-
сrрщоt сIсl!flЕ.шеШо-веэалаJrпц щюшв. Доrаrеш, что в

пр
йве

то

Евадлеf,а_
fi точкоii
гда Е

ы



этоl, сrryчае qtNt - ЕЕаfiшя !оtпд. П1вддодщr црпlво6:
ryсть щl эпDr !rслоЕЕ сlуцесщет пеryлеюfi вокюр x[l,/] та-
BOf,, t]To а"0,I=а[NI+€7[NJ црпЕqдлешт 7 "рюеi до"-
татоtцо wм, |Cl

0тоща c[qEreт, чво
al g,INJBR(N");

al д [tп,NJ. е [NJ= 0[m], т.е. я[tOв t(l|[tz,il/);

;i !{''!b'J!I"|' !!; " J{ (л tп,lt!) п R 0/а./ суцест-
вует воryловоt воптор, еJtqдователБво, аlпо пqццросlравc.гЕо це
ryсто п в вGш сшествует бавпс, пmорчt ш обоэпаш черв б .
тоца 3,Il/J=AtE],E[B,MJ , мерГ8l*о[в] , х f,з 

") 
оо_

.щrsаэш

oft l - д [l, NJ, а 0,Ц = д [ t, N] (р [в]. Е t в,Nl тtВl.g tB, Ц.

;:.3 : У#:"Ж;.;trffi; :, ff mi#,/r/:I
что по услоlшD Ееюш@о. Теорв дова8аца.

Пустъ теперъ Г - вешrршдешfr rшоюц)авЕхЕ, т.е. таrоfi,
что в лшбоf, краfrвеf, тоw;е a[NJe7 равг Ец)Ещ А[ИrNgJ
рэен /М/

1ЕОРШlД 2. Пуст ъ аINJлрпЕадл еап т в в -
внроtдеЕвоIу швогограЕвlау Т.Тогда для тогоl чтоасаINJбцла
крвfi,вей точЕоf, Т, пеобходlшо. I
до с таточЕо, чт о6; diпNJt(дtftъ1,1])пВllQ./l/.

ДОКАЗДТВIIЮТВ0. Ееобхошrостъ. Пз услоfi, qю ClNl -
крtЕяЕ TotIEa Е Г - вевrроццеЕ, сtrqлrет, gю ll'|al=/ta/o/ll, т.о.
diп. к ( N.)-- 1,n l + l l l l dlln JГ(l tm, NJ ) = 1 у 1 -' */, а 1пвшростъ
пеIвс€8IеяЕя, каlс пэвестЕо, ддя ЕеЕФоццеввоп0 сýчая вЕа
споrc радв,рвостеfi персепаrщвся шоюоdразшt Еryс рцilеIF
востъ объшщ9ю тросц)sвства:

йftN Ца= dirl R (N.)+ фпъ$ а [п,N])-lN/ = l С /. Bl
Достатоrпость. Пустъ .ail'tleT, 7 - ведrрщев д

diпtn=le1. Ес.ш бц q[NJ sе dшла rpaiheft Torшofi, Jо ToIEa,
в.соотв9q9тшп._с уqllохша, ЕевIФщеЕвос.дц,Т !tl*|>/m/+/t/,
dimаИttп,NJ)=l1,1l ,ltпl , п, вцоqояя d,Шl.tаЙЫоттво
(5), поryчаоr dhlffn> lCl , чпо цротЕворочf,в зrслош. Тео-
рФв доцазаЕа.
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2. ,rпториrш решвЕдя ;шейвоii зqдаtп

PaccttloTlmM эадачr ;шlнеlfitоlю програmпро l*rmя c[NJ, а [NJ-
*miпrа[N|еГ. В тrреппо.llохенцш, что 7 опредшен отрапп-

!r ченплм"(2), сФрWллруек .-воХственЕую эадаw: наfiтд вект_орц

t[mJ,d'[t], l"[N], достав[яшцде },{шr}rмл,r,j,yнtclцm t[rП],6[m]t
+ttt|.6tt] *V tN] . NtN] пш оIраниqеншЕ(

iml, А r*,N] + l tt].д [t,Nl*i twlr- 
" 
Й <Bt

i[Nl,- ztЦ].J

mii эmr задач пrеют в!д:

- йп]. д tпъ, uJ- l [l]. д tt,

Условпя допошщей нейеспtостш дIя парц доryстцмю( реше-

2 сГu),а[цJ=t.[uJ;Q)
= с[uJ, цеNа; (s)

< с[uJ, а[uJ=0. (9)

пусть а/t// - некоторая краfiняя точка IJшогограIIЕпка Т , в
соответотЕшп с методолit посJlедоватеltшrш у.лушешfi необходшо
репштъ сЕстеw ]|paдreшii (6) и TTpoBep,ITb услошя опrшrапъвостп
(?) п (9) для по,пвевцого trвцеЕи,я. Прп уэltошл, что Г - не-
въrроц4ешrшй I/JtoюIpaHBmK, рдtг tатрш{н спстеr,Jтн

-tлttъ].Дtm,N"l-ttt]А[l,N"I= c[/val (s')

ра"ев /Лz/ +ltl , Таtш образом, дIя ltацдоit краfiвей точtсr.,аit
BeKToIlr ttm]п d[l] , уtrошетворfl}ш[е усJIовЕям (8), опIвде-
ляDтся одноэЕачно. iloKaleM, как пIп иэвестнои базпсе подцюст-
равства Иа=ilИ[m,lЩП R(/|/.I 

"""rei,:a 
(8') Iвшаетоя спе-

ЩаJIЪЩД ИеК)ДОIt ДеIЮМПОЗПlД[Е.
Решввле состоЕт пз .,jB1г:( этапо8. Fа первом вшqпсляется век-

,ор l[|J . По Teoperre 2 ъ Jt- ЕФL,Jrтоя lll лглшrеПlо-воз&Еt-

спrGв црв,tlд( аs ff(A[mrLVl, йр.sщ оаэuс Jtа .

3а@стrруеш чтр{r Е IaNJ, стркамtr которой ч{ryтg+

""*-р, 
Оаэшса Jt; , r.r обраэ:уеr,r lвтI[шv лефпsтов 9[6,tJz

юta,lJ = Е[в,NJ.д'н,lJ, (I0)

кок)рая по вgореrе I представпяет собоfi ввашвщrD веособен-

щD шаlTпч. Taror образоr, спстеша ]rраэrrешfi оlвосшеrъво d'Ц
fltВ,l].rtЦ = E[6,10, ctilJ (II)

пвеI одвсвеЕво€ IвцеЕх€ 
''[tJ 

.
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ilra BTopor этапе для оцрqда[€впя l2tltL] шrбеlвш гI,оЕ9-
вопшryт вщдращD веоообщо Еодrацшцr Д [пl,Nr^1 шацЕ!в
А[п,lЬ] п ваfiдвш ОО[tпl пз спс8оlд{

- t'[пJ.Д [tъ,l,/"^l = с ftlaaJ+ tИ,At|,1tJltzl
когорsя, очевхцно, mlo одоэЕаtIЕо ёщlqдшяет остатъщrе дDоf,-
ствеЕЕце пермеЕцне.

тюРВiд3. Реше Bl" lo[Ct спстешц ( I I )
g |Y"IпJ спстешц (I2) в совокупЕос-
тЕ составляDт репевIе спстешн(8/).

ДOКАЗДТЕIIЮ1В0. Ддя доваэа!епэсtъа' Tooperш достат,оiIЕо по-
казать, что дJIя лDбоI.o стойв А[ЦrJ|ri.ilпr,Д/аrтъ , щ-
поIпеsо соопtошеЕЕо

-р'tmtД[mэ/t, СГ7htТ||ltl,i]. (Iз)

Еаподпrr tсш.[Z]), tпo oqlп аIИJ - рап9Епо оЕст,аш
аtП].Д[М,l,|J = EtM] , то для вою, чгобш ,р{И] _утовrcт-
ворш роЙрlшоt спстоше а[МJ,Д[Мr|'lUjJ= бtПUj] , Beodxo-
дд!о х достатоtпо, ttтобц пrало reсто рЙвс,м бtйJ,}tИt=6QJ
цеFOfJ - раsлоrеЕпе стопбцв t![Цrj| по столбщrr Йtщ
Дu,LМ], т.е. А ftl,il=ltЦ М]. r[П].

Перевося это уоlсiше ва Dасовлтвваалй о.щпцй, пощrчаэI,
что дIя Ерове1пц (I3) достатово уотввоllтъ цIпоJвеЕЕо coo,|tвo-
шоЕия

с ti ] t l' t t] . д t l, 7 l = 
(с tl/a.]l Е И. t| [| Jl/oal). ytЦ,,^Tal

ме t| [N*r] удовtrетвоIпет спстеЕ

Д [п, Nr.l. у tl,/а-k А [п, j] . (I5)

Опреде.,щ B€BToIl r rЦ] таюr o61BBol, "* {[il"rlvло*
лЕтвоlяет спсаеше GSf , i[i1=-t , 8 ост9дъвше Еошопецпr

tr tN] раш ryлD. СооЙоiепв (I4) очевццо, слqдrот rs ра-
веЕства

G [Nt ^l"[t l.д tt,N]). i ft,л = 0,

которе шпоЕвецо в сЕry топо, tпo в соогвотстш с (I5)

I t fl ] е Jt 0 tпЛDП ROa слqцователlЕо, | [Nl = В [Et, Е [В, NJ,
fi, вако8gц, t'[tJ ЕлIяgтqя рdц€ЕIо спотов (II). Теорев до-
*Ъ"п", 

посдо топо ltaK ваftдево Iвшоще сшртш (8/),
попск доryс г}iою gg a[ilJeT вапDавлошя, ацоль воsорою

{@tN]) убlвает, своддтся Е цювервв усtrовшя дФошщоf,
90
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EaocEocllI (?)-(9)
Цусть вшелся rцдевс ie /'l Х lln, ддя которою варпцевц ус-

лоця (?) rlr tЭl. Oшрqдеml юIЕа вовтор е [N]' тав, чтоdш

еINаUiJ dвло ршешш спстщ
Д [п,Nач iJ, е ft|, u iJ= о[61, (I7)

пI:rчош цоцр6!rсI, чiтобсеfiJ=-/в с.rysаэ, есtr! ва l варутево

уФошо (?), пбо e[c|=l/ , поцаsа i непп!ае!сЕ уеюшо
(9), осталъшс вошФовlв e[ilJ рашl ry,ш. t ?.,,Oцlqцаш дФощrелъryjD строry де@тов QLt{t з

dpl= еtN],lТt,l|, (Is)

IIусв Bвtop Z[6l утоыо!воDяоs сЕсtеOrе урашешй

бts].юtаt]+dt|] =о[ц. (I9)

TorTa вшлор а Иllj + е z ti! = а [l|] + е {ъ tS] F t 4 l0 + е 0Ц
цtrп дооtазоtцо ЕдЕ с>У цщqддоЕт шовоцIЕщtr Z, щп-
аd с [l0. ФOЦ >.с tl|t.@tl|]t ea0,|J)

Дdсtцтсшво, доryоt,шсrъ Bщтolla .zOlU+ €Z[/{J слGщrот
IB ооо|!в@ l [t1,1t](o[l|]t€eЩ!])= ?tt|] , вч9рое.
цшоЕою в Gпry r.ою,.что IIФа Dс!о й'йэевсшаз/iа,ll.
,а00= оIпJ l /[t,l||XШt = О [|1 . Первое справqд.Йо
Iо!Фýr, tпo э!втор et{l у сгдlоп_вцlпц Et\l/l по оцрqдело-
ED цЕqпIса, щ,у JtИ[m,NJ) . Второе - в спry ц€поtш
DавФоtlЕ, сrЕщ7пЕ rв (I8), (I9) I оцрqдедещя швцщ деВ-
щ!оЕ:

Д [ l, N| z[Nt - Д Ц,NJ { | [sJ. Е [8,||l+ etll]}- rt'].g [в, цt
4 [ l, NI е t1,1 ] = ц IBJ.9 p,t! + d tt|= о [tJ.

EspaвoвcilBa Йril] < a[llJ +еХ,[NI < NtП|t шшодвеш ддя
досrа!оtпо r.rрf( с 2 0 э _а,w |юю, _tпo вектор vrв].ЕtаN]
ц!Еqцrш! R(лlа), Ea[NJ+eZtl{] np достд_оtцо tla.Er
€>0 яэrвшяf,оryсшl по оцролlоI€ЕlD еtN]. Тот (!авт,
tпo цЕ увеЕsпll с 8ЕачаЕо щr',чт- с[N],(аft{J+€z,[1,1])
уФrэшr, GlqNrсr! lэ оцрqдеtrfr!я Z, tN] п осЕовЕr Ilesyлbтвloв
tооIЕ.шсlпшrо (ш., папlпвр{Да]l.

3. lrrорч ршFrя щ8шй эqдаtг 
". Т

рвшдш пшоrцrD зqдаw пйL /btvt)ratlц вТ
9I

}

в



предпоJIшеЕпп,;то |(,zt/,|il - вшщrjg,Iая lлiувlщя, цмепцая пе-
прерше на I часпlне процзвод{ше 0{/а.tц=сч@t||J)чеД/.

В этом щутао теорема ftуна _ Таrсtера-ЙЙеi бшть сфрryла-
рваца с,Iедlщli обравоп: (сш. [а]).

a
тюРпrА4.Для т

аh/]еТфувкцпя
пеобходЕмо ц
существовалп

ого
{(atil])
достаточЕо, _чтобн
".*r opgl2[tflJ;8t|/,

удовлетворяDщЕе сдедуDщпlд усло-впяrr: r

-оtп]д[п,u]-6tl]дt/,,,)З:;8'lli-r!'i:!iТ,i
(СоР[/UJ),q[Ц =0. Qz)

0шrшен одщ цаг метqда посJlедоватеJIыrого уФlпденпя ди
вьпryтлоf, зqдвчr ва многограннхке Т с аспоtrъзовдlхеш оIIf,сан-
воfi декоlшозtцш. Прлпоtшл, tlтo эадлtа началшая тоwся aOtJ,
цЕшадцеБацая невЕрцденпоrry шногоц)аffниIrу 7 . Поrrьзуrсь тео-
реuоft I r тем {latToпt, что mбая точка пз 7 пIвдстадшв в вцде
.шпrеfiноfi коrrбrвлпшr его кIвГlнЕ( точек, }oпlo утвеIцдать, чl!о
dim(R(Ма)OJ|O|tП,l/]))2|||. Это озЕачает, что для Jшooй точ-
KMa[NJgT ъ N- моmrо внбратъ IIоJIмЕо;естъо N} тл(ое., что
l Nj | = |пъl + t е | frp"*"p"o"Tb trодrростраJrства Й= R (N} ) 0
ПЦ141П,Дll) рвва /// . fuбраз баsiс В подпроётранства
Jt', , Врфеп{ }iатрш.щ Е[8,NJпq[В,Ц х решrм спстедц_(II)

п tiZ). Еош гpll цаrцеIшfi эвачеЕхях вектоIюв UtrпJп )[lJэg-
поJIненн условпя (20)-(22) , gо ,П[NJ - решевпе эqдачш.

Пусть папlоtся элешеIп L.ilrt|i , на Kcтopolit паuпшево
оЕо Ез эш ус.пошfi. Тлt ае, кас п в лшеltвоu с.цlчэв (сш.
(I?)-(I9)), пспопьзуя шатIпIщ Е[В,N]ч Ю[B,tJ, нДдем во9шоt-
вов плIIввtrввлiе 1, П0 , эдоJIъ которого еуrпtrпя /(а[I])уаg-
вает. М завершенЕя птерацl!п остается решпть задаw Еа шЕпх-

Wм ФуЕIgцш одrоri п€реriенпо?i С z |(q[l/]+еZ[Nt)-пjпц)tr ог-
раsЕsеЕrя € > 0, а tNJ + СZ [NJ:T'.

Таlсш о6lвзом, ecJlx суцестцrет Еец)удоешgfi алтортм по-
оц)оеЕпя стрк }.втIпцЕ E[B,N] я решiенхя сцсте}ш утадrешй
с rrацщеll Д [П, NrrJ , то прqдлагаеtнj" метол декомпозIlЕr
Еозвошет эфеrtтшшо проверять цршзна:iи оптпlrаJIыIосm ц отшс-
кпвать доryстп}зrе направпения убнва,lпля целевоХ l!уlпtlщп.

чтобц
цмеJIа

в точке
мrнЕмум,

(l9



i
Раоgотш rласс услошо авсцlщлfiIЕ sалдч с оцЕЕtrоЕя-

ш щда (I), содаIгащ лр}ЕоlЕФсвtтfr rюрвшталэшd блоr
Д [п;,Nl.,Шапш, чlrо лIуjсвшовсЕrвоt вавшшт ша!тllýr, в
ЕщоI стоrбце воюроl сqдеIшаt вс болео .цуl Еоryдсцп вФ-
пGсЕr. 3qдачs .щейого цроцраnцроЕщя с дry:ЕвшоЕецтвоt
вцrцоf, оцаЕt!опil ( ,7 +qдача, обОфшqп ц)апспоIЕвая ,Jп
расцраlе.пте!tпая эqдача) Iсc.[qдовалаоD во rвoltr рdотах (ш.
[Т,З.S], Barбoroo Еошоа I8лщgцо в шо [Т]); B.tвctlreotп,
длl рiоЕrя дry]сшошошвоl вqлец l.А.Яповrсэd бtп щlодло_
rш обофешпfr ш!ол по!оЕга!о" [6l.ry ltbtll- Ецrца Е,шщil,своliоDою t1дry-, ф(пrl/),
!о Т - оdлаотъ доryо!пхцr D.пgцI цlавопорtвоt зqдшIr с до-
поrпrолБш оцщтоЯIfll, дIя ропоЕя поюроt обобцещd
rcаqп поЕщалоЕ бшr щълlщев Э.ДJýдечоюl [?] п K.B.Ibnr
[S] (сgтоэоfi ваIпапt сш.[Э]). Ео.ц ДOrdlil "iд"Ь в Eat-
дш отолбцс два п€щЕоцц алешЕtа с Inпroi шавш, то / -
оdrасть рil€шц вшоюроl Z -вqдав с,до!ош!еIшш оцв-
JrrlопIш. В пцпс 18 а!цх сdrчвФ atЦ]- потош в сетп,
аrd - вв!ор rrloвclшQoTol прсзвопо?ве l поЕрбдеЕrя в

yaiB оап, s NtNt- цDоryовшrо опособвоеп.ryn. В обцеш с.ry-
чао дqtrдшIоЕовrвоl Еццо сопосrавlцеlся tраф G(rп,tl) с
lml тrlpшrц r I'|l ЕооIIовщDЕаш дгпа!, ошдвделяопd
влщl ппппопчd l?ilа|Лtе;111, iBta. ,i./{ , ц[ЕЧil
столбцаr, D.aщ. Е!ь qдry всцtrlсвrD ЕilповоЕlт, соо!веrclцrеt
в щаф 4 поr.rя.

Ь}дш сптвлЕ, чrо ц)аФ С , iорqдешrй Д [ЦrilJ r сЕ8-
вев..Ьэовоr -Z-цшлщоf, ва rрф 4 воryлсюl вптор
а P{J, удовrсворщt ypaшeпD

Д[п,NJ,аINJ= ОPflJ, (4)
Ешшч, что щшдil Ее8цЕэтqя заоФ!ая воо1гошцtФщЕая
цшD Is лrг l'InФа. IE.r п шопостю цqдilЕ р_всюдуr 6rлш
обошвчвtь, qЕrаrово. Еryлввоl Dсв!ов a[N], lIoвrclвoltш-
пгq (В), було1 ваэшеть J-rгшллпсl Ев щв К., есп
Ещо!Dо ErT 

-?Lп={i€il/ФП]rОJ9rrп!.т с К .

_ Во*оlш, ш.пIl, юuс А ltarЛ/- шш rцспЕt овlзЕо-
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по орхоЕтпроваЕою IраФ. В сryчав te цtrшввоf,Еоf, двпшопэ-
вентноfi шаттЕIщ Д[пrilJ Х-qwулщя Еа щЕло K=(tal,K)cy-
ществ!rет Jшцъ цр уq[ош, tпo IЕЕг пqD.вцшш Дful,К-l rcвь
шв ltц|. Еевосоре сo<}tвошеЕхя хqшr элешЕ!mп вfu!ЬМ|
прп котордr вшюлцяетсЕ это усJIоЕцо, цIшвqдоtrц э рооте Гоl.
Iф.lв rе ilаттЕIв /[tцl{lшевт раяг lml , ю Z +вцуляй
Еа щIiпщ Ее с]rцестцrет п оФцео рацешо спсiвшr (23) свяэдо с
бoree слоmдл щлхqооtсш сltrув!уI,ош граФ 4 .

0IРЦДЕIIIПШЕ 3. Сввшй поддрф щаФ б ,Еаэовt бшщюrr,
еслЕ оЕ сqдеIшт роЕо лва но8ашоllщ щ[вл8 Е ве сqдеIшт
копцеЕfi веFш (т.е. вершв, ппrццевтвъв Dошо oдof, ýто).

ТШРЕllА5. Есдп раЕг дэухвошпововя-
ноfi шатрlаа А[m,Лt]Ъаэас/Пl, то Ее-
нулевоft вектор, удовлетэовяпцпf,
сЕстеше (23), чоtет бцть прgдс-
тавлец в вЕде лlвеfiвоi в.оrdпва-
цхr l..-цсрвуляцпоf, ва бrцrЕлах
граФа G.

ДОМЗДТЕ[IСltsO. IIустъ atlJ- веryлевоf, в€йrор т88о!, тто
Д[п,tOа[/,Ц = О[tпJ. Тогда, очещо, сцравsл!Е.цI Фqще
утварпt€вIя:

а) полrтаф 0(а), задаваФ.''f, чатlщеfi rттr.цоп@ А[аrПJ,
во пrеот_ вощецв BepIIEE Е поэоOiry во явIяOirqЕ лереюil;

Ф O(dсодеIЕцт по ,GраПвеf, reр дэа щ!а.
из а), 6) п iсдошя ЙОU,Пr=/п/cдlcry.ся, во 0(а)со-

дещт по Bpaftefi шеро qдщ бпщл. fuбероr вавоторшl бщл
У ъ 8ё). Щlстъ }У cqдeIET tt| gв !, в coolвeтclпl о оп-

редепФIеш бЕщла, Q-t ьврщ. Зафцпсгруеll цроцввошryD
ryду { бшпцш tt/ . ъвшl, qто attJ +о , тах хэв le tl
По ушош тоорш х оцрделеЕD @ла: Ы;;; lir,fr
рэоя t!-/ в, олqдоватедщо, суцос!sуот I-reIЕое цросц)аЕст-
во ршешt спотщ АfmrW] ц[у/J- оrпJ, аJ[ошЕrц ЕоФрою
пюDт Iщ ц[УO=а,уТу0. ЕаЙоч теЕ_евь ,alryD Jqцрryлящ ва
W al[llt' , lw'о,э|tll=.z[tJ . лпя атою достаточЕо
ааfrtl, 41 lз усJIоlпя аl,цО[lt = а[tJ.п полштъ ъlfVf =

=aa.tlTWJ alft|tиJ=otr/iЦ]. Ео.ш аrМl atil] , то вап!ор
qtllJ- ar[ilJ явля€тоя ,Zqшлщеf,, поовоrrgу_таково! в-
лштоя a[ra с. ar0Ц . .Щ9лео, хs ощtеделоЕпя аrдЦ с.IЕцrет,
что цЕФ 0(d сдрю вшшпs! в сабя tM |k-a), воторй,
yToBfelEoIE€T trrcIошfl а) т 6), слqдоЕатешо, оqцеIгlт Ееко-
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{r

торfi бщл W2,1Iвшсешg а0l в сJпоry l-щrрпчлШ
чсет бшъ пвqцоrrdво.

В сшцу поЕоtцосш поаqдЕою трм G(a) щDцесс разло8енпя
завsIш!о,Е ц)IEar ЕоЕЕа ве очgIЕдЕоI Z* шаге трП Gбz -а/--.
,..-а'|) GаIевся ryстш. таш обIrазФ, вопая ,/-щrрryляшя
rOtJ цедсташ.а в ЕJIе аfil]=Е?аё[tЦ, "д" 

a'fltt-
J.rцшлщя Ев dщJо }У1 , ц*Ьеr"чеч С(а).

СДЦЦеШВm?trН 5. ЕЪлп равг шатр цч"Дk,
раЕе п lml l свяsвнf, граф G:(П,/0 до-
пусвао! .Х--цЕрЕудяцIlt, то з GваlдутсЕ l!l-/m1 бrцпвлов, Фпвсхро-
вавЕЕо .tr-цпрвуляцдп н8 Еоторвl
об раs!rD, d а вп о п ро с т в аЕ ст эаt(tl[Ъt|])

Тепевь, цоща шЕсвФц услоЕя, доryсЕащо ,Z-щшля-
щ Е8 щrЕ I dпщщ, вЕqдош еще qдво оцрqдеЕеше, обо6-
щацре Е! DЕЕя.

ОПРЦЩiЕПВ 4. l-щrлш в rрф f вавовеш всffi свЕэ_
пil пщlпф / **о цЦв, явп@ся Еосптlвлеш qцвоDвIЕre!-
щчосвоr J+рчдщ п тавой, tпo ЕЕавое цодвФсt]ю дrл
L gы оюlёшоr во оdлqдавт.

СЩцСlШВТDШ I. Веш т ор аПJ, EpIE ад -
де88цIl Т , являотся Ераtвбl точ-
Koi эго'го швогогреЕЕхЕа тогда п
толъво тотда, вогда граФ G(аh@rХ)
Ее содOраL воIпаЕсlруDцеf, сЕс-
TB llE дrЕо!во-ве8авхспшшх "l-цпв-доЕ.

СЩРШlВlЮШ2. Пуст ъа00 прrвадrе-
tx! Еевшроtдоввоraу швогоrраЕвх-
ву Т. Для Еого чтобgа[lUбчл ýраft-
ве! лочвоl Т, веобх.одхrо I дос-
тат очво, чтл96ц гр ьф Q(а)=(mrt|*од9р-
tat ровЕо lCl ве8авlсIIЕr--6пцпв-
лов.

ВАIЕЧrЕПВ. Dф 0(С)" обчош оryчао оqде,пт Y<tпl всл-
повй, овЕвOGп, ша8аа п9 IoloIE во явI&зqя дорвilо
Дойосг:tаш, в цЕщш сryчао ЕqD.вцщд Д[Иrt/пJсодау
чr1 9- glp 4[ryr,N"rJ рыъ |пi-tl ц шqдоватешво,
drt AO|rilql=O , 

-во Ъ усюш веiЦопшещmt!п E€EoвlýEo;
ХOшовтr э!о, i!ш!, чg,gвэ tп; tцclo ваFщ, а
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'чоIБз l|Ll+tL|- tltоло дгг Е /+ войдешо свяввослт цпф
Gb) (t? i< V с ltttl) . По уоrош EoEIIItщtgEEoom rreш:
Епr=lаlrЕц=lС|; tцоIо Ео8алспrлЕ щR!ов,в d+ вшо-
Еец!9 свЕзЕос1! рашо lt 1+f , а оФео чIс,tо во8ашошц
щлоЕ лф О@/ рапо lCl + r .

}lсвопьэуоr qlqдоtшя !оорil I п 2 ддя пооц)о€Епя сЕФдь_
вою опособа рФсця опо!fl (II) l (I2) п ддя оllсвацIя доryс-
пюю ваправIоЕя уdшшп цеrевоf,.itушщ вевцItогцошоf, д-
веfrоf, эапап, содоIгцсt ддчвовововтшй dлоlс.

Дя ршшл оIоlэш (II) оrрsдош tвцшýr Е [еrilJ , с!ро-
пш поtороt Е IЕссЕтпваэюI сryчаэ явtrяовся "?,+лпrдщп lCl во9ашсшr drщrах, оqпqIЕшцqя э G(a). Пзrоть, в
цIшпtr, G@)- свяэd цпф. Псвше бщцпдll юrу? бн!ь цаI-
дсвц TolTB еraдrчц обраэош.

Прдоташ шс.сtх) 7Z4э вло tZn=HnUJuTaB, чгобп t?.
бцrо дорвш; шщооlю Jл содеF.т юrдs l||o/ N|tT. !l,
!а r,.., {illt t .,ПлпооQдцяя поочорqшо .ryтв 31, 3g,,,,,3ph18,

чЕоIооltýr Нпl/з, , Еоцвш lсrфш l|/ аrrrrqдоэ. Дя опIlqде-
лешя вовозфf, '-Zqдryлящ Е[8,1U ва бпщле б е.леgат
попФть вв oдot Is дгs поIЕого щла, cвatil на 7l ,

E[6, 1rI= У rr'обrоля" бццпJt, цоспqдова!опtво оцрqдепть ос-
тЙъЫе 8Евчопя Е[6,1Ц,IвшЕ поryЕашlоосЕ trll обrqде вто-
роrо щда ураЕсЕо о qдщa вопзЕо_спплr.

IIеlшоrая чlщ Et4tЦc ДТС,lЦ , пощпш. ЕцЕ!у
ло тtrтоЕ О[8,Ц. Дшео oisryeT рФlt ъ опоrФry (II), что r
соо!аэIяо! паrбоrое цпоФщт часть a[ю1п!tв..

Ф B;qlol аrапе оцрцаIяоrсЕ Еьmор ХlmJ . EoJш lзвес!trа
олЕа Is ою ЕflпоЕеЕt, то Е спry связЕоgll tW G(dl лЕуl-
вшювеЕ!вос{т( Е,lщ A[tarll| осtадшо шеiвш ОflаJ аеу
во Ецqш!ся во (!оруле

ttti tфI =0 te @), ц|, х [i ( dh Д Р, rt ] t t t ] + с tц]) l 0р),Ц2ц) 
.*"'iii|" i@) - юw цаФа 4 , пrпFлоЕЕцо дЕъ u€ il,

Дя оцlsделещя пЕlюfi пошIоЕ€в]пl t2_ [iJ,ЕtП,лооtатоrпо
Iвcmoaporb .Dбоi тDос!оfi lщл 7€G@) r, полЬ сfiJ=ll,
i в 7 , rоdоf,lr" воцрул щппа 7 , оцрqдеtrяя вшововпt t2tп]

в ващв J в coolвeтotm с Форryлоt (24). IIосле обхолв
цца оцрqдоlrп знвчешо l пэ пощпшеюGЕ пЕЕФlя дrя
t2[i] (ы. аталоtтшfr тFеш в [Т,0]).

В обц* 
:*, 

воца О(а) Ее ЕляетсЕ свяэЕш, BorEoEoB-
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тн о[m]вчw'сJIяD|tся в сооtветствпп с (24) незашспrо в ltадцоft
Ез компоЕеЕт связвосм.

Гю;м Д[mrNI - маlрща шццдещй смэцопо орЕешшрваш{опо
геафа 4 , решеЕте спстем (II) п (I2) упрощается tоl. [Э]).
Во-первшс, шаlтща деФщтов в кадцоfi крайеft това аOlkTогр-
деЕяется по щрIryлщьl sа lll ЕазашспlдD( Iщл8, содоIЕафея
в свяэнФ, т,рqр GЬ)(следствпе теороliц 2). Ш, во-вltорцх, тав
как раsт liвтрщц Д[пllJ" это}1 случао ржн lml - / , то ко}пс-
пвsа{c lr[m,/ ("потевrша;пr") оцlеделmЕея с тоtцостш до шраrет-
ра, поэто}v tершй" потеЕЕаJI мшет dmъ ЕаэЕвlпп цроп9вопъво;
обцчrо его полалапуг рашsп{ щrл0.
_ Вернемся к общеl,ýг сJýrчаD. После того пав оцIвдеrеЕц во*то9ш
l[tt s, t2[tпJ, IФоверяптся уоJIовпя доцо;вщеfi BerecшootT (7),
(9). Ес.ш оЕп вЕподноЕц, то аИJ- ршеше эадав. Щсвъ нашпасъ
дlпa U€il \i/r, ва котороil пафшенJуслоше (?) п.lп (9). В rTa-
ае фо)=(П, iltU ц) расыотрш комповевтт овЕшос!ц, сqдolЕа-
щр Ll, . В соответсlцп со сдqдствцеш теорФlц 2 п эаrrочашап к
цеrry, эт9 водповsята та8ов8, tпo содеIшт по цlаfrеfi BIB одlп
бшщ.п б , ъ воторшfi цод8 дylъ ц . IЬФ G@), Gllqдова-
теЕыIо, содерйит l0l +.t веэашспш, бifuлов., BoToIHe_odBesyET
вФЕеЕсЕIrщm сЕсIоry. 3афшспруеш l-rцрryэrщ Е[€,ХJgа 6
TaKJrD, уо tlg,ut>O в с.ryчао ЕаI,упоця Еа ,/ уолоця (7) .ш-

#,f !ItЁ,i;=жrjу;ffi"i'.ь#;Жнп?Ёl:ж
лопв ! rLJ=,d[tr,СJР-.'_[8rС1 . Вевтор а[ilhсzфЦ-аtlU|+
rcktBJ.E[|J|J+Е[€,/,|] црц достат_оtшо шаlпц С: О _птпвад.пе-
lшT liloюTpalrfory / , щшчеlr еtШаtl/]>С[|](а[Х]t€ltlЛ
Дапее веофqддtrо паf,пr Cj- шrссшалзвое эЕачоцlо С , щп во-
торо[ вектор at/O+egtMl вдшrвашеiтт 7 . Тав Еаа lвопоцрав-
щ 7 цкдполега€тся вевшроцдепЕнм, ю Iювво ва qщоfi N e ч'
щаФа 4 эначенЕе a[ahC'L[ar| досrптает..шбо ryш, ;шбо
ttllrJ. Слqдо.вателыtо_, дrга И дЦдет Iз !лоlоствв l(al€rt>

r iercTop atllI+6X;Y1- свова краftrяя това 7.
IIасЕIft случаf атою адоIцша ди цввспоI}тЕоf, эqдвw с дь

попптоJЕъшцlм оцвЕп.Iепп.ш ошсаlз в кОте [Э].
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