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А.Т.ýсрвв, С.С.Кутагеладзе
ý I. Введеше

ts послеще подц с,уцествgнвое разЕпmе пощгшло сублпфе -
рещЕаJIцоо псчlапоше - Iвqдол вешеftною aBaJIEзa, пз[члl-
пtгfi Ъдвостороще шщтл{е шпровспвщ ЕегJцдIщх опоlвтоtюв.
Дпя посцюешя хоIюшш оу6@Ферптrадэлпв щш6.1шеlшft к о6-
щ, oпopaтoBаlr веобхощrо, црецпе воею, uметь утов[етворп-
ToJrдEI}.n лоцаJIьryD TeoIED Ещтлlot опеIвторов. Пlш атоrм пву-
чеЕlе вrщ7кл8, спеIвторов во вщггрепщ тоlцах областеfi опре-
де116ЕЕя, кдс детво щдеть, вlиегся алгебрапчесrmл воцросOм.
В этоf, свЕ}п ве JпEEцTeJ[bBo, !по ловалDщim TeoImD в[шуItдfi
ОПОРТОРОВ ВО ВЦrЦ)ОЕШ !ОlПаr( Itiolвo СlПТаТЪ В ОСВОВНОМ ПО-
сцюешоf, [ТrZ]. Что rе кдсавтся вопопогпческого Gщвая, то
ов lвссlrоц)Ф яшо Еедостатоwо. TlT(пlrcTBeEшoe (ша ryшоlr пюв-
ве оdпщосш, IвЕrrвется) прqцЕIеше в этопi Ещравпешl дФ-
rппryто 

" [3J, Iле усmдов,I€вн цравпJIа субдшффршроваlшrl
шавопryма t суlоlц опоIвтоIюв, вецрерцшIц ва своD( областяс
опIвдеJIепя.

IIаотощая статм ц)tпrtшаsт к упошщтнш вrше работаrr п
посвшрЕа поryчеЕдD всех ocBoBBlп пвашJI суOддфереtдцалъшого
!сlцо.[ещя Е цсецдок)поrlоIgчосЕЕ( вЕвтоIшц црстрацсlвЕ.
Тавая обшвость, в ооtалевпD, шшпrвлБпо веобвqдпла дIя цJФ-
чеЕ!я аJIпобрапIIесвок) с.щп]ая, в воfоропl существевцrD poJlb шг-
раэт (о)<;rqщостъ в оdластлr прdнтпя раосшат1шваошшr опе-
I}iaтopoE.

0сшоввая шqпъ, залойеЕввЕ в с8атш, состФт в Tolr, что
ест9ствеЕцо поtшaаФrое (в дшсо BeoIEE Баваха) общее попопецпе

5



ваýцрsЩоЕ omlвlopoE ц,Iечет автоlалцчооцf,п iпоryвшlвlrв_
Bocтbn шФшадвоr воIIвоrшЕц. Ihпп словш, Е!п ý:Еош поЕ-
маЕпtr оJIов "оdщее попG€шеП в Еоцре1хIввош сqучаэ полвостlD
сqI}аЕштся все реsультапl лоЕадЕвоIiо вIryелого аяашэа в
стащарЕдlш фlпry.,шrрошtш. За ooloTry xa,toпBпf,a rщ ЕвяJ[f оп9-
ратOрЕfi BaIEaET сЕершп бпfflв@, ЕредлGещЕft в свое врешЕ
Ровфелла,ром. Соответстцrщая ошрO!Ея - сверtта РоваФллара-
явrtявтся, по всей щюсIЕ, пратчаfiшш цутФl шrвqца фрryл
субшФерещроваlIЕя Е т.п. lз фрryл liopo. Пmю отого,
Еs}гчецге сверпs[ Роваi!елпара сJrцееlвещо в теордп двоf,ствоr-
носпt шоюэваtша отобрrешfi п, Е !trасtвостr, rrоделеft авово-
lшqесЕоf;,щtlаl@iЕ. В oвoi свяФ tлl пплсцlшwеш поцtвецце
Iвsульташr аоJIъво алеr@втqр!ппl вараятош теореrпr od С -хв-
РааТВРФЦКВ Е ItOEBrIEO-{!!8ПOED( ТеРПВаJЕВIа 8qДаlЩ, ТаВ КаК
подюбfiое псqIедоваЕо опЕх свявеfi воспт доотатоЕо рущцfi
Iараштер.

OПпеtml, tпo EeKoEoIшe рgулъЕапr aTot статш авоЕсЕрФа-
нв в [С].

аЬfu в aTofi работе букваlп Х, Y, J обоввачагтся Ее-
ЦеС!ВеЕВЦе ОЦ(еШе ПСеqДОТОПОЛОItlВОПе ВеаЮIЯЦе ЦРОСlТаВ-
отва, 6зrrваrш Еr, Е - щ)sryпоря'оlеЕпце псовцоюполоIтtreс-
Iспo BoKaoIEцe щ)осцЕвqтва, пIпчgu юeIEB с!шmэтся, tlтo Е
,вtrяе!ся (-простраltстюш Е Iвшотоtшцs otIeIE!щ в Ееш BoEIle-

ршI. Допоштапьрая квалiФпЕаIця Dасс*ацвва8lш црсцlшотв
будет особо оюваIЕваться в w1@8 слуqалк. Спвош Ц(r,Vs
!* (Elrfl Моввачаm сооlветствеЕо просх?щс!ва вс€а JE-

пе*вrrr iбпrfuщп опеlвторов пз zY ъ Y п нещ)орщl8 по-
лщтвJIБвц операторов пs El з Е

Herycтo€, пQдлlоi€сво' К вешоIЕою проолтавства Х
вазЕаэтоя Borycoьl, есм К+КсК п,rZКс К ддя rгпdого вс-
ag i>O ._ýоgrс ( ваываэтся собсвешпr, есл КП(К)={ОJ.
thщвство 5 -={ев Е : e>OJ Еа$вется коryсош полоЕ!апБвlв
ыпоЕвlгов.

ПIпсоqщr в упорядочевЕоry Berтolвolry щ,острsцо!ву Еап-
бomrтr п влпввъпцfi ап€шевпI +фц - оо ам зоJIЕво вапбош_
ппfi 9дбц9gт+с,о l часмtво IЕсцросцвЕrп опершцш слсеЕПЯ
I }тзO€шя ва tцG[O таВ, ЕаВ эпо деrве!ся для шЕоПос!ва
воцес!вош rпсол R (ш., вапдшр, [IJ). Поryчешrе цросlь
IЕпсгве обоsввml ЕU{-Jч EU{+-/ Боответствашо. JIля
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отофаrФя F:Х-Еu{-Jоцрqдеш шsЕэаФu epi F l, ф
Ф€кшryD оdIастъ оцрqцеltоIпя d2?п F paвoвcтBarm

d2ttъ F={q,еХ : Fa,<+ фJ l
еф F = {(а, е)е Х х f : е 2 FaJ.

ицщадорвм @efi шоIоgDва И с Х вавшвается oтodpa-
reвде t.(П),Х-Еut -rl, рашое Ivл Еа И ч** 

".доооо-веш lш-оrестч, И .
Б!пеш расоlвлратъ таre оМраrеспя: | - тоццествеп:

,о* Йр"Й fu i , дуп: Х* Х* д"п, q,L (а,...rаhХО-
rЕаrо:вшъвое 1поОраrвЙе, цI! эпош а ? х ")=[(а,..., а,)е Х \ G XJ -
лдаюпалъ Х6.

IIодпошоство F докардова шюх8вqдещя Хr Y фд." оrrr-
ватъ соотвеастшеri (rвоюшвтплr овобраrешеш пs Х ъ Y ,
цаЩош Еото.рою Едявпс_я F. , T.o.F[bJ={yeY:(a,!/)€tr}).
IIр атоl F-'[yJ=[reX:(a,tJe YJ . FлмGсYхZ , то Kqi-
Ео9IпЕя F.G' сооавеsствй'F а G оцрQделяется ФедrDцпtм
о6lввоr: f о ý = {(z,Е)е Х l Z : 1 у eY, (а, уk Е Q, t)еС}. В
даJЕЕеf,шем беэ допопптелъвlв поясвеffi ЕоЕа,Iцtуется теItшпо-
ло!пя мовоцЕФfi [l] п [Э].

ý2. Топопомческое оФее Eorloaeпxe спстеu
коryсов tr gJryтло( lEoaecтB

Раооrотшr.паIrу воryсов К1 п К"в псеццогопоJIотЕ.Iеском
тrросцlвпстве f п оцрде.мм оперцих раэлопоЕf,я d'=dI.-K,
u d=dKrrK" ошосlтеJIвЕо атоfi пЕlн paBeBcTilaш "l'"'

i'(irt= lJn Kt-u п кх, d(u)=dr(u) п(dr(ф,
lцe U - ЕеЕоторе пqдrЕо!ество Х . BcJm а - Флъlр s Х,
то обозвашл свuволом d(а)Фльтр с бвэпсом {d(U),Цбg1.
ошътр,f Еа8ввается раатоrшплr о!восштеJ[ьво рассrrацlшвае-
riofi парr BoIvcoB, есм a<d(at) дJIя цовоторою сходлщеDося
к Еул Фдтра ,#, . Очеоолrо, tпo в 9тш с.rysае .l9 талсве

СХОДДТСЯ К ЕУШ.
Еош с,уцествует дополвяе!юо пqщDосlраsстю Хос Х , в

котоIюlt всЕtrй сх,qц.пФся в ryлD Фльщ Iвэлошl, оЕносптедьво
rоryсов К1 l К2, то поворяЕ, !trю аlпкоtrусцв ах одят-
о я в (псевцо)топоIогшIесвош о б ц е rд п о л о а е в l п
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п восtrрФвводя цп аФr. цросlрацстю Хо. Сцотев воЕ!rсов

Klr,,., Ко пэховтся Е тополошчесвоDl оФеш попо8евш, осш
wщостryет 

-тапая 
пеIвотаЕовка {irr.,,, ццJ шо8ества щ8-

соъ {,lr,..rft} , tпо в(ЕJrсц КL*п О|.^.rl{сз sцqцятся в
тgполотп'Iеском оdцеш EoJroteшx тш всев й-=4,,.,rL-/. В двм-
Befuleм, допусвая Eerorlol8rD во[ъпостъ, будеr rовортъ trpooтo
оd оdщеш полоtеЕЕх спсте!щ воryсов, оryсЕаЕ слово 'топо.юlт_
чесtцп.

J[orycmr, что Х - топоJlогБIеск)е вевторЕое цхюцввст-
во. Коцусн h " К. вцодяся в офсш по[оtщtп тФда

п тоJIDко ToIE8l еqлх лспgвоша lпolocтB {drUl: / - спrrелрч-
Еая Ощ)естЕость вуляJ явJtяетqя базпсоr (!rль!ре оцвсшооте!
ryля пекоторою допоlвяек)rо юддросцЕЕстм, ,\оС Х . Есл,
крОм€ того, Хо = Х ц К= Kt = Ка- соdстввшй воryс, то ус-
ловше общего поJIоIвЕЕя лм Кl п Ка рашосш.тшо тоNýг, tпo 

.

упорЕIоченпое топоIогtrtIеское векторвое щ)осц)ацcдю (Х, К)
глоttшIво Iвепошiо LбJ, * еце говqрят, tпo К - "е 

сЕпrц€в

[?J. Итасl еслп коцrсн совпадФт с ЕеспJшlеlтЕlпf ообшвашш
коЕусоч в топоJlогпtIоскош вептоIнопl Еросlравстве, tb аtп вшу-
сш ЕаходяЕся в общеu поло!вЕхI.

Прведеш еще оIЕ[в щlостоfi црпrrер. Пустъ 9..,.rП:Х+Х -
кошryмýущая cпCrlet 8 ЕещврIшц цроеВторов п' Ki ='P; [XJ ,
L=fr...rn. Тогда пqдцростравств К1,..., Kn пdодятбя в о6-

щеш поJ[ФеЕпп.
из ощвдаlrешй вцтеаает, tпо ослЕ воryсц ftсх п Кrсх

накqдятся в общеlr поJtоtевпп, восцропзводд EIB этOш полдрос!-
parrcтBo ХосХ , то Ка-Кg=Ка-Кf Хе т.е. кощrсш Kt , Ка
восцропэЕQдще Iвспоtrшепц в Хо. 06рагвое, вооdще юФDfi,
цеЕеро. Таlt, вшlпоrер, слцестЕ,уDт восцрпэводлще коryсц, пе
явлmпЕеся неспшшеrпшпп [6].

Мшо показать, t(го €шtr вектоIяое щ)осц)авство Х сваd-
д!ть псецдотополоIтеfi KoвetrпФoFo! схошюстп, то восп-

рпзЕqдrщее располо8енше воryсов шечет юс общее цопоIеше.
Псеццотоцоlrотшя копечноrаеlвоfi схоmюсш оIпсЕЕается слqд}т-
ц!п, оФа9Фl: Флътр сходтся к цrлD в тOш п толtво Е Tot с.щr-
ча€, еcпf, ов облqда€т баэшсоltl, сqдеIЕаIхl€шqя в lt8оkвбо Iю-
неlшошеIво,t пqццросцЕстве п сходщеrrcя Е цVл в одпствФ-
воt оЕдеmлоfi .шеlfuоfi то!олоIтп этово lюддIlосцtllства.

пРЕllllо]fiшиЕ2.I. Пуст" KlrKe.X - коЕу-
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сц I Хо.Х доцодЕяошое подЕро

ч)

страЕс!во. Эвэrв8левтЕц сдедуD-
щЕ0 уоловпя:

D &l К2,ваlодятся в оdцеr поло-
аов!Е l воопроl8водят прх атош
подпростравс тъо /,о;

2)для iэбого бпльтра'а|Х. Bal-
.дJr! ся Фхль tвч,ЭаlК1 l aelKa т8вп о,
что 31ýt,ao.

ДOКАЗАТЕШСm. I)+2). Wпо лlЕ эаIGптъ, tпlо оGш
,fr<d(a,), ю,Е1 d|(a]ban Ц-Q0&. 2)=+I). щсть
а| t. Х. , mпо!, wо .Эh Ki=ft;ri=l,€ . Тоrла для ,fi7=

=ýИ-/мц &<d(ar),
ПРЦШЩШШЕ 2.2. IIу с т ъ Xlr.,., Xn Е с о Е -

доrополотцiесЕIе Еевторвцо Еро-
страЕстЕа l для ваtдого l--/r...rfl
звдапв пара воЕуаоъК;"НtсХi. Еслп
Ко=ftli.,.ХКп l Но=Нlх,.,хНп, 'то ко g но
ваIодятся в обцеr Еодоаовll в
тоI п тодьво в Toll случае, еслп
ддя inбotoL=|-.rlL ковусц К;l Hi в8-
ходятся в общеш полоtеЕхшr.

ДOШЗАТВ[ЮТВ0. I) .l[оцУс*ш, tпo поryсш Ко а Но Ецqд.mся
в обцш пgлоъeilrп, юоцIхшзводя щп эт(ш допоIпяФюе пqддрост-
рщство Yc а,Y; . Посвопrку Y= Ко- Но , ддя i * прошс-

цпt И пqцfuсЬот1. Y шеаl [ =Ко- Нь. Фrсqцв вIrеЕаз,
равЕс!во Y=Yx... х Yп . Теш сЙш, ваццоо Еэ Еqпцрос?-
ршств Уd дополlЕяgю в Gоо!вgпстщФr l; . odраsво? rac.m
Ki п Нi юспроп9вqда! допоJlвяшrое пqддросцЕЕсхы YiqX ,

то Ko-Ho=Ytx...xYa- допоJIЕяошое пqдцрсцЕsстъо э ,[Xi
ОСТадОсъ эаlletцтъ, tlтo Ф.,Бтр "В"Х,,, 

Х 8*t Г разпошl 6ffiоо-
тепЕво Коп Нбв вош Е !оЕво Е тФl сryчае, осд! ддя лdого
i,=/r,,.rП Фльтр #; раалошl оlвосптепЕво Ki п Н; .

Ьедеш тепоръ цоЕ*те общето поtrоlеtпя для сЕстеrrц цпчк-
да EoIccTB. Щсть G с Х - шщтло9 шоIосЕво. Кшчеовая
обопова шФесЕа PlxecRxX пазцвается п р е о б р а э о-
вавпеr Херuандера шоrества 4 побоэва-
ча9тяя сшропоl #а . т;Й ЙЙ*, H6={{t,i1€,QxX, rtОJ==ЩЦrа). вц п*увлц е шв оаЪ с т в а Grr..,,Ga.X
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ВаХОДятgя в общеш полоаовх!rоо,пrIх
::реоdrýзовашля Херrапдер Неrr,,., НGп наqдялся в оdщш
пq,!опеп!п.

.'"пrt Kotrycoв Kl, ..., К2 oпtl оЕрqде,IеЕпе яшяется цовц!.!
лrлъ Фр аJ[ыrо. В са*iоl iёае, f *r= (R\ to]) х Кi U {O.,.0J ,
i= lr.,., lN, сJIедователъво, в сп.lу предпошен}rя- 2.2 Нцrr.,,rНк,
нФ(qцятся в общем полоIенпll ToIцa п тоlrзко lк)tцаr оспп ваходя!_
ся в обrцем попо8еЕпх ко}ryсц Пr,.., Kn .

llРшШФшlиl]2.3. Пу ст ь ввпуклце шно -аест sа 8.<х п ýrсХ ваходятся в о6-
цем поло8енuч, п AeXa,Y). Тогда
ка8дое хз следуDцпх усдовпf, а)
д tl ) достаточво, чтобчД[qJчА[еr]
находплЕсь в обцеш полоаевпЕ:

ф, А -псевдотопологIчесв!ft пзо-,,орфпзм;
6) Д -пс€вдотоподог!ческЕfi го-

;i о ш о р ф х э t,t ir к р о u е т О t o0o{|xG){u{lre)*rX
ДOI(AЗАТЕIIЮlТD.iасшщl опе_Iвтор 4 до ошевайй'д 1.

RxX * Х" Х, полЕIгал ftёrа)= (t,Д d,(tq)е(.r,Y. пусть
ZcRхХ - дополlяоlое пqцдрсцЕпство, востцхшэвqцдiое всry-

"?*,,Не, 
а НQ".гFдл ЕцIопцено а), то Atz] дополЕяоlю в

К х Y ,'так клс .4 - пэоморФэ!t, а пF шзоtrор@mrе допоJцФ-
:яость сохраяяется.

I,]епл пе 6) дrпошяется, то fl=ftxX . За.епrн эще, что

I[Но,]= Ноrс,], i=trZ : Таrим о6lвзоtr, мщеtд ctmтaтb, lпо

аЗ бJrbb"" u 0, - Gr= Х.-РассмЙрн 
riплъlр а' , iходщiЛся к ц,Jш " I . Пш шпол-

неншt шldого шз условпfi а) п 6) найдется Флътр а tX та-
кОй, что а<Д(а, Пусть #{ d(a) ци некогорого Флъrра
al| , lлде d=dф,е. . F€л,, /t.=drrфl,дгQ.J r то

g <Д td(a,)]< dr Ql(a|)).
З сп;rу црOшsвопыrосtт

" Д [0"J на:(qдяtся
al r это оэвачает, lпо Еовусц д ы

а

пр.iilшоБшиЕ z.4.
в обцем поJIоlоппц.
П у с т ъ Хlr.,,rХп - п с е вд о -

ТОПОЛОГИЧеСКlе ВОКТОРВШе ПРОСТ-
ран t,T ва, Хо=ХtХ,,,ХХци для лDdого
L.Orlr.,,rПзадана пара внпуклцх liцo-
x е е Т Ь Fr, 0r.Ха . :; н оI е ст ъ а fiх",хРпчфt",хQо

],



,

находятся в общем полоtепви
тоь1 а только в Toli случае,
прч лпоо t!, i=fr,..rП вах одят ся
цех полоаевЕп l.:HoIocTBa

Еслц а п G" ЕакодятсЕ в

в
ес
.;б

лlt
в

iI

оз
Fё

:FЕ

Gi

полоЕеЕlш, то ддя лпбоh пе F(,с?i-
Е о в к о 0=tirr...rin}sJ: н ох э ст ва и нд е к с с Ё
t|r.,,rпJ ваходятся в обпе}л EoJJoxe-
впЕ шноtествааg[Еl"ДgIO.J r гд€
Д":Хо+У.rr...хХi* - с, тобраЪея;l е пе ре э -
тавовЕп,

А, з (а,1, .. ., С n) * (*ц r...,€;.) .

ДOМЗАТЕ[ЮlШ. Прrце всего зaJJEtи}!, что ввоIЕя часть
yтвешешя вЕrтеказт пз прqлrlоfеЕtя 2,3, так как огобра,аеЕ[е

Ае - rэоюlsпзм. М доваэатолютва первой частш устаяовшD;
qтед/шре всЕФltогатеЕъвое утверщенце. fuщrкше шrопества f,
" 8с ваходtгоя в общеш ЕолоаеЕши в аом tr толыво в тФ.t cJv-
чвg, еслп ддя лоботю наryралыою lцсла /? коrшчесrqе обqlrоs-
кц шшеств {eJ х Ф п {eJ х Q" , tкe e=(/,...,0.s: .

вакQдяЕся в общад полоtеЕп. ts саrюм деtrе, цустъ L: КХ^+

-a(P"kX - пзоlопФзм, совпацаМ с .[, на Х n 
",даю-надtвlп4-оюбра8еЕцем Дра яа ft , В сп.ry прдлопоЕпя

23 ф п G, цосqдятся в ооцеi: поJIоаеЕ!ш тогда Е топъко тог-
да, еЙ воЙш i[He,J= Co({e} r.Q_) п i[Н6]=G(е}х6"1
ввqдrпся в общелr поi,iопеmr в a(R!)xX , а эfiаwт, п э REr|,
так кав лвп)хХ доцошяешо ъ Rox Х . ьссл,rотрлп,r теЕерь
отобраrеше переотаяошс Я , устаlавлпващее пзомоl$вtзм мев-
лу цросlтавствлrЕ Rax Хо п (8,хХ)х... х (R х Х ъ) . Имегт мес_
то IпвэвеЕа Нrх,.,х НFL= tГбtе]х Flx...xtr*)J, Hqrx..,x||o-
=8[аftJхе,i;,.х GпJ.''

0асщца, вщшr преддоrошfi 2.2 п 2.3, без тцrда внте-
кавт цвфоmя акЕвшентность.

IEЦlIj[OEmИE 2.5. Ес лп п е р о с е ч е syi,. G.П,..
...OG* содерtrт ввутреввDю,|,очýl,
ввадого, за пскдDчевпеш, оцт5
uоtет, одвого пз ввцуклш:{ Ho.ý'c-
аест" фr,,.rС*, то этr швоrества
ваходятся в оdil:еш полоtен;,l!l

ДOШЗАТЕlIЮlЭ0. Не уt,а,Iя,ý оФцостп, Ерqдпотш{м, qtо П = 2.
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п ЪocGrOQ- щrрешлв това ф . Кеов. тоtло, в сшцу прsд_
лоlошя 2.3 rm!вш сtптаrь Q,o=O . Всл У - опресшость ry-
дя, сqдоIЕдFяqя в Cl ,l € >О , то оврglвосrъ (/,/"2€)хV
тоw(l+€>О)€RхХ сqдоIЕ!оя " HGl . Tml оdраэФi, ваlпо

уfвоIццеше ш]!0паэт х8 ооопFтс!вушрю реэульrата ддя воry-
сов tш. [B]l.

ПеDейеш Е хара8теIввдщ уолошJI оdщею попоIввIя в тоцо-
лотElпс8Iв векюIЕцв цросqравства.

Подволастю Ус Х ЕаэЕвает,ся (КлК)-рsrlошшшц
еСП ддя шбого_.rc с У_вапryтся аlе V 0.КlrЙаёVп K{ -Zrrxr? R'
таtgе, iTo iз7ti1,1аgаl, аl+r|а,=/. Ьiеш, Ь jотш-
lце ог IвэJ[опlюстl Флътра оlчосf,|ltвJбво коryсов К1 l, К2 lъ
Еrппе (KlrlQ).t/f,8Jiшюcm lBCocTBa явпяется'шврспоtцо'
оЕrевтIпtяюl: еuш / (Кьl$|рцщо, то - У явпяевсЕ

/r(д,(rJ-рвзлоmпш. Поryворв Р !8 прослравспва Х ваац-
ваевся полураэлошlоf, отЕосшlа,rво К1 п К4 , есш веЦryтся
цолоgтеtrьвое ,псло С х поrIоЕтедъЕй суdшеfiпfr,tlущсад
F ,X*R, удовдетюIш@ усtrошям:' I) Рё)=Р(а) vP(a.) лдя всеЕ .z,e Х i л_

2) уllя мМ, аёХ п € > О счцествутт Zl€Klrc2€K2
таше, то d =d1-82 п РG)IFRф < е(РсФtе)-

пРЩUюIшиВ2.6. Пу ст ъ Х -ловалЕпо-вц-
вуклое простраво,lгво, Хо -в,tо допо л-
вяешое простраяство, Kll Ка -вочу-
ош в Х. Эквrэаrевтвц сл.едуDцIе
условlя:

I)ковусц К1 l Kz ваходятся в о6-
щ€ш ЕодоtовlЕ I вооцрохзводат
прц этоl, подпрострацство f,o i

2)ауцес!вует базпс oBpeoTEoG-
теf, пуд8 прострgпства Хо, состоя-
цхf, Ез вцпуЕлцх, (Кь&)-раэлоIIчЕI
lrпоЕестЕ;

3)топологпя проотрацства Х, оп-
ределяется воЕоторцtl сешоf,ствош
полуворlr, полураздоIхliнх отвооп-
телЕво Kt п KL..

ДОКАЗАТПГЪСТЮ. Ес.ш V - цryклая сцпlатрЕая ошIвсlвосlь
,wла, то шlоавство 8(il = Ц[(- КаПV)u(ftПV) ыю*" (Кrr&)-
IвзлФпдl. Kpore тою, очещо, tпo

12
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ь
{d.n{ul. 8(u) с d/(0,

п оlсцда веrцддеЕIо Е!rтвваэт ащалевпIость r)€)Z).
Дэкаrыr тrеперь пдшf,ttдщ Z)=)З)Эr). Прецде всею уgга-

ношr спедтщfi tlaвT. Полощтелъшrf, qф;швllпfr Фytп(цоrал Р
!цовлетворФт yc[oшD 2) цэ ощвделешя_поJчраgпщiоt поJry:
ворrц тоltrа r аолъко ToIEal ес- Ур С J'(|/rl;q , rЕе Ур--
={2сХ:р(аУ{. В оаrшде,пе, щртъ Vр'с!8(Ур),.zЭХ ш

а> о '. Тоrtrа $=[(р@)+€). cl-| ie ilU),'поjтоry ппеет

;V:,жж#"iёвз?tftff:,
+€Jх ;, L-Q, Ъоryчавш а, d1 - d2 п Р (Ф ) + Р @ rJ = [а / F (С) +

t Х2 р@, 1J 
. С (рr,о+ ф С ( pr.d + е).

ООр"Й, wсть ДсVр, а е > О ч 4i€ VpOKir;=|€, юл-
боlвlr таrшr o61BBorr, чтобн шrпо.lвяшсь соо!в€шенIя

рР)+€<,/, Z=ftl,Qel

р@)+ рFr)< С [р@)+€J.
Ес.ш. т_еперь аr, ir. К : k;, + = t, 3; С 

7 Р@ l п fr.i= PZ; F Ь ;,
ц= 1,2 1 N.9с= С(аlа1=12t.)еСl'(Vр). D53). Шлl ,3 -

0азшс ФлDФа оврес!воотеЁ пуш g Хо , состо@ пз_вЕщтлDс
(К7rК1.)-равлmпв lшоiестЕ, то спспвЕ MEoiecTB '{VO(U):

Ие,f./татше обравует базпс флътр окресЕвфтеП цуЙ. Отqцца
слqду€т, что @овалr !fuсовскоrю rmoteoвB gм VOr0,
Vcft , о6lввутл совоЕý/Iвость пощвоIrr, оцредепщD топопо-
пп щ)осц)авсвва Хо , Фвлосъ эашоЕштъ, что (Шпцццовад lhн-
ковского MBotec_TBa V п - V пoJvlвalloйiri оrвйтельво Kl 1

Кд , Talc ку, l'(UЭ V w.шбою (&rК)-рэлl.,r,r.rЬrо
шЕоIества У . 3)=>I). ГIус*ь /рс_/оед - оцредеJ[Ещее топФ
лоrш 7I9 cerreftcTBo пощrвqрш, ilо.щlразлоmпв относптелэво (7
п Kg, а tPo}с'cz - CooTBoTCTEyIшl€e сешеЙство IIоJIоштедъ_
пв субшеfufi ФушIЕоЕшов. Тоrла совоryшость мвопоегЕ щда
Vа= V5iо=/лlеХ,Fс(ф<f} мяется daшcorr окрсшостеfi rry-
ш, прiчбм ддя .шбоsо Ва е Z ваfiдется С"е Е Taвofi, что
Vа.-Vы С Va, . Дця тдспс бl п ее ш[еот место вкmченшя
V6, с ё * 8 ( fа) . Cq, ( l/o, О & - Y6, о К )с ф (Ve, - Yar)" ФrVе.о
tTTo х доказЕва€т трdрtчgп ЕrдIJшкащm.

Раосмоrlш,л восцропзвqдщ распоlrопеIщrю паIу
К2 В ТОПОlОТЦЧеОВО}' ВеКТОРНОМ ПРОСТРаНСТВе /,

1.:

Kotýrcoв К, 
"t) . rr-пl



У - ,а*ру"rrеЕная окрстgость tryля s (Xrt) , т'о шоtgсlво
d(l} sщBiцлеЕо и поглщаще. Крше того, /+Ис(/ впечет

d(V)+a(tl)cd(D. Тщпr образол, спстеша шоlвс!в {d(lUJ,
IЕе И щlоdегаеi баэпс зааругленнщ oкpecтHocк,f, ryля в / ,
явrиется баэисол оцвспIостеf, ryш непотороfi .lmefuot п)поtrо-
мо, d.G) . Очещдво, что коrусв К7 п ,(д в8Фцгся в общщ
полопеЕпи сгпосптелъво dG) , щшtlоll dё) вляввся Е8п-
меныпеfi uз всех BeBTopHIfi топоrrоттt, оdJццqптц эrпr своf,сtъо
Ii lt{аrОIЖПrХПЩ ТОПОЛОТШ 7 .

шOРпrА KIи. п у с т ь (fra) -м е трI э у е I о е
топологпческое ВеПТОРЕОе ПРОС?-

- восцроtrзЕодяцая
Х . Тоtда(Х,dtС11
о. Еслпrкроше то-

относЕтельно то-

ра
па
та
гс
:a
лi

п

р
у.

a

о
о
l/i

п
Е
с

ств
ак
frе
Kt

i:?e

,Kt
пус
етр
KL
ь,

ко е

Е ке,
ов в
пзуеш
полпц

то аrdd)-полвое топо-
векторЕое простравст-

В!..

'a,i:.l.:;t IГ,IICTBф). Пусть {V- l"- счетrпrfi базпс эаrшшпц
зшсрутлр;пiъD( о*р..оо.rЪ I! ;n;' {"( f,rl Ta*ot, что

Vnr, + Vpll' Vп, tЪ= /,,"
Тоrде ceMcicTTlo /d(/п) i 21,=/22,..,/ естъ dаsпс oKpecTBocTef,

цrля в тоtIо,тогп{ 
-da) 

п поатопry (ird(t)) reцпsуею. Пь
к,алем, что пlюr,ц)лIсrъо (Xrdrc)) поrIЕо в тФ oJýпlaв, аоЕтв
полнц коtIусц К1 а Ка. Расолотршtл дпя эЕого посllqдователь

"о"r" 
кЙ {r.l" Hafuelr Talw.n ее lюлдосtrqдовапвJllвовъ {z|J,

чо {а),r-а,*1Ld(V*)rllз/rt,.,. Докалош топерь, lпo Еос-
ледовапелr-ностъ t,zпJ схqЕтся, усsавовшв тФl саlюa пoJвoly
(х, dc),

гF дъ для Itащого п 
'''€'€y| 

шесто црqдс!авtrеЕПе

. Qо., - а'о= qir-^я:"= У;,- Й,
це ,zL, fie V*a K1,,z},Yj.!" 

! 
Ка. Попоml

чh= Ёr*i , ti= firfr', ::r,r.
тотта ulпсКпа , п ддя l,cяr.oт|o ,t€п це€0l

х) довавапеrr*тво прпвqдf,тся лля попЕопI lшФ€Ехя.

I4



a

пl4
U'оrа, ui = F,**i 

с Vn l Л К1 + ", + Vь,ц0 KtC Vп о Кt,

олс,пда що, Ьо tlln| - посJIедоватеJIыIость Коши э (Хrt) u,
Е сп.ry tlo.шolв ащса Kl , схомтся к Еекоторо}ry элешенту

u'е Kl . IlерекQцЯ к цредещr пр С ,> оа , поJЦгIипl

чt-цЬсVоо&о п=/,2r...
Раё9Jrццая аваIоЕrtпо oTBociETe,IlBo пос.пqц

{йJ " ttlJ, фдеrr шетъ ц.2-"L:ffiё',ffiЬИl;*,
t -ф + Оее Vo rl Ка , ttr"/,,,, , t\а

' =.ri, ч'=Ёу;.,i=1,2.l) =2-
i=J

Кроrо ,юго, очевцдпо,'оо a$|i'-tL2=t2Q-t2J . чtэ всего ека_
8анЕою с.пqшrет сцраэqдJцвость следmЕD( пIвдставllенпfi :

,r'r;r*i-,ro= LL|ъ- шf , ш|r* ьсее V11 п & - Vn 0 Ке 
,

a',";ia/-xo= О; - /- t|+ reeVnrlK"-VntlKr,
Поспqдrее озЕачаэт, во поqrtqдоватеJlъвостъ {a.pJ n. 1 схо-
,щтся в топо;iоr,дп d.Gl . Теорола докаэана.

ЗДltЕIIАНИЕ 2.7. Teopмofi Кш оdшqо Еаэцв€lют тот чартrшii
с;ryчаfi устФrошецвого 6лGта, котда (r=fta,[6]. Оо*оо IlаccMoT-
ренпе Iвшпчнцх коryсов це щшводт к с}rществеЕноlry уq,IошIенцю
сrlуацщ п цIшведевЕЕе расqгццеппя яв,IяDтся веg'lшlоfi мошФ_
кдцеfi дOшаtrатqпютва оршгппаJIшtоfi Teoplпr Кпt.

IIРГJIПШШИЕ2.8.Пустъ Kl о К& - полнЕе
аоцусш в шетрцзуешом топологш_
ческом BeBTopEol, простравстве,
ХосХ - дополЕяешое подпростравст-
во. СледуDцЕе условпя эквпва-
левтЕЕ:

I) аовусн & " Ке находятся в о6-
цеr полоtевпп, воспроtrзводя прп
атош подпроотравство Хо ;

2' для лпбоfi окрествостЕ Еуля в
Хо швоIестЕо d.l(Q - такае окрест-

вость Еуля g Хо ц Kl-Ke=Xo.
Еодп, вроше тогоr--Хо BTopof, ка-

I5



тегорrпr то каtдое пз утвер8де-
нпй I ) п 2) апвпвалеgтво сдедуD-
щему:

3) конусш Kt п Ка восЕропзводяце
расцолоtеЕц э Х..

ДOКдýдIЕJIюТЮ. lhдщащ I)+2) u 1;:)3) цвшалцц.
2)=>D.IIycTb К7-Ке=Хоs i - тоццествевпое отобраrеrше пэ
(X",clft)) э (Хо,t).lо Teolвrre llJM (Хо drа) - подtоо
}втрзуешо тополоrтqЪское в€вторЕо€ tтросlропстю. Dс.ш V -
окрсгlостъ rym в (lrt)., то 4 rd'Ot)J т& яшяотся
оврествостш ryля в (,)(rа) ; с,Iqдоватедшо, 4 - ноц)ерв-
Еое почтш оlгtФцтое отобраrеше. ТотЕа i есть юrвфоIЦЕgtl, по-
gтщ dG)=e .3):>I). Fдш пшшево 3) , tо Ф-iе=Хо ,
а L - Еещ)еIrmвоо .шеfiвое ото6lпreше поJвопо reцЕsуоюю
щ)осцrаЕства (Хrrd(ф ва цросФшство второfi ЕатоюIЕI
(Хо,а). По твороrc М-опсртош ото6lвrош i- гошеоlоlь

,trЫ; d(q=e.
-в качестЕе сtrедсtшя щпвqдil qщ Ilesylbтaт пв [Э].
СЛЦЦС,IЕtЕ2.9. ЗашпЕу тц е аову сч Kt ц tа

в полЕош шетрп8уеIош т.в.п. о6-
разуDт ЕесЕлDцеЕвуD пару в Toli п
толъко в Toli слуqае, еслп этх
конусв восцроrвводяце расподоtо-
вв.

J

ýЗ. 0поще lащос!в8 суd.шеflпос операторов

Суdmtеf,ше операторц ш!аDт ва,й{rD рль в рад,шmв пIF-
ло8еIпл( ф$пgцопалъвою аяаJtпза (оl.[lrlО.ТI). Пр акil qц-
tпr, пв осноЕшl0( юцросов теоrпп с,уd.шеlЕв ott€lвTQpoв явпяот-
ся вцlпGltеше опоIпою llEolocтBa сосmшого опЕвтоЕв. Топопо-
тЕческое рассliоцрщо а!ог9 BoEIloca аOсво свJвщо с поЕяЕtrеDr

обцею поllоrенrя. Преце воею вшясml, что оэваtlавт оdцее по-
лоrеЕf,е ваштаДцtсов суdшеlhпос шоIвтqров.

ШРЦЦДOШДIИЕ3.1. lly с т ъ Е ад г рафцвп суб -
лппеft вцх оператороЕ & l-Р":|->futr*J
находятся в оdцеr полоаеЕпп х
ВОСПРОХ9ВОДЯТ ПРI ЭТОll ДОПОЛ-
няемоо подtIростраво тэо 1оСХlЕ .

Iб
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Тогд а dйпQ, ОlоtпР2 вах одятся в об цеu
полоаевпtr Е еслп ХоСХ - воспроrtз-
водпмое хмl дополняемое подпро-
страцстЕо, T_oZo=Xoxf. плп.- чт_о то
а е с е м о ", ФLРr - фёР2=fdtтпРа-d?t??Р.]€.

дOШашДЮТЮ- Зшешш цр€цдо воою, что {0J х Е с Ео . В

са}rФl деле, в сЕry очеlцЕот'о шDчеЕ!я {ОJхЕ|qi?офР"
пrееш

{OJxEc?LPl-ФLPa=E.
IUстъ 4:|хЕ+N16- оператор црек!цDоваlпя на о{о ,

Р:ХlЕ+Хl& rавощsесптfi цр9glсlор Еа щюстрапстю |x{OJ
п, арше тоtо, ,|o=P[X.J,

ER{E (2,у)€ Хо rЕ,-Ъо (чУr).Z" ддя неrогqрго
Цо€Е , П В СП.Щr ЦРеДЦЩего" (*, у) = 

(а, 
ф)* 

(0, l, {о )€Zо ,

С"uqдовадепъво, Х о | Е = Zo .

Ясво, тЕо.швейшff вопрершпй опеlвтор Ql'X- Х r оп-
рделешfr сооп{qцеЕпsш

(аr(z),0) = PoQ(c,o) (аеХ),
Ешgтся црош!орш, црmеш Ф[ХJ=Хо,

РасоlоrрШ тепорь Ьrр а tхо . Тоlла ,tx[OJ|XxE",

жР##;ff;;У""#
IлвsJ[оrcвпя отвосптелъпЬ- dалrъ Р) = Р tф:_Р ] l dоtп Р", Рlф Р, J,
Тшml обрво0l, воryсш dоfuР| l dоttl { впошлтая в общеш пь
лоIеш х црqддо!еще до8а8аво.

IIРЕШДOХЕ|ИЕ 3.2. Пу с г ъ с у блпв е tB ц е
о ц е р а т о р а Рл,Рl:|+fц{lеJ яе.п р9 р Е в ц вв вул€ ва iо-в'iсахdпt,РtlfutПРз,а э!п
послодвхе нвходятся в оdщ.еш поло-
rовIп . Тогда в адграФп вl Qifu п epiPa
ваходятоя Е оdцеr полоаовпп.

ДОКДЗДlВ[ЮШ. Iýогъ Хо - доцошяеюе пqшросц)аво!во,
Еосцршsвощюо коryсщ doпPl l futа Ра . Доr'элы, tпo цIю_
ОЦПВО!вО Хо Х Е вооцрсsвщriqя (цесто со cBoefi топопоrтеf,)
!qл1р@ш о!орвтороЕ Q п Р" . Расшцш Флъrр а l Х.

l?



"а |Е . Доryстшl, во €< d@7 ддя ЕеЕо!орою af lX ,
п поrоrmi

а1 = /Q,l + /0 @il + / Ре (&)/,
Itre lal - фвцl, пороцевшfr tBoIecTEaп щg lA/=
=ilу|:ЦеД|r шoIEа',,4 проОепает а. --.'ЛtrЬ пЙзвопэшв Vе8. l. Ueh.l вацдоr тdде ЦеА
п V1 е,Е , чтоdв

V,cdly), ltll+ /PtO)t+ 1P.;yrllc l/,

rюм (arY)eVl хЩ , l..о Ешеel! uecro црqдстав[еЕпе (а,У)=
=(C1-82i yl -у) , Itrе а; с VndatT P; ri=lr2, "-УrrЙ"UпшеDт щ

fu= |r*|Pt@)|+ /Pa(ail> Q@i,
la= |-+l 0 @il t l р2 @r1/ z Р2 @а ),

Сл8доватапьво,

VtхЦсVх l/OepiO-V 1/ПРL Р2 ,

Авалоr.дщо довазцваэам цjптtрtrте

V1 xCQcVxUn фi!1-!.хUП_qLРсr. ,

а ато п o9Eat'8eE, *о irfu<dlarra), -" р|.=d,орtрr,qtРъ,
Прqдлолеще допаааво.

СЛЦШСТЕ{В3.3. Еслп 0 чQ:f+Е - Еоз
прерцЕвце _оублпв е[вне
тофiР1 вфiР2 ввходятся
лоtевхЕ.

ПРЩЦIOf,ШИВ3.4. Пуст r Х : llолвое шо
рlз&ехо,е топологrчOсвое воЕто
Еое ЕростраЕство, Е - полвое I
рЕэуеIое тоЕологхчссаоо К-ор
отраЕс!во, а _сублпвеtвце опер
т орн Pn п Р2:|,+fЦ{.ооJобладаDт 9 ашв
тцчц вадграфпЕашх. Тогда Еову
?iQ "еlоiР2алходятся в общеш по
tевпI в то.ш I то.лЕrо в Eol[ сл
чао, еолп ваtдеlся .тааое допо
вяешое.. подцростравсг во ХосХ, ч
d.ппh-dапРz=Хо.

Перей* теЕерь п псtпспе@ опоIЕ8 taBoIBcTB.

операторц,
в обцеш по-

!-
р-
от-
о-
а-
ву-
сш
Ло-
у-
д-
то
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IEOPEIiA 3.5. Пу ст ъ Рсr...rРп:|-fц{'ь}- сLdлп -
ЕеilЕце операторц п вону счФLаr...,
...rФРьп а I о д я т с я в
Тотда пшеет шесто

обцеш подо8оЕlЕ
предстаЕлевп9a

aPl +, , ,* Pa)=aQr ", * 0Рп.

ДОМЗАТЕ[ЮТЮ. Досгагоtцо раосшогртъ сцучаf, ;ъ= Z п

устаЕошть} что O(Pa+P")c)P1+ilPg , посколЕкJr обратвое
вшJ!цюЕпо ЕIполЕяется очещпш обрвзош.

Тав кав BloiPt а ?i Р.вахqдятся в общsш Eo,toEem, ваfi-
дется доцоJIЕяеrrое пqщIlосrЙсtю Хос Х та8ое, чтоХохЕ
восцроIsвqЕтоя вашIцtsпал операторов Р7 r Р* . Шсть
/e?(Q+P') п очрепеш оцоIв!ор Р:Хо+ f ,Ъоtст@
по ФошYле

Р(а)= lal{a&r)* PzGl.)- Д G."1'

ftre dotTl Рr, lr,.e /-r* Рr},,хеХ,
I!орревтшостъ оцрqдеtrепш п сублrпейtостъ опеlвтора Р петIхtrд-
Ео Еро_воIввгся (ш., вацIпшер, [lO]l. 0sевщцпо Taкtro, tпо ес,ш
ДrеOР , а 0: Х*Х-_ч9пэеэrЬЙ щюеЕтор ва Хо , то
лr'rqеOQs Д-ДеQ.QР". Поатоцу осталось устаяошть ве-
цфrввость оператора Р в lryле, тав пав Е этш оryчао Е спry
твоDвшЦ ]htв - Бапдсе - Кл_товоЕtrча оIоlвое шшвсtво }Р =

= {Ае Х.ft,Е) :А, А Рс'&€ XJ веryсrо.' Раоооцшr пвошввопъщЙ паry фльlроэ ,Е tX" " dlЕ .
Щстъ @лътрн art Х " гlаtС утовле,ворЕ)т cootвoNпeпlD
.# r$<d.(GlxrL), ттв ф- оrcртор равлсещя ollшocx-
тепЙо пФусоЕ ФLРlа ерё Ра. попош аlr=А.,rа7;Д(а.)"
допаlош, что P(Z)lИ;l , аф oTr=4rv(-_Ei). зщсп-
пrФ. ддя атою цюпsвоЕвое lBoIgcTв() U2e а.. п вайеш та-
по Urсfi4 п VleE1 1 вlUt* Ц-ДtW];Ц . Далео,
для вепотоtrц Vc'G l, UeE оуд&шть Vx'Ucd(VlxUr),
т.е. И1 U с Vrx И /? ?i h -VlхЦофРgЕс.ш тепэрь _ (*_,лу)е
е Vx^V ., то сцIЕведдво цtrlФtо!авIоЕа (a,y)=(irr$)-(h"r,hr1,
тте hl,ha.e Vlrir,|reй, t4,>Рiй) , iЪ 1,2 . Слqдо-
ва|llвлвво,

Р(z)< i, * lr- А(l.)в C/l + Ul - Д [Vl J с Ul
дДя .шбц ае7 ,п, что tio Io оаIоо ,P[VJ.CVу- Е '. дЕе.
лотtrlцо устаЕавпваепся, tlltp P{V]c-Ua + Е' . 1.r,r.. обРаЭС,

I9



Р(а) < tб;] , tпo п цвбовалrrсь довазатъ.
i;аметш.л, trтo в сп.щr цредIшовrя 3.2 теорm 3.5 обоФаэт

устаlошеннши в [З] ре9ультат ддя опеIвторов, вецреIщ ва
свошс оdластях опрqделеtця. Поtr@rt

IE В) ={Д е Х (х,f):1|q€ о,.z,е К} .

IlpocTlBltcTBo Ц (X rY, Е) будеr. отоццеотшять с цространствФ,
tc а , Е) , ! ( Y, Е) , солвтав,Iяя кацдоl,ч операюw, Де tC 0l
х Y, Е) Iапr опеIвтороЕ Аrе!(l,е)rАееУ(Ц Е) та_

кtц, 
-чтб А(а,у) = Al4 - Аа Ч.
СJIIЦСТшIЕ 3:6. Е с л п fi о в у с ч Кlr.,,, Кп в

Itc е ВД ОТ ОП ОЛОГШ ЧО cKol' ВеКТОРВ ott
простраястве Еаходятся в оdщеrд
поло.тенЕп, то

tT6(& rl, ,, о Кп )= tбftlr. ., *7Те ба).
ДОМЭдТЕJiТСТrЮ. llоllс,шл Pi= ёЪ (KJ, i : /, . . ., 'L . Тог-

да Фi Р; = Ксх Ei i=/r-,tL, п в сплJr цредлФеЕшя 2.3 кбцусш

?L'Ptr..., Фi Рп tцходятся в оdщеш поло8еЕпп. Остшосъ
пIшменптъ Teope}v 3.5.

ТmРША 3.?. П у с т, Pl,.,., Рrъ:Х*ЕU{'-1- с у б -
лRнейнве операторш и коЕусц ФпРlr...
..,rФLРпr.аходятся в общем полоае-
пшп. Тогда х}1 еет шесто лредстав-
Л е Е П 

" аеrч...чРп) = |.| /0(ar,p)+",*)Gcn,P)J,dl>or...rol,;zo
4l+",+o|,4=r,

дОkАЗдТППЮТВ0. Ilршлевrм цредъщуцее сJIедствIе к сЕстеме
коtусов аРLРlr,.,rФj Рп . Тотта, гптцвая соопошепше
pfi ( Р/ i. ., v Рr, )= ПtФtРd, по.,цrчп.,

Ц (e?i Prn|, .'. v Pn )=ta(?iPr)+", + t, (7i Р"),

у.wt ДебПr...ч Рп) ,:о (A,I)et"(?iPrv",rPn)
п, стаJIо аатъ,(А116)=/Аl,о{,)+",+ (Апr4п) l II€
(A;ra)et5 (fi Р;) rrрп L= У, ":, П , 0тсцда сJIедует, tпо

l ! д, *,, . * Дj о ) с4/ + oLe+,., + o|.n= r, . .JолошiтелыIостъ оцеIвто-
F d,-; внтекаеilз ш.,пэЪмя tОJlЪ*с Ti Рс , а вкпDченпя-Ut,ii) Сltr(фiР;)п Аi.2Ф о Pi) orслiпяlt€EтItц.' ЬлIiстryшЗ.в. п у с т Ъ Рr,Ре : / +. Е u{o*1- с у б -

d



a

.ахЕ еfi вне оц ерат ор ч, П(d+Р.(ц)>0 даядпбот"оu'еХ п вадграфiвп Р0" еРёРа
ваходятся в обцош подоtевп!.
Тогда паf,дотся вепрершвншfi лl-
веfiнцf, оповатов А,Х-Е таrоi, чЕо

- Р"(d < А,z< Рr(а)
для BcgI аеХ,

ДОМЗАТЕllЮlШ. По уепоцD 0B?(PI'&J п в спщr теоре-
ш 3.5 Q=4r *Ap дJtя векотоIIЕ АlеdРt s АаС?Ре . Опе-
ратор l =Дl=,,4а псводfr.

Ьqдеti операIщ "свершпr субщеfiшп опеIвтФрв. Расоют-
цшr суd.швеf,вне опервтор Pr, Xrf+ f ЦIаJп P2:fu| *
*ЕUt -}п оцрqдеJцш шr свертrч C o P":f х|lЕU{офgg
фрryле

Рrа Рr(*,я) =rШ {Pr(a,y)tPa{y,X)} .

illп атош црqдпопагается, чгЪ ц)авая llacтb nieeт сrшсп ди
(8,Е)е dапъ Q о dлttъ Р2.

Есш .Z =G1+$2r|rflr{aa | = t1 + ft,2 , rlо

Р, а Рr, (а,а) < Р, F.,ryS+ Ра (.fu ,&) + Ра (са,2)* К|а,Ха)
I, пеIЕходя Е ToEoil шпеi цр9що сЕачалв,цо {f Y , а
затil по lt е Y , убецдаапся в субаlтilтЕв(юп опервюра
h Д Ра '. ПО[ОПтепЕая оЕqрqдвостъл щ)оЕоряо1'q,{ тап !е

прЙто.-Таш офlазш, опеIвтор РrДРе суdrвпеев. Обозпащ

V/--х,YllхЕ,
(?i h)l = {F, |,z,е)е W : е > Р, @, PJ,
(ерi Рr)" 

= {(а, !,2,е )в у,/ : е2 Р2 Q,il} =/ х 7е Р, .
тmрцrд 3.9. Еслп ro ву ач (qiРr)Е"(?ёР.)х

ваIодятся в обцеrr полоIов!tr, то
Ir.еет шеото продставлонпе

0(QдР)=0QоOРэ.
IIапопш, чво согласво ЕqдевЕцш обозпвчвшлr

0&о DРr={(д,Oс х(х,Е) х y(z,E), Jce t (Y, Е),

Д*- Су < Р, (а,у), Су.: !r=!:(y,:)(a,y,H)eX,Y,il,
ДОМЦТЕIIЮШ. Есш (А,В) е 00 О ЭРе , в оповатор 4е

е Z(Wdпавов, tlltю (Д, с)е?Р, " (е, 8) е ЭР2 ,-то дrtrя

2т



rшбъв ";c 
еХrуеY п 1с Х, щrееl:

Аа - 0t = Аq- Су + Су - 8q < Qh,y)t Р"(у,Х).
СлQцователъво._ (АrВ)'. аФ д Рэ.) : Лохайrд Фрgшqе шrлDtIо-
rце. O,предеlшr опбртор 0trOa1 Х r Y х|+[феоtп 1!:f t
х YхZrХrlсоопIq[еЕхлш

а (а, у, х, ) = 
(а, 7 ), Ф (а: { : Q = Р, (а, у), Ое@ t хF!? (У,Х\

(lчещдЕо, tпо ecJп (Д,8)е Э-(0а Р) , то(а,8)'.деO(QiQз),

tVстъ (Аr8)од = 7| * Тэ , uе \e)O;r-ii/,| . ilолошrt .

(А 1, ф) =Tt Ь,, О), (Д а, Еr) 
= 

Т (q,,,) . Тоrпа (l е, $Je
е QPt , i=|r2, п дм эСех (,zrуrg)еХr /r.{ будеш шеть

Да - Еа =Arz - ф(у)+fu 9,8ф.
Отсцда следrот,_ qто А=|1, Вl=Аа п В= 8i . Itппш словаlЕ,
(Д rO е 0Р1 О 0Р2 . Теореша доказа8а.

СДЦДСТШЕ3.I0. Рас crno трпм пару ко Еу-
соъКlсХхY пКrсfхL п предполо-
trпм, что воЕуса ftlxX л ХхКа нахо-
дятся в общеш полоIевпЕ. Тогда

lrЕ (п. ка) = ic (&) 
" Еб (ке ) .

докдЗАТЕщl,в0. Полоmл Р;= Jp(Ki)rLrJre , Е зашегпil,
что Рl а Pz= te (Кl"Ке) rfёРа=КlхХ, " ?i Р2= Х х Кg . ос-
ТаеIСЯ СОс.rаТЬСЯ Яа ТеОРа,g 3.9.

СJIЦЦСТВ{Е3.I0. Пуст ъ El - упорядочеп-
Uое псевдотопологЕческое вектоЕ}-
вое простраЕст во, Z:Х+fц{lа}- су6-
лпп е fi п цf, оп е рат ор,'Рr:Q+Еut.*}-
во9раставщпfi сублцвеf,ввf, опера-
тор. Есдп ковJrсвqёhХЕ а|хqiР2
Еаходятся в общем полоtевЕп, то
с п рав едлп во ц ред с т а вл е Еп е

?(Prnpil = u taa"p) ,де ?Ро1,
ДОКДЗДlВIiЮТЮ. Полопм К; = fi Р;,ё=1,2_. Toraa в сшду

шовопошос1l опертора В шяееш KloKe = ОfЦаоР)п соlqаь
во црqдflдfцеrщ "rr"дст*' 

l, (К1 о К) = $, ( V с Рr1. g, ("i Ра).
lлм ДсD(Р2 о Q) , то (j,Ir)e€, (Кl оКr1 , ri поэтоЕr
д.пя непmоDоЬ Sc S (&rЕ) справедЬщ соотвшоlшя (r4r8) е

22
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a

с Ц (?i Рr), ( & L). t, 77i е).
ТетЬ па Ътц 

"Й*.оfr 
Й"", i е 20'h)

8 е 0Рэ . OttpatBoe цJIIFIвппе очеЕцщо.
CJIEICIB{B 3.I2. П у с т ь Р :N-6 u{+a1

лпвейввli оператор, ДrY-Х
вчfi вепрершвншf, оператор,
нусш YrРiРп РаАХЕ Еаходятся
цем полоr€впп.Тогда

, а вtrорое -

суб-
лЕнеfi-
а ко_
в об -

а(р,il = ?Р,А.
ДOItАЗАТЕ[ЮТФ шпеlсавт пв слqдствЕя 3.I0, еош полошть

Kl=QlA п К2=фL Р.' 
[V.r" Р,ir Y-ЕuЬ-J- субшпеfiплfi опеIвтор, KcY t Х -

Ещrешm коЕус. 0шреде.,пu опеIвюI)

_ а(а) = iл| tp @, ц) : уе K(d} , _

#zхРжS,{l;{t;уýьно.#"!р!f!iпь,
то 00*d , п нецlrлдо щ)овеIЕтъ, ,по @ :X>EU{loJ!q6-
двsfrпrf, опеIвтор. &мс.шл опорпое lлсосtъо 0а .

IEOPBiA3.I3. llредп одоапш, чт о прЕ
всяк оч.2еХ мн о8е с тв g р(аrКа)) огра-
вцчецо cHt|9y, а 8онусчРiР пКх|
ваходятся в оdцоrr полоIевпп.Тог-
Д а 

Оа = ?Р ,te (К),д .

IýrcTb лвогоэнаtцоо оМраrвпе К :X*2YX{OJ вмется
в о е р о rF| т.е. удовпотвоlпет следrшщ| уGtrошям:

D К(Q+.tiсft(а)tft4)дlц юех QбZу€ Х ,
2, Kat)=LK(a) "р, 

Z>o, 1I-K(OJ,_
Рассюrрlir субшrеfrl''fi oпellaтop Р: Хlf+fЦ{+еJ, удоF

вор@ сооlвошеIпD:

tup РQ,К(о)) = о,

Тоrtrа оператор 0! Х+ЕUt.фJ , оцрqдеlr€шяlfr фоIrцrлоf,
Qq = luр {Р(а, у) : уе К@)}1

Itав Е€цtrtrлFо цровеIlть, ,IвJtяетqя суфпвеftпш. Сrроеlше опоIво_

Эю ощlqцелепtе ввqдешо А.Д.ИоФе.r)
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по tЕопества опертора 2d в обцод о,ryчаэ Ел[ Bef,Bвoqlвo.
Расоюцшl щюстеliшt глlsp К lgда К : а * Q|(a)--ИlZr..., АаqJ,
tле At, , ,. r 4п - .шеf,шЕ п€ЕреtrIшllв опеIвюIц пв Х в У .
Тоrла @=Р, v...vPo , tле Р|= Р.(I7rД), i= /,..., Е . _

ТIDРША 3.I4. Пу ст ъ в ад гр афпвп ФiРl,.,,
,..,е{эiРr_ ваходятоя в оdцеrr чолоtевпЕп прп L=d...,п r ову о ц ?iOп(7,4)хЕтав-te ваходятся в обцош полоIовдп.

t

Тогда
0Q= U' ^ ,{r' ", +1п= rE

dlёОr,,,ldа2ООО*Ёr'Т}';!"j:Ш';i,ffi3л*3ь(ц"р"Gr,д*й,

ЕетIlудво "*f;ir?,"#r?& *о** фР " PAilE яехg-
длгся в обцеrr полоrвш, то в общеш пололш ЕаIqдЕ!ся п tco-

ryф еРi("lrП 
" PAtlE мп.шбого rулътшшагорв а(, .

Ео отспца mцЕоl что в обцош попоIGЕIЕ Е8qдяся таЕв поryоц
)( xfi(aoP) 

" 
qi(lr rДr) ; остаJ[осъ cocltвTъqв ва оIqдстше

3; 12.

ýС. ПреМрвэоваше t}rTa вlщ7rлс оцоIвтоIюв

Qдесъ рзу.ьв,lв цредщtrпрю tвраrрФа пtпrвЕfllгся к вш-
tцсJоЕш швобразовшлrя IЕта суперпозпщш цщтщ опор8то-

ров. Проdваэоваlпеri Х}па ото6lпrеlшя F,X* f, Ц{юс} ааы-
вавтся опеIвтор F t, tЦ rЕ)>ЕU{r-J, ощlqделешпfi разввством

, Fх(п=:уf (Аq,-F.п), АсУ(х,Е).
Авадоrтшо оцрqдаllяется втоIюе преобравоваrш е F rI : У+ fц{ОJ,

{О(,с 1 о Р ), Qr, Д ) +.,, + |(ао' Р ),(4; Д п)J,

F' * (*) -- iщrr,r)(А 
а - FХ (А ) ) .

}hrctrво,

пРцЩOШШиЕ4.I.Для
Епя tr сшраве
воF_-F** sцЕол
лъко тогда,
впде точвоfi
8ОТ.ОРОГО Cel,t
ераторов. Ив
где f, тоrъко

лпбого отобраrе-
длЕв о F*r<F .р аЕев-
пяотся тогда Е
еслп F продставIш
верхвеfi грапЕцЕ
е f, с т.в а а ф ф п в в ц х
ц!iu словаutr, F=F*t

тогда, еслп су-
24
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ý

це cTByDT с еше fi ст в л{АпJu"zсХU,Е) п

tуu}urrс€тавЕе, что
F(r)={Ц (Aa,r * 3") д л я s с е х_q,еХ.

Элешевтаlвое допБfтелютво_ атою (FBra сqцештся в [lJ.
oтоdраrеше F : |+fЦlr-l lвэшваетсfi вщкry$пr, осл

F= F*{ .
lЪфвлъноП кmодщеf, отобваrешfi Е,,,., Fn: Х+ Д Ц 1 -1

ЕаsцЕаегся опеваторёFе =FlС...Ф trru , ошlвделешfr
DавввствФ' 

a 
"r 

@l= ul| {Fl@)+",+ F{a), zt+",tз21=l},
}!шЙi шсто фtrryлI

(ёЪ . .. Ф Fnf = Fr** ",* Fý ,

^ (е F1 +...+ с/ гоу= с/ (tri Ф .,. Ф tr: ),
це Сf,FоЬзнсiчаэт морое цроооFэоваше lhга опеватоlв F .

Домвательство 9ш Фрryл Ее отлf,tIа€тся от допвзааелю8ва
сооЕветствутшЕх фрryл лля сrадцпц Фувкчй п слк)дтся в щ)ос-
1Еr шtцс.п€шяш. 0дапо чтобв убIвтъ оцоtпщш Cl ю BToBof,

ФIrryле, щ7Iво воспоJ[ь8оЕатъся пoвfrTou оdцOю попо[ешя.
1ЮРаrД 4.2. Е с л п Flr.,.,Fц: |+g:U{ooJ- Е ц -

пувлне операЕорц х Еадграфпвп
ФLFlr,,.rФiFанаIодятся в общеш по-
лоtепЕЕ, то

(Fr| ",+F,r)*= Frrо...ФF: .
llPl атОш дЛя ЛDООГО f€don|Qr...rFn)*
наf,дутся л[воf,вве оп9ват'орц
Дr....rДр" ак l е, чт о Дt+... + Дr.= Д,

(F/ -. ..* Fп)*(Д)=Ff(Дi*. . . *Fо* (дл).
ДОМЗАlЪIIКТЮ. Обовцашtl F=Е.*...+ f;. g, мя Д'еd,uъF *

поJlоЕu е=F* (Д) . Torдa Д-"< Нr . Йшrш, что для
преобрвовшпf, Хершцеlв пшолЕяоrtся раЕЕство

Нг=Нйt...+НFп
Слqдовалельво, по т€qроше 3.5 наЩтся Дrr.. .rДое *ft,q

g ett.,. ,е,ъе Е 
'atgo, 

tпo

!,"=|rr.,*":*Anun,
F*(Дь) a -e.L, А.- f,, .. 2 /,iL2

25
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ш, стало бшть,
F*(A) > F|(д)*, , ,* Fi и).

Сdртвое верав€вс!во очвrшЬо (оь [Т]). TeoplB дGазава.
Сверпва ЕrryIш опеIвторов Па Fa ошределяегоя т8 te,

KaIc l дJIя суdпшеfiпп опоIвтороЕ.
IШР_UllД 4.3. II у о т ъ Fr:f 7f +fЦ[-Jп F2: fx|++ýц{*ъJ- вшпувлше операторш, 9.вцпук.iц е швoto о т в " (?ёQ)х "(?ift)хнаходятся в общеu полоtоЕlп.Тог-

Д а (СдF)Х = |7rа F2*,

Более то,го, для лпбв х (ДrВ)Сdlпt(ЕоЕf
ваfiдотся лпЕеfiпшk нопревчввшfi
оЕератор C:Y-E такоfi, чт о

(Е а tr, )Х (4, в1= рr* (А,с)+ г! (с, в), F.,l
ДОШЦТЕПЮlВ. Oгrlвдеrmr опqвтор Q, "j1itYlе-ЕUl'а1IЕвавствашп

Q{с, у,х)= Fl(z, у),0а(ч|лil= Fe(Y,x),
Тотпа nreeM- -(Ё; д F)*(Д, Ы = 

*Чл*.(Н'- 
В z - 

;ý 
(г, rc, у) +

СТЩЦа СJедгет, tпо пrееUг шос:во соотношеЕlя )l
B,t=olX1=o, Д1 = А , 8с=- 8, С1 = -С2: С.

Tarmr обпезом.
( п л F)*a, 0 = а| (А,- С, о)+ Q! 1о,, с,- 8) =

= Ft*(A, с)+ F2(e,8),
т.е.

(FraF)*(A,B)> F| а Fr* (д,в).
26

! 3,' !i,!! ;ffia : :ь : у;2:} !з,у, 
ф - fu (с, у,ф -

чпесь зl-iir,{JX rt..fl(iilr1)= (а,z,)., t _u/l/ El
Э сщ,rч Teolleш 3.5 вЩrтся тдше опеIвторш АlrНgефL^rЦJ>

LrrС2€Х(f;Нчфr02еt(|;О,что l c,)l
,Tt = 

(l,,Q, &)е dлtTt, alrT2=Q2,Q,aa)edЙ7rl Ц2 ,

П +ъ =fl, 8), Ф, 0| (п )r Qi ft) = (а а F)* (л, il,

е
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odlвтво, дй Jщбц (А,Ф et(XlZ;6/ пво,

Еrд FZ'(A,r) =r.Tty,rf *rrа-Сц-Fr(а,у)) +

+ ц)р (Q-Вх-Гr(у,ilJ> lllp[Aп -8а -rу,е)ЪYt3'
-М (F, (а, у) + Fa ( у, x)J = (П l Е)r(1,8) ;

Теорша hшirэава поЕостlп.'ЙЙ;;"*"- F; Х- i oпeI'.ToI'" Д eX(,l, YJ обошаmд
F *а) 

= ta (F)* (А )€ |rеtДq :,ze FJ.
тюрпй д.д. п у с т'ъ Fc Х х Y п Qc|rft.

вцЕуклше MEolecTBa т8пЕе, что
tiHo:пecTBbFxZ, пХХф ваIодятоя в
общеш полоаев!п. Тотда

(FoQ)k = F*a с*Прп aTotti ддя лэбцх-lij6sеХ(Хd,;f) аап-
дотся лlЕеf,вшf, п€прерввввfi опе-
TopC:l(+5 !arof,, qто

л,uр (Д, В) [г" cJ = а,tlf (А, c)[FJ+ lll1o(a6)s61 ,

.Щоказатешсц]о шrг€шает пз Toollerш 4.3, еоп полшть
h=OеlF),Fr=trР) " у=."r", Й
iqrilg = Ё,i, с! сфri j, = 

^,0, 
E|FtaF"=t, (F, G).

IIРЕШДШНИЕ 4.5. П у с т ъ F,Х?ЕrUf-} - в ц п у в -
л ц fi. oJ.9 р 8_т о р, Д cY(.f,E)" Ве!(Еr,Е). Т о t -
ла(qiF)"(АrВ)<** в Tolil п только в
тош случае, вслп.опе,ратор В
поло:пптолеЕ "Деdоп(В.F): вслi El€
еtt(ErE), т о-- \ ') -'- (Фi tr)* (а, 8) 7 (& , F) * (4).

ДОКАЗАТВIIIСТЮ. týстъ Z,.Еi. Torтa ддя.шбrц (аУ).7iГ
будеrr areTb

- 8а+ДФ- Ву = Да- 8(уrх) < (?La)( а,В).
Перхqд к супрgrry}ч по (аrу)в фiF пошаяоает, tпго

-0z_. О . Еслr !е в aвoii соо,|lвошеtпп поlrоштъJз У.:_С*
п ЪЬЬtrт в суЕрвцуцу по Л € Х , к) пощrqпr @"r)Х(А )<
<(?t tr)*Ql,в).

2,|



Iýстъ теперъ Ц>0 п Аеdатп(4,FХ, rоrт"
(qi Н * 0, 8 )= e%" *r r(Ап- В, у) <

. ж (Аq-&оFq)= Gi, гJ*G4 < + ф .

UoI)a{Boe веравопство оt!вЕцЕо.
ТmРША 4.6. П у с т Е' F'X*EI UР-J - в ц п у r -лцt оператор, G,Et--Etф-J- воэрас-

тапщпЁ вццуrлц! 0ператор п вЕ-
цуклцо швоtестваfёtrхЕ п|хфiQ Еа_
ходятса в обцвш ЕолоаеЕпп. Тогда
для всяв олоАвt(ХrЕ)пчеет шесто
Форшула- -' 

7d,i)Ъ (il = ц {(в; D*аhС*(В), Ее{(ЕьЕI.
Прп aTot !очЕая впаЕяя гравпца в
правоf, частЕ дос8lг8ется.

ДOШЦIЕIIIСТЮ. Прmrоrш Teoperry 4.4 в шопестэяlш pi tr

" 
ePL G п эоспольэуешqя ще4цсчеlr 4.5. Псм А Bt (rlrE) ,

з9'цяцется опеIвтор 8сЦ(Qr6.) Talcon, чтО

(epl G. Н* rА, Ц 1 = 17i п*(А, $)+ P1i Hr { В,Ц1.
ФIсцца вmеаа€т Ееравевство

G, пх(д) > (в . п* (А) t 0" (8).
06ратвоо яерав€Еотво устаЕsзJlЕваfrтоя щ)остшlЕ вЕшолеIпяJt
(ст. [r ]).

ТЮРtrIА 4.?. Ц у с т ь F,X-EU(+-J- в ш п у вл ш t
оЕератор, а Аr-Еепрер_нвлв_вf,. аф-
фпвввfi оператор l рд е Д1,|(Y.,|) пееХ,
ЕслЪ швоаества gtAxE пfхРLFвахо_
дятся Е общеш ilолоlеЕЕЕ, то для
лпбоlо В€N(Y,Е)lмеет шесто форму-
ла

(F.дп)r (il = h| {F* бс)- са,а=с,дJ.
Прп этош точвая вЕапяя гравпца
в правоf, частЕ достпгается.

СJIЦШСlЕtЕ4.8. Еслц вцпуклше шноt.е с т -

""Er,,.rFn Еаходятся в общеш по-
лоtевшп, то

(п n.., 0 Fn)* = F| е.,,е tri,,
28
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прIтеI точвая ЕIавля аDавIца Е
пвеЕоf, час!r дооlIгаоtоя.

слЦшOIЕ{В4.9. пуо, ь Е. яЕr8о ? оя ре-
l е lBo i l Деl+(Еr,f/. ВЬлr l алгрвфrвl
в в п!r Bt цt о п о р а! о р о э Flr,.rFп:|+fцtосоJ
ввIодаrоя э odler полоlоЕtl, Ео

(Д" (6r.., v Fn)L ф tý, аr. Ftf , Д tr t' {Ё r, Е1, 2Д, =А 1 .

Прr эrоI tочIаа ЕItЕяя гI}iЕtц8
Е пDевоl част! доо!lгас!оя.

дщдцтшшm. Еоп В е t(X,E), no
, (Д, ( Ev... v Fn )* (ф-lфе- р, v.,. F)fr (8,А)=

=( i,е.рt F)* G,А)= (e?i Е)*е. ..o(?i r"flВrl1 .

сrодоЪiеЬо, .ллв. павtlводв Bt, . . . r&nBt((XrE)l фr.. .

...rДrв SfrrE) Ма ID!ъ. 
lLД=ЕАi , в=ý8п,

" (A.(Ev...vF,))r(в)=ЁФ, Fr)*(вt,дi).

фов тото, D опry црr1rсЕя C.l Аl2Оr,,.rДп2О . Поо-
lov

(А ,(Flv...v Fi)*G)= frаr.Fеf G),
tпo t доЕашаl, ЕgtЕDаG!ю '2'.

061вtBoe вqЕшоtЕ црЕ1nеrш dаэ ццrlв.
пРЦшtr(!ШВ 4.Io. П у о т В Ба,Х-ЕU{С- э п ЕIr в -

.rЕо опораt_оDI, _пDIчоlf+Q>О l паI-граФlзlfiF з7ёQ веIодiтол в о6-
цоI пoIotoBt!. Тотда ваlдJrrся
оперв!орДе|(ХrЕ)l элоI esleBE та-
Ito' "\Ъ.зД,п+е<Fа (аеХ).

ДШrЦtЦЕtm. Iэ yololl о.Еrоr, во (F*C)*(O)< О ,
а rc тoolю 4.2 вЩолоя Де tGrO М, g" FYN}_|'(AY0.
Еощ вл*вt е е Е упоDr.tшIш, пqпЕсtl F(Д)< е-<,

-Cril., то аЩ olgрq Дс Fпеч, F t 0 .
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СЛЦДСТРlЕ4.4. Пуст ь вцпувдце шцоIе -
ства FcXxE цGсХrЕ удовдотворяDт
следуDщпш усдоЕlяli:

I) хЕ о t е с т ва F п ý'={(a,e)efxE:-eBG (фJ
ваIодятся в обцеш полоIевЕЕ;

2)есп"€lсQ(dп€"€F@) r tо €22€1.
Тогда ваfiдутся Е9прервввшfi оЕе
paTop/:|+f п 9леIеат€оеf т8в!е,
что

АФ, -€l 1 €о з А*r- е2
для BceI(Clre)eQ , (Йl.еа)сF, l

домзАтвIIютю. Й. ТЙоi, zl сlедfrт,-йБ-'..; acdatпFrl
Пdrmf, то шщоотво F(,d огIЕ,ЕгtIево cш!ty. wстъ (ЦеЬ
е F Е yтalerr юме o(,fcRr(Qrq)BG п (а2,е")е F,

вобш
(*, е ) = 

с( (е 1, е t ) -.В (ае, € ), 4 l > 4./, > Q ос_з = /.

Ес.lц тrrп оточ о{- > О о то ((z+pa")a'/, (е +.F€с)<,/*FПG 
_

п (а +Р а, У { е dаtп tr а dоп Q.c дrугоп стороЕш, tr [t @+РZrУэ
=!F@)+fFk), пов_тоlry F@) оц)аяlчено cв[gy. Авалотпg-
Ео доRаЕ,цЕается, что GТ,Z) оц)аЕr.Iено сtцзу дIя эсех аа&ъ0.
Тамш обраэоlr коIцвктво оцрqдаIеЕц опеIвтоtхr Q,Q2:f +fu{*e1
равеЕств€шlп

ф(.п.)= ф[е. E,(a,ek FJ,OrCa)= iпf tееЕ,6це)еG}.
ОпеЙорш 4z п 0д влштоя ппу8лrrм ш, цроше топо, в спJýr

уcповЕя Z) 0t + Q, > 0 . !ащеаЩп ?i^Ot п QOi Qа удоъ
летЕоряrут шJDtIetцлl ТtQrэF п ф;ОrЭ G , Ьоатоry в оп-
Jцr уqпошiя I) ваходягся в общем поrrсirgпrr. Есэш аi!@ппfr опь
ратор /е gаfiлоЕ в соо|гЕетствпr с Teolвrrot 4.I0, то опоIвтор

ДеХ(ХrЕ) п алемевт еgХ псвомце.
fuqсппr щвобраэоваше Ihга лебеюва uво8ества тпrytgаoзo

опоIвтоlв. Прдrоlmr, lпо.воцус {'(Q, Е) шцеляет воryс
поrIоЕтелъпъD( ыlешевr.'ов Ej , т.е. е€Е;. в тФi п топtво в
Tor, сщвае, есм fg>O Й -Оо* Аеtl*(ЕьЕ) . lм ы-
шЕOtого опеIвтоIв G : /- Q UP-J поJIошti (G<e1.1a."X'8BeJ.

ТmРП{А 4.I2. Еслп вцпуклЕе шпоrе с 8 ва
?iC пХlЕi паходятся. в сбщеш по-
лоаеяЕu, то

G < е1 * 
= 4 {@, G)t * бе, б е S+(ar,Ej.
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ДокАзАlвшсlЮ. Дтя .шбоrо А а t(,L€) шеы
(е< 4*6а) = t&tAe- 8.(E)oJ=[/B@;1"@,ellft 1l).

IIо уоlовш оооЫ,фLFхЕ 
" Х , ?L LCB;1 Ещомtся Е

обцоч полоrеrш ц в спJцr теорш 4.6- (o=ili|Hl : фtсв,-G-ф*(д)* 8ulB;1* 1D :

В с t, (Е,, E)t = Ц {(0 " G)*?l)t 8 е, 8 е * *6Сr,Е)}'

ý5. 4-о:ЁдФорщалl Еryпщ опбIЕпоэоэ

Щсть F; Х-ЕUt-J- пщ7rлС оцqршqр авdЛF l, €вЕ|
€<уdlвффр€шЕалш шоIЕтоlв F в тотзе Е пашваэтса шо-

tocTBon"'*a^ 
F(E)= {Ае !(Х, E1,1*-AE<Fа-Fйte ,ze XJ ,

ЬеЙiо, оо АеD"F6)в тоr I !о[Dво в тс сryча€, еGш
F*(,4)+F(fl<Аh+с,

ТЮРЦА 5.I. П у с т " Б,..,rFо:|,>Е U {+оо}
вшпJrЕrЕе опораторш, в8дгр8Фlвr
аото рчх fiЕr,,|rФёFп Е8IодятQя в
о,dцвч полоtов!i о Тогдв справед-
Ilво предстаЕлевIо

ае ( П +,,, + Fft ) ( а) . 
", 

ruq. ..,, J P r,Q ё) *,, irf* баЦ.

докдзлтщrcтю. Есл A!;ri;?7f 4Уа1, *
с+АЕ> (Fl+..,+ Fп)"1U+ F1 (d)+ . . . + Fп(Е).

В сп.ry !вoltot r 4.2 пdпrтся Дrr"..r'Дое|()(Е)!аtпа, !п!lо

Дr+,..*4о,=Д l е1+.,. +€11 € r цIс
еi= F{0;)" Fi(a)-lia , L =у,...) п_

Посвоrъву элочевlв Qf ,,,,, 44 поrшталlшr, лrя веlоlqшr
€rr..., €, в Е* пrша Ео!о соо!вФоЕя

€l>-€l ,,,,,€n?lQa э €=€l+",+€7ц.
9эшетqqл, оо:Ц€Oе,Fi(Ф тr L=/r,.,r lъ , t.a.
0a.F1 (ё) +., . + Qr_ F, (i). -о6lвtзоо вrшчЬо бшцrо.
ТДiГШr 5.2. П i d т ъ Fr:|x Y-Eut.-JlE,W7-Eu!n"l-

Эло

Nc

ввЕув!цо оц9рв!орв п

р в z(й,|)еdапFl t (f,ý)еЬп F2

зI

длл хеЕото_
вцпоtпяоr-



оя равово!Ео

Есдп
(F, а Fr)(й,

прl э!оI
E)=Ft (Е,!)+ Fe(r,E).
IЕоаоо!Е"(ФёF)а1

(?ift)x ЕаIоляrся в обцеч полоtоЕlх,
:!о- - 

а€ Gл а Fr) @) =e,,!qer._ о lrrF, (афЭ""F" Q,Е) .

€1+ý1-=Q'

ДОКrаДТШIgtm с!ою у!взI[п@а ш црЕо1l щa!oт!rl-
Ецп lЕоqtrllацrш, шDалоD ш lgolDey 4.2. QяЕаво ш ого шF
цдш Iэ уG!аlоЕцЕвоItо пDщlв С@ спшr.

ьл (Д,g)c а€(Frа F)@E) 
^, 

,_ло (А,8)оgс?dаrrааF,I,4
Eoololtr д!я вФЕоtrв €jzorqZO2 €1+ý4 = ý Фдоr шеаь

lгl ^ 
(д, о,- в) е ?6101 (ErprE)+?qQa(E,|rz)

( Ul r flr ошрqпgrа!оs тц tB, trд t в tйrloв 4.3). 1Ml
мвэш. вшелся lA l, !, Ф )е 0r, Q, 1а, 5Е) " 

(4е, с2, 8r) е
€Ъ_Ф@,i,Е ) ', ди loEoIE

"'i'a.'t,-D44l+la,Cl+C2, 81+SJ.,.
0!оцв Йо,' qю А = Al l Дс= О, 0r- 8, 0l = 0-, Сr= - С1! С,

iжfl\)ed"rF, Вr)" 1erF, Qr;J . оораrвоо цшtD-
ц€ Ф]аЕщоо

Дя щшоrо Ешосlва осr| _ подощ ?r@)(a)=
-- 0r 8r (ci@). Тщ обDазс, Ас Or6d баl "'rЫi,o[taoв tu сцrтав, ещА2,1АЕ+€ для вс{ ае Ci . 0тощо,
tпo ооп F - шryцш.оIqраtор, 8о шшч@я Ае?rг(а) "(Д rI в )еЦФi F)(F. F(a) э,g*л€вlЕ. Это обстояелютво
msвоrФт-юапопьsовшюя тоi rc cxirot, tтlo п в Еродryпщ
пвреrрФц для шэqЕа пв'теоlвш 5.2 (!орпцrл С-суOдрфорв-
щDоваЕпя Dазпшr с,утошо@. 0щшшя фrrry.шрвш
оооrввто!щ у!вощошt

1поРшд 5.3. п у с т ъ FcXtY в Cc_Yrt ..= Е ц -пуЕлЕе ."оrе ст в а l 0еF(fr)ПО'r(Е)лрпвевоторцхfrеХ lЕеZО . Еслп Ерх
orol, вцпJrв,лше Iвоаоо тэа Fxft lХl0
Е8Iодятся в оdцеr полоtевlп, ,о

ае ( Е. ф (Е, g) 
= ct,!l, r, 

=. 
оаr, ав,Fh а;{Ф q,D.

€1 +€r=е
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1ШРЕ[А 5.4. Пу ст ъ F'X*E.U[.-1 - вцпув -лнй оцератор, G,E.+EU[+-J- во эрас-
тапцпt ввпувлцfi оЕервтор, tIpEч9l,
Ецtlувлво шпоЕе ст ва eloiFxE п ХхФi8
Еаходятся
Тогда

в обцеrr полоа€ЕЕl.

ае G, ПF) = я.а|есгrаl Do"rA ,г) {а) .

ё1>- 0, €2)- Оr€l+ý"=€

тюршА
опера!
BHft оп
Есдп в
flфLFl а

5.5.Шу9тъ
оg, А,п -
оратор,
Епувдне
Iодя!ся

Р:|+fц{+оJ- вццувдвfi
вопрернвв.вl аффпв-
гд о ДаУ(ИХ)l а9Х_.
IEotecbBagat|.l9l,
в обцеr полоIовЕЕ,

тоД v 
а€ (F, да)(уl= )rFиrr) "А .

ТЮРtrl5.6. Еслп вцпуклце Iцо8ос тва
Flr..,rFncX паходятся в общеш полоЕе-
нпtr, то

а € 
(Г, n, . . П F|ъ ) (а) 

}* !, r",!!r, 
Г, 1al+, -')of.F)I

ТШРDlД5.7.Пусть Et: веtrторЕая ре-
щ е т к в, Qo.,,,Fn:)(+ErU1+-1 - вц пувrц о
операторч iАеН*(ЕьЕ). Есдп вадгра-
фIвЕ ?ёаr.,.r?iFп вЬiодяЕся в о6-
щвш полоlввцЕ, то хшеет Ieo!o
представдоЕпе

О, (Д 
" 

(F1 v.. . v Fп ))(а) = U{Oе, (h 
" Q )(й)'"*}r(lа'Fа|ФJэ

где объедЕвеЕпе берется цо всеш
Аlr,,,Ап П€t>,,.rф т ав п }t , ", о

Аr>Or€;20, L=lr",rlL j €'tr,>, О;

Дl+,.,+Аь=Дl €l+,.,*€рл4=€', р ._l
А, . Г, 1а1 +., . +,| 

"о 
Fo(Q) + с nl а v / о Fa у,., v f21, (tJ,

ТЕOРаШ 5.8. Пу с,'т ь, Q :|+frЦ{+аJ- Е н п у Е -
лцfi оператор 1€€Е1 пQ(Е)<е. Еслп
ltBotocTB а QLС ц-XxEi 

" 
аIодятся в

обцвr поtоtевпп, то
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0, (е <Ф ("r= 
r. уЧrr,,r)Oо 

0. ф Gl.
озq<А(G&-е)+е

Пусвъ F:NrY-Eut-}- вЕпуrлнfi опе-
р р т о р о (аr,ц)е dлп F . П о л о х,пх Fl(a)=
=F(аrf)rав|.' 6- су бдlФФ е р е Ецп ал вц -
IIувд-оiо оператора Ft в точке ао
ваsцваетоя час!ЕЕr, С-субдпффе
ревц!алло u_e " !очв е (4оr!о)ц об овва-
чаотся drcl,(qorY.).

ТЮРША5.9. Еслt Евпувлче шЕоав с твв
fiFпХх{уrJtЕв8ходятоя в обцеч Ео-
лоIенlп, то

е ; Ё a;, у, i = {i 
" 
! (х, Q : J ! е | ( y а, (д, в1" ), р 7n,, r, r.

ДОКАЗАТВ[ЮlШ. Щустъ !: )(+|lY- аOЩ опеlвтор, jg.'
а7@,{). \умо цЬввIЕть, чо Р8х Е l Орё F в8-

ходятся в оdщеlr полщеш, поацDýr l

0" {tr. Oy) (з) =_Drг{Вr,а,) , 6,
0сталосъ эшtltf,Tb, fu_Е 

: f: Вл": Иr(*.а)о 6"о"пцлр,
с правоfi частъD допалваюi фофлt.

СЛЩДСlВ,lЕ5.I0. Еслп вцпуЕдо е шпо Io с ? -
ъоGсХхY ЕаходЕтоя в обцеrr Iоло-
в€впп с шЕоtоо!вочХхtуr}, то.

0, (е @)) Фl . {-l : J 8е t 0LЕ),(6,,л)е 0rO(х,, у)1. ,

ЗАШЕТЦIlИВ 5.Ц. Еевоtоlпrо вооЕв tцсшцв с.цуqаЕ I8до8вЕЕtо(
pesyJБTaтoв Ешеtуtýя в рботах [ТZrtЗ].

ý6. Тоорщ о Iерqýilорспrо

Цустъ r{orX lr.,,, Хrъ - Есеqцо!ополоIrqеФцо в€вторЕце
ЕросщавсIва l ёf Хtч хХ; пр ir/,,,,; ё . Совосушостъ
MHoIecTB Grr.,,rфл вапаэт dепошlрт щшrФс,ЕOD спстеrry ото6-
IEEeEп8, а IЕцо, полош

Gii=G;*f 
'". 

Gl , оqш j > i+/;

Giiц=Q,., вр i=0,",,fu,4, ,

TorTB щв ffi. irj:T,i.i.| оцDФqплю Gtl=СчоOlk, а
ато п o9пatlaэr, тп.o{Gii)iri< ru - ЩаЕtIэспоо ccfueicTBo
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отобрщешf, (ш. [Ta]t. Vпоряпотешцfr вбор,Е=(Со,..,, ао)
Еазцваотся цввктореf, tщамческою сеrrейс,l,ва отобрвrевrй,
есм a,ie| ki w.шбц l <j < tъ . Прш oTor Dоворm, tпо

цlавктоlшя € соqщяет тоЕш .Яrо u Ga. 0чещддо, tlтo осш
а.в G.'[Хt|п Cne Qо,,ъ (ао) , то qдесЕtчет 1р€вто!Ея,
соqддцrшцая тотв .2о 1 2а.
. Paccrorplпr cEqщD .qц"чу (Р). Пусть F:r\п+ЕЦ{ОЬJ-

в,щуrлt oEeIBBop п цlебуетоя ваiпш таryп праэктоlшо Л9 --
= 

(fо..,rЗ)швшмческого cerвilcTBa особроrешfi , что

_ F(a) = Ц {гrр ,f € Gо,п @)}.
Тоtша .?о ЕаЕ}цва€тся ЕачаJllвш усrIовпеч, а траэвюlвп tщашi-
ческого с€refiства (Ge;)i< j<rъ - ц)ае8тоIЕлд зsдаrц (Р).

Расоrотршr щоэвтrjрп Э = 
(ft о r,.,, ft1")л. с. о, (G cj) i r, l' < r" .

IscTb ф, ., ,r€п - полоrштеJЕвце шешевтн па Е . Спётешd л-
веfiппс вепрбршп операФэов u| = И о,..,, А о ) Д ie t (Х i ; Е ),
L = Q..., fu о ЕавЕваотся (€l r,.., €п) -xapliieЙctTBon iввбп-
тощ € , еqпп

Aig - Дi у < А i q - А) а; + € ;+f+ ",+ €j
дIя всех i<j < ц'i (а, y)eGt .

фаевторя * = (боr.-.., аБ назцва€тся СюпrщшвоЁ
для sадвtп (Р), ес.ш ддя шбоft_йектощ ,3=(tо,,,:r,qь
псходщей пв ,Iб (т.е. €о=йо )rпrеет шесто ЕеIЕэоЕоlво
F (Е*)<tr(,п*) +€.

Ивrпш словш, .Е - ото С.опшдъвая цЕэвтоIпя, ocJEE
тора Jaa дпяется 6-рпешеrr аксц)ешалttrоfr эадвq N €eGg,b(fro), Fу-lл|.

rРйДd*ЕdШ6.I. пус т ь ИСХп ш вцЕувлцо
шЕоrества?iFп ИхЕ ва:содятся в о6-
цеш подоtеЕшЕ. Точва Ее/'/ являет-
ся €-реш овпеu 8 ада ча fel4, Fy-tlof э
тош Е ,олъко в точ сдучае, ослЕ

,
для ЕеаоторЕхё1>-О п
uесто cooTEollloпEe -

Досавателъство очещIЕо tol. [Z ])
3:,h?ЫЪ;Ёё;*Ъ;

1ЕOРЕrА 6.2. Предпол оЕпм, чт о вцIIол-
ЕеЕн следуDщпе условпя:

I) мв о п е с т ъа fё tr u 0оо(Е)хЕ ц aI од я т-ся в обцем полоrеЕпп;
2) rп оrе с т ъа Qoo в XoxtЕrJ"ax одяf ся

35



в обцеra полоtеЕпп;
3)для вс ех i=/r.,,rfo шЕоаест в aO,xXn

"xbt xcia ваходятся в обцеш пъло-
tоЕпl.

Тогда ддя того чтобц трдеЕто-
рп я,flЕоr...rd*) бцла С-оптпшал ьв of,
для 9адачl (Р), пеобходЕriо п
дос Еат очно, чтобц _ILaшлас ь (фr..,r€о)-
х а р а в т е р r с 8 п в а t = (4о ,, , ,, 4-) т р а е в т о -
р п п .3- т а в а я, ч т о io€ ае"tr(а;)п €о+.,.+6п=6.

ДOМЦТВШСТЮ. Достатоtпость. По <iпредаперrт с -харав-
теlвстпш п €-суqшффрщала neoti

4, (al -4пQ)<Z"(Е)-tп(dь)+€r* ... +€еэ (чу)е Goo э

Z * @) - й (i*)< pgp - пale о.

Есл в ЕерюI ЕеIЕэоЕстве пОлоштъ а= Ео, к) ддя вс€к

ч€ Gr*(dr) вудеч мъ Zр(у)>Zп7а*1-€1-...-€цо адо-
доватолI8о, вЕоIюе веравепство перещпется в ще

-€i -... - €ь1 Fa, - FЙо+ €-€l -;,, - €1,
tпо l оэЕачаg! С -опmвшостъ цвоштоlш .3 .

Необхqщооть. Това .fо вляется С-ршешоl эЕстр€шль
ВОf, sqДаШ 

aе Gпъ (бо), Fq. * h/ ,
поэтФýr Е спду усfошя I) лдя ЕевоsорI.o 01ео -z С шееrд

_ - 0с!р [сЕъ rc)J (бd п 0r, Flб*1= q.
УсдОце 2) позfiтяет ц!п€Fпть qrtqдсЕше 5.I0, спqдова-

телъцо, ва,щтсq опоIвЕоFr ZоеtС(Х"С) l ine Х,Цп;Е)та-

Qшадо ýоrъ= Cl о. .. о G1 , а по успощ 3) шоrво Ъоспользь
ватьсЕ теоlвtюfi о суdддФФорщале сутqрпощ шщвотв. Та-
lшr обlввш, сJцестцrDт qEoI}BTopц lrе Ц ( Х;, Е), L=,tr, .,, fu - | l
таIuе, чtо (a-rrZar, ). 0cr.,(G.r)(ij, Еi*),r= Оr..., lL- | п
€.l+...+€lt=c-€o . OчеrЙdво, что (iС1r..., Zn) есть
(€1,,,.r€rъ) -хвIЕвторцсшка трs€втош € .

1ШРВ{А6.3. Предполоrпltit, чт о вцпол-
ЕеЕч уоловпя:

_ I)ДЛя всех i=f,.,.rё rrн,оаестЕаQiFuG*"(а:lrг Еаходятся в обцеu по-
лоtеЕIl;
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2)ддяl Хох {аLJ
Еlп.;

з) дда
" Хiчrаiп

Есе " i={,.,,l
вааодя!оя

IЕоtесtвл G*,
обцеrr ЕодоI€-

IBoaecTBaGrxX'

в

е всоl j=Or,,,,tL
ваlодятся в обцеш поло-

toBlx.- - 
; ; i i " а'=(а!,...,d.),...,€8= Bt',eý}! р_а е -

r!opTl sалаiЪ' (Ё)-.- IвоrЪст-во /€j..,.,ra"J ""Iлотса оdобцопвчI С-оп-
ЕIIучоI эадачI (Р) в,тош I тодь
Ео в ,oI олучао, есдl ваf,ду!с.я
по лоах.т ел эвце одо,Iев тЕ €/r.,,rQпr*,2
о п о р а t о р ч 41,,..rфь€!*(В) 

". 
(€tr.|.,6оSi-r л -

р ав т_о..р п ст п в а (а! r,.,, 4;)^- т р а о Е т о -
pEl &' црl ва8доI ёзlr,.,r{с ,8в!е,
что Енполвопв ус.Iовlя

ёl +... + €п.| =€.
dt+...+4a=Ie.b

dto F(а|*)+ . , ,+оd1"-гlа!1= plq7)n,,,n F@9\
оdh . 0"_ л, (4, " F) (a',L ) , о

i=lr,..,h.
ДОКДЗДlВ[ЮlШ. ДI8 вабора Elu]€Bcoв { i r,. .,, i, J с {|..., l J,

Ц<, , . < i4 , обозЕаш ошюдош Дi,r,.'ц оцрратqр переста-

"оh, ".уйф-ч IsошоIцпш йъ'd"ъ- (i ;,r.'.., i rr)ь
пА|rх..., Xi, . Полш

#r=Х! ) о ц=0,,lr,..,fu,,

Qt=Дiч,t[G:], L =,l,,",fl\
Ч =(Ф!,...rаf)., L=C,f,,.,,fol

(F)t= F, ...!tr: Хl-Д ;- ф=а,(F)lь,
тте c(.'E"-rf '- двеfrd-оЬi"*р, цqд@ в су(дрфферев-
Iцш пщоЕшеспою oцoIBToIla €lrс в t<)tшe (F)1(|*S.,rмп
Фij ) i. j < п -,Щ,.С.о., цэIlоцЕё,тпяя оевfiс,твЬш 7;,-.:', 7 о,
ло п.Епtrлво црЕIr!D. во Q;;=Д,:i IOi?/ . Из-#ого вdвев-
GtB сllоryэt, Ео шшtвЕе ?;:.ЦВ1'lгвлвосплъво ввбору

3?
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y"t,,"i "' bffjJ;'#; 4, ;. ff rffi?:,Y= ! 
оу

Tor, ш толъво в том grrylвe, осJIх а i ,, ,, ёа вйffiсi феiто-2
щrtмп д.с.о. (Сr) i<,t,< rъ . Кfrоlв-того, осп {й'r,,,_,a*J-
обобцеIпое _С-рФ9о.-д{Iя 9ад9lп[ (Р), .то д.пя шбою ?=(alr..,
..., а l)e 0оо ё ;У.,., ф, (аD бJrдеш п}rеть

ф(у)> И. 1:@;)>,ф.. аF(аil-с =ф(!)-с,
обIвпlо, 

"t7{' b C ul > б Г f;;:i, у. e., ra) x.., х боо(Q4),то

'Ё;:йжr':ы,::rъ:т;Fт,;рj,о:#!3.набор трdсктоwП {4i.. . , ё*J ,в[яется обоФелткqц ,ý-эа-_ .

шенrем 9адаlп (Р)'в том tr то,Еко в том сryчsе, ес.'ш Yl%r,,,r|о)
оII1тlrадыIв в сдедrщеfi_эадаче (Р/) :

;" "#БЯffiй;i;й;, ", 
о, ( ?i) t, j <а таryэ,

ПОКаrСн1 tпo ц!tr}rеяпrа теореша 6.2. имешт шесто соо!Еопе_
нrя:

ф(trh=an,n ,,SrprF)tJ , *" f,o,r{ С;.

/оп = до* [a!*J ; ,Е", {ГnJ= .ДопПХо "{а iJ;
?r" 2n= дi4, i, о [(Gr, хо)t] ; о _

Э;_1 х 3 rn = А i-l, 
", " 

[(Xi' Q,o)*J.
0тсщда ш пэ ушойя теорешЕ, в сп.trу цредлоsвпя 2.4rвппепаэт,
tпo цшqшевg црqдЕо[о8епЕя I)ý) тtореш 6.2. СдqдоватедIво,
суцестчЕг (Сrr,, ., € * )-хар8теIпо!ша Д = 

(А9r,,,, Ац)трэ-
":::!;,: ;;Jr]"ffi , : :ý'i:?,:il:,I!2,! а. ; ",

Р} 6,,,- **j, о,r tа! F:'.) - t "i вР+ €ц/ ", *ej

Tffiii;##йr-;!,:{
для Bo.I t./ < |" с ( Qс , Ус ). G,J .
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Таml оdрs *, (d!,r.. , "*) есуъ(€r,. , .,_Cn)-xE)aKTe-
IEcшBa цЕэвтq!ш в' дLш вс9в_ (=4.,,, t . Нявоцец,
вцrшолqp субдщФарешпад !е.Ф(Iп.). , поry,ш aje06oýc'
,D(rt';),е=|,..., L,tr=Ei",r*,..*bn, L . *" (ilt,...,otB )=ot.
_, Достаг_ryость. Раос;уцая ошосптешвЪ -rаiiоfi 

шв трасft{оrйй
Q'r, ,., 8* тлс ,о, паа п в докдвтольствs достатоtяосtх
теор€ш 6.2, пощr.mr
' 

- (сr r,,, + еlr) 1 .с 1, Р(а) - а{-;, F"(ai N е о. ё l ft € ф,ъ (а').
i=/r,,.,ft.

0тсцда-'7B'*l^ 
... а F@!)<al, F(а'*l* ",*оlrъо F@L )<

€ dq о F (а ) + ", + а{ ь о F (zn ) + Z'с о = ф (аr,..,,z)r€,
что ш цlебовалосъ доклrазъ. '=О

Iýстъ поряпок в Еросц)аясrTý El зqдается раЕ(ютепенЕо
вепрорцвшш оешоtствоlr СшrЕqlЕопалоi Plc Х (qrR)=5j '...ыIешевт е,С Е1 поrlоштеJIеп в том rr тоJIько в Toi, с.щFIде, ес-
п(еrа)>- О для всЕк 4€ И . Равпостепоп!ая EotDeIшB-
вость cerref,cTв 0d oвEatlaeт, tпo поляра lшiorlecTв t| otrвo-
сптедБво (вообце говоlц, веоццешой) дэоtствепнвм (ErEt
пЕ,Евадлешт .,mбоW схqддрrryся в EyJщ ФJEщy.

Iýстъ С - поJIоштеJIьвое tцс.то. Трясюря а!(а"r...rЪ)
эqдаtп (Р) вазшаэтся f -оптmmлшоf, по Паlвто, ecJtп нх для
капоf, цlавкторш €: (gоr,,,,ftп)д.с.о. (С,ф)izjзп r nC-
ход.щеi пз то!шr .ао , не юцm одщоврешсiшо пrпошявься
Еер9эеЕства (F,zо,а1*5<(F,iофр,я всех аей Е сц)огоо
ЕеIЕэевсlво лля векоторою -В е-И- .

в а Qoo(6) g {(*,l)e Хмl R з

IШРЕil{Д6.4. Пустъ вн п
а уклЕе uпоIест-

> +l,t1эfа,,а):аеОt}
находятся в общеи поло8еЕпх, а
так.ае вцполненн услоЕшя 2) п 3)
теоремц 6.2. Если траекторt{я е
€-<lптпмальЕа по Парето для за-
дачп (Р), то сущесгвуDт непрершв_
ннft лхнейннfi Фуншцпонал& ва Е1 п
(q,,.., crrFj а р а к т е р п с т п к 

" 
({о,...r4), р а е -

кторпс.€ такпе, что
Zn€ 0". {е " г) (q-п);
Z>Оэ€о+.,.+€rъ=€,



0dpaTBo, пусть EEEroaEEBe ус-
ловrя вцпол_ЕоЕш дл8 воЕотороf,
враевторпп Q. Еслп ЕрI этоI для
Еевоторого элошевта е€Е вцподЕе-
во(еrР1=6 для всехi€Ц r arLarlE+=t0},
то траввторпя.1 €-оптЕIадьвв по
Парето.

Дфаватедъство. ЕеобвqЕюссъ. Расоrоцпл Сщ P-PoF ,
IEe Р : Е +R - вепрещП оуdшеfuf, (furщовал, оЕрqдед€в-
плй равевсtш PG)= +++рtGrф:аейJРвQ. Дпя вqдаrп с
целевоf, ffшшоf, 9tz вшопешr все услоЕа тоорш 6.2, поатоцr
с,уцестryот (Q, ., ., €b)-xaI)8TeIEcTBa (iоr..,ri*)цв€вто-
lM а , яовпе!вqршвяусtошаr

n4-toe ?с.Р(Е*) э €о+",+€rъ=€.
fuшсляя dа.Ф(ёпj , Bafiцan трsФsдfr фувlсповал аC .

ДоотатоЬостъ. Цреце воего вапоFпl Еtrd lщ (furЩопала
- . Суrцеспуот таЕая вароя!восЕая BoEotBo{дIrt@Oя reDа
I,1 пgЙ.gто

''l-' -- (!,о =!{y,z) drцrt)
ддя всq у, Е tс.[I]). тЙш мрэo., (е,&)=С . Тав ае,
пл п цFп доааsв!еIьс!во доо!а!о!посп !ооIршr 6.2, уотававш-
вае!оя Ёееавщотю 0<(trq.,B-{)ri", Ешs во Elшe
црsдщцее вш€tщlс, полуш (йD > 0 , taB ц=F,z-Fйt€.Й ,Ьо"р" (Fz,,I,)+ез(ГаоР)п"юц, 2е0/ , ,о (ц,Х)t
10, а штgцпроЕяtго !осlоЕФо сооЕlшоЕя по шlв,l/ лаэт
(ЦrZ)З 0 . Плв,,-uеЕ.*оOа.J l ло уоIош 1,1.=O _, аtелIо

dцTi, ве хоlоlг_ ш!ь Bq!o, gtttoюo EeIвBaBclBo (Urj)< О
ш щЕ rохq Jей . Это п ошвlа9т с - шлщilвооЕь Ео
Ьрото тра€втопш (Соr,,,, i*) . Тоорш доцаэаЕа.
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