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ý I. ЬедеЕпе

Цевт1вльш повятпем лоша!tвопо вlщклово асалхва явпяегqЕ
поlIятЕе су6@ферlщдала, обоdщапцее оdцвцfi @Ферпцдал для
Еоглqцппх Е[Iryкла опеIвторов l хгрошleе вашцrD роль в ра8.шrч-
Ецх зqдачаI. }lоторшчесIg ово вознпqпо в свяэп с IвэЕпттеш !ео_
Dшl австреtлJIьшцх sадач. }lraelпro в теорпп оЕтхrшзцшl постоявно
п ваотоf,вlво стала воэЕtrкатъ веобходmоть работать с 1гочечпш-

ш своtствлш ведФерещт!уеиц фшпqцй. }l дапо здёсъ вб тодъ-
8о в огроlвоl, колrqестве воэЕЕкапIЕп ва Еравтпкб 8qдач на экст-
рецуlt, слrа поставовка которш де'Iа€т вее,свественннш EaEEedIп-
бо предrоlrшеЕпя о глащосм. }htешпся п пршltЕвЕ чпсто теоретп-
ческого xaIEBTelB. Пр rсоlедоваЕхI аксц)ешлшrоf, вадаш оадэц_
ваDтся ЕоrIезЕЕш тшое проdlвзоваsпя цапп l отраllпчыrпft, trрщие-
неIце KoToI,EDr ослошJIется цlеdовшпеlr глqдrостх. Шетод штрф-
пв Флцщt, шd[Qц скаJIяIдзщщ, пF[яцш согласоъаяпrI Евтере-
сов _ это далево ве по.пrцfi перечень Barma п поJIеэнtп срqдств,
црЕqдщ к вqдпФерщдпуешш ФIIRIЕл, дае в гладЕоf, по по-
саавош(е задаче. Твшша субшФереlпцроваяf,я вшryтлц фппФ
ЦОЭВОПr.rа ПОJryЧПТЬ ПЩТеЩ ОПТПrВJlЪВОСfl В ЕЩТЛО[ Щ)ОrygШ-
lirlюванпп, а тапIо в вшtrупло( задачаr( ваIшацlоlпого псчпq'Iенlя
Е оптпrлдьвопо уЕравпеlпя [Т+].

Вrtrrтрешпе потрбноотr ,эоDцI субддФерlщrровапя (п вlr-
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цушопо щаIЕэа вооdце), а,шз ЕоюЕIElsаrалБшо ш,о!роlsль-
Епо эqдаtц цреш п щпвЕФI€ЕID IщоDo arrп4IBTa упоI}пfi€Евц
BoпEoItEE ц)осц}авств. м!одавя этоýr вшш своо осlqвоЕвошое
оdъясвопо х рФФlо IЕогlо sqд8tп Ещтдоrо rЕatгBa. В чаоt-
Еоо,|!!, в рашаа lеоIш цроOsваво!в Кштовошчв dчrr поgвош
обще фрцулв субlщ!фрпцровшп п щвобрювапя IEa ллп
цryЕпЕ опеIв!овов [5J. В целс очdшФорщалЕвоо lGпцG[о-
Е!е дIя щдпr опеIвtороЕ r ffшпцt I ЕаOrощflч BItФш
црq[сrавляе! ообо! ващт.l цпв[окдтолъЕуD ?eoIпD, боталут раз-
вообlвglт}ппl ц1шлщfirяш [I,3,5-8l .

Пошrпп рвсЕросФашть поЕя!!о счблдФерщала Ев веглqд-
пхо l ЕоЕsпýцFliв Фуflщ црешrmnвдоь шоrlш автоlш. ýr.lrT
ввqдеЕц ввавщфферпцруоIЕо Е лоЕалъво-шщтлве @ [T,aJ.
Раосlвлралпсъ апцIшо,rFтrI хогrадшх отоdрлепй r паоаlоIь
Ецо воryоЕ в цроlзЕолъЕш шществш [Э-Та].ваЕfi tпаг в со8дашD оdцеl теоIп с,убдФеровщровапя
dвд qдапав Гr,лвlвш [lS]. ов Ber сублrФереЕщад поýЕещ)оFlв-
во! ашзу фrEщl х ооотвеrо!вtщfr опщадъшfr пасателъшfi во-
ryс Е заlщ!оlry IEoпBclEv. Щщальвое о!дпqпе вопцсЕIlв
Кriща от дуfЕ( вцов оЕосtlоDоввею щ6.щепя ваrлDtlаэr.'ш
в Tor, Ео ашроýоп!щя (суdдЦФвршпад, обофmая цршшqц-
Еая по ваllрав!Фlш, пасателэппl воryо) автФв!rt]осЕп ЕлЕе!ся
дrylttо! бэз пшзпбо дцпоIвц црФtrо!оsошt о цщтлосЕп.
Дя поryцепрешдвоt сшЕу Фвт1тr в ва!цо! юlво стщаI}тЕшI
оцосоdш оцрqделяеlcя суdппейпfr i!увщшал, вашо@ !одDво
оl повqдФхя Фщ Ь oвIleolвoolв это' !оtцЕ. ГовоIв гоOпот-
If,чосqпr h8щ0l, о пщоl Tolвoil вglцFJцого Ео[ео!ва овrI8ш-
ваеrся вщсюl щхffi пщtrо, воюпrl 8ашсп, IIЕ оЕ с!ре-
пя lE(leclвa мпil aTol тош;

9lo ваrrочатаrъво€ свойотво щгdшешя во Кпцry позвоrяс!
IIWФmъ в пошоl IoI)e аllт?trвт щrýдdqo шаll8а а Iосf,qдова_
ExD вегшЕЕ ! вошщтлЕ цlдач. Далъве!шо раdовц Е g!ш Еа-
пDФ!еЕп поrаýалЕ плодоtвоIвос!ь ЕIЕ8овсЕпI прпблшвшr. В

рабоtах [I5_23JBB оовоЕе оуOшФоеошгала по Елвlпу DsФпт
Еесш оqпЕгвtеЕФ сrrпяFвtlr поry@ пqц ваЕц l lmolвc-
tiltl цшщd. }frтеlвшо шч, tlro_.пo оу!Е дела cyбlTqДl-
шш Клвра lclц\IЕsовалпсD ylo Е L2Д,БJ.

Сшпруя lgлщФвоо, rшо сшаэётъ, чl!о в пoqrqEe ю!Е Е
тооtш wdдФерщровапя цDшэФll wцео!ЕоЕЕцо qщ! в
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дЕIl вшрашоЕlfiI. С qшоl стороцц, вryкlпt авалl8 вФtел в
раlшп тоорш упоIшlочоЕвш веЕюIнц црст1nвств, а с дlугоf, -,
ц)8Еlпш тqЕпп8а оуdrтqддевтов F,,вра. ocвoBшre птотп lвзвлmlя
ЕгЕr дryr ващlавпевпf, поЕqденц в ювоц)аФfi [S]п [Bl. В сввзп
с glшll ЕоэвЕЕла эапача сштеза шш вацрашешrf, с тош, чтобш
шФабо!sть одпдП цrглц ва соо!веасtвще TeoIEI сублдФерев-
цФоваЕпя п веобхолдлlх услошf, aкgгperryrв. Сначале цо dцло

црqделапо дrtя rоsадьвоdхпшшIеЕп [ZO] п вOшпаЕЕво-пlttшщоЕý

IZT-BJ отоdраrопП со sЕачепплrЕ в К-простравствах х ЕоIцц-
аою{Iопцц, }торяtочgЕпq топоIогцчесшш ЕевтоIяцх ЕDосцЕвст-
ваа соотЕёlqстЕ€що. 06щвя свав, охва|шэщя бопее пшроше
tшассш оюбршевп!, бшлв ц1вддсона авторш в [ZЭ]. Намопrвя
работа яв,IяоsсЕ црадодrвшш a[EI псседовшпl п цосвf,lсЕа по_
.ryчошD цраDп[ суdФерепщровашя стпеIпоsrпцI Ее всщr оцIЕ-
делоЕЕrо( неглqЕц l Еевщltдв опоIвтороЕ I швqшr веобход-
шlх уолошf, авс!рФryrв Е шоIlоцелешх зqдвч8 с оцвlцч€шаЕ.

В ý 2 содеIгвтоя веофодппrе цЕдЕаIЕтаtrще сведеппя. В
час!lвоgm, ввоIЕirся ltоЕяllе .вопоf,огпttоовопо обцето поIоIФхя
спстоrш коryсоЕ, Ее ocвoвg воЕороп0 цaц)!Еtся ваrвое ддя даль
веfoеrю црqдставrеЕпе rвщества вецвэIшшц опоIвъD( суttц х
Toвoi верве! цршш суd.пrчеfuп опоIвторв.

В ý3 вводятся оспошrrе Еопrпця касате,tDвою коryсв, обо6-
цешой щюпзвqддоi цо ЕапIlявtrоЕrлl п офдферевшала. Дшаэц-
Еается, tпo касателъЕцf, воryс Кшlша п в сJпrчае псеццоц)tlоJIо-
lrчесвопо цросцlвЕства яв!яе!оя Еryхлоr. Устававшаптоя пе-
ЕотоFе IDocTBo cBoicTBa Еасатеtrlшого Еоryса r су(щферща-
да. Тав, вацщвр, сублдффорЕЕал ЕщтJlою опеIЕюIв Е TotIBo
соцIqца€т с rвoleclвOl епо Beшtlelllшlв опоЕвш в эюfi Totвo,
а дпя отоdшrошя, стIюво дФерrщwеtlопо Ео вацIЕвtrевпшt
состопт lэ ещств€впою алешевта - пв пропэводоl отою отоd-
IЕrcЕшя.

В ý4 поryчеш освоввце фпryш сфдфервrщроЕаlця супор-
поэпщ отобрцешi. ПIп атош лпя субдвфереЕцроЕашя спплl
доста!очво, цlебовать поryЕоцЕрЕшостъ сЕп9у. 0шаво дtrя бо-
лее сtrоrшц суперrозшй веобхоrЕпю требовшпе ЕепIврцшостп
ва аф*тшоl облаолт оцрqделеппя. 0тшетш, что ддя такrх
супе1поэш@ х в скаляIвоu сryтве Ее хзвесшц поца бопое о6-
птд0 фItryлц субдФФерпщроваlшя ве вспщr оцред9леввt8 отоdрв_
reBrf,.
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Слqд/ще лЕа паращаФ поовщФц Еоryч€ЕlD веобхqддлп
уалоffi эвсЕроIUrв в шопоцеtrоЕп sФцчЕЕ о ФIЕЕЕtrепЕflп. Раs-
шmя в Ф ц 4 тGIяхпа оубдфорвщроваlшя trоавоIrlо, [ЕроЕо
iпольаова!юя rrетqдош шраПшв i!лшпй, rвп)доч спаляtrПgаIчш
dесвовевого чЕсrв оц)аlпчешl, цшпцrпоч ФгласоваЕпя IЕтор-
сов Е qЕвоо6lшшш опособш швоIц!ь веобхощлrе усJIоlшя
ццешъвоtlо оптпýпrе, оdобцеlпово опЕшrylв х опlmryilа по Паlвто
в фtrlе Ерашла шшелеf, Лаrрапа.

В поспетrеш параrрфе содеI!8тся некогqрrе вап;rtптелБппе
вдletlацпя.

}tсполъзуется теIшЕвологпя шовоцвфшй [S,ЗО] .

ý2. предDарrтелъшце овqдеЕпя

Все 1всоrатIшвавице воЕгоIшrе цросlтавства црелдо[агл}тся
вещестЕеFпп.т, а цсевцогопоJ!огпп ва впх огдепплшЕ. Зашсь
atax fu,M,,Еla, ес.,ц ясво, ваЕое цростIЕgстЕоХ шrеется в
шщr) штает'ся: флъrр ..Е схо.щтся в алФrеЕlу.2 в щlосцlавст-
ве Х ; есп,2=0 , то Imшв alx . Соотпошеrце,Zr<.Е2
IЕШОСШЪВО ШШtIеЕпD &rr&rп tцта6r1lся: Фл5lр.2" шапорlует
(трбее). ,F1 . К.в, обЕЕо, Оудш прrcвягъ обоэвачdrпе &lVZe
(hЛ,Ц)м" Torвot воlшеfi (шrBef,) цDаIщщ в JmорядочеЕЕоDr
шсестве всс @пьцlов IЕссЕlщаflою ц)осцЕsсЕЕа. Еслr
а€х , то [aJ обозвачвет фльпр, образовшшfr всеш[ цод-
ЕоlоствшЕ цвосlраяства Х , содеIпщш тоW а . Пqц утоDя-
дочеЕшш псеццоtоIо,IотЕrIоошr вввюрццш щ}осц)sвс!вош (псецдь
т..оцологtпаовш K.тpc*paвcTBoll) пошетс,Е утоIЕдочеЕое
BeBToIпoo цросцпвс!во (ооовветствешо К-простравство), сваd-
lвEoe тщоi поевцотополотше[, !rто воЕJrо полоlптепьЕDr элешев-
тоЕ щавцваэтоя ЕоIшлtашr. Еоралrвооть вощrса И* " уrош-
дочеЕвош псеqцоlФоrlогпчеGвош векторЕш щ)осцlавстЕо У о*-
tвgг, tпo лtrя сsqц,щ_егос.я в ryлD фльтре Шr его воIIалБЕая
обопова (УrY'И(Urhаве Gкqщlся к Йлэ. Раошовlmr
отобрrевпЬ F,Х-YU{.-}п ф;ьтр # " Х . Обовяачпr сш-
qЕм dOпF l F(#) _ cooтBaTcTBeEBo афевщп область оцреде-
аеыя{,ZеХ'ftа)еYJ отобlпrвшяF пщлътр эY , порщдеlшцil
фsллсЫ {F[V/?dan F], Veil, вуr@оfi 7Г *ry оdqвввчается_фпьтр
па вощеdтэешоf, пршоl R , пороцдщпfr Ьам{(0rе):€с&е>ОJ.
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Еш полребуется слqщr@ IЕsультат, Ел@ся qдяш l8
вапеiш в су(ферпралъвш псtпG[€Еtп вtЕут.ш опq)аrоров

tсш. Is]l.
тЬiшл 2.I (теоршв IýJтатепапэе). П у с т ъ Х

вевторвое прострацство, Y - упо-
рядочввЕое вевrорвое Еростравст-
во s У. -К -ЕростреЕство. Далее,
пуст ъ f,:|*Y.Ut-r}- сублпвеftввi опе-
р8т о 9,Pr:Y*|u{r-} - во эрвствпщпl
сублlве!вв! оцератор, прlчош вв-
Irовьвв! воЕус, ваrявутвi Еа
tl Е о I е с т в а QIdЛпQJ а -d,OtnP., я вд я е т с а
подЕрооrраЕст вох. Тогда lIоет
шесто предотвЕлевlб

ОР""р,)= ,!аааа"Р),
qдеоь ?Р - оцоIвое ЕщоG8во субшЕоfiоtю опеIвтоIв Р,

т.о. IЕшвство лшейшц одеIвтороЕ A'X*Y, уцошетвоI}пшЕх
вораэоЕо!ву Да<Рz гр всЬ, iеХ . Всцry в дшьвеiшеш этос
сtDЕоп lспопьryется дпя оdовпачепя шщестЕа вешврцвЕIr опор-
ElE,

|Р ={j е Х (х,Y), А е< Р,z,,z, . Х},
,х" Х(ХrГ/ - ороо"т"r*ю ЕсЕреIЕшц дпвеf,шв опеIвтороЕ
пэХвУ.

Рассюцlш ЕсецогопоIогшrесво€ вевторЕоо цюстравство Х ,
п'ryо!Е К l, Ка- воryаЕ в Efl. Фпльт .Я9 ваацвазтся рвз[о-
ппш о!восl!елъво а!ш( Еоryсов, еслп дЕя Еевоторопо ФrIьтва
&i Х cпglaa щще,сtв

[(Vп П - Vп к.) /l (v rl кr- V п &) : Ve э t }
обрвзует баэlо фпъцв, rЕlоIпIхrшЕго флътр # . ОчевцЕо,
tпo Е сlqш сryчае # GЕqддтqЕ в ryлD. Еслп суцестЕуеТ сqцОР-

чво Ка r Ks доЕопlяgюе подросгранотво Хо , Е Bo,lвopol
водпfi сходщlм в ryD фпшр Iвзлщп относlЕеllьшо воryоов
Kl " Ка, ю ююIЕт,. rпвo э|!ш Еоryсц топологЕтесвп Едходят-

ся Ь офd полоа€Еll. Спстша воЕусов Ktr,.., Ко g Еросlрав-
ство Х юпоlоlтtigсtoп ЕаЕолд!оя в оdцш ЙэлощЙi , еGпп су-
цестIчот !авая пеIвстаяоша {ir,,,, jn J ш'воrва щеасов
[fr,,.,fuJ , tпо Еоryоц Kпi /l{_;ц Kja топоJIогr.IесЕп ва-

п
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lодя!ся в обцеr поIфппl ддя Bcfi t7lз4...r4-f . В далъвеlпц.
доryспая в€!со8опуD Botrtвocтb petrl, бJв{ ItoBopвb ц)оою об о6-
цеш поЕоIеЕIх спо!Фц воryсов, оryопая с,rово !оцологЕtlеоtсf,.

.Зоrетш, tпo gо.Е Х - топоюзrчесsос эептоIвое цросцЕяст-
Ео, ю воryоЕ К1 а Kg Еаrqдятся в обцеlr полщоtш l.,olдa п
lrопDао тогд8, BoITa ооюryтЕость швоIвств

{(чпП-VПК)n(V/lкz-VпКr1, У - шрglвость wшJ
явf,яеliсЕ dавпсш фЕпьтрв опреоляостеl ryл в€которого допоЕяе_
юю пqцдроц)аЕgгэа Хос Х . Слqдовательпо, оGпх Е gг(ш ow-
чве ftr=ftr=K - остЁf, воryс l К-К=Х, то условпе общею
попоrdшяЬ К1 а К2 жшвадев:шо Toýr, тк) у!оIцдочеЕвов
ltопоJIогЕtIеспое BeBToIlвoe цросзgrвс!во (х, к) оФrадает ошF-
тш докошо9пЕоЕвш овоf,ствш [ЗТ] пш tITo воryо /( не стт.п..,э-

щэн [зz].
Услошо оdцею полФе!rпя коЕусов позволrIЕг поrцгlЕlъ црqдс-

тавп€Еlе шЕопб<rfва веЕDеIIJщц опоIвш суrш I тоwо[ вервеfi
црOвщI во всцшr опрqделеЕЕцl суdлшеf,шх опеI)агоров. Itl€шо,
rшe'Oт шосто олqщая теор€O.а, ЕграшFll в лалъвеfuеlr цшцщ-
алБцо ЕащD роf,ь.

IШРtrд 2.2. П у с т, Qr...,Рп,Х-YU{,-J- 6-
:

.llве[пне операторц,
в вуле ва свопх аФФе
дас!яI опроделевпяt

л п б в t бtX п, i=l,....|L .

в о в у с ч dОtпР1,...rfuаРов

су
в€прерцввн
втlвввх об
т. е . Pi@)lY

Еслп прI
еIодя?ся в

лtя
этоI
обцеш полоlевt!, !о lrgDт IeoTo
продставrеппя

а(О*",+р)= аП+",+ 0Ро,
0G'п),','пР)=**,rо!..-..,апrо;{0ё"П)*",,0@r'Р)|

11+,.,+4р= |,
ДOКДЗАltsШgШ. М юю чтоdш допаэать поIцуD iloply_ry,

дoo!атоlшо IЕсФоцlотьл сцrчв' lъ= 2 ,п уставоmь, Его ?(Q'P.)"
cOQ+QP". IýcTb ДеO(РirРr), Хо=dоru,Q,dОпlРаl дtrя црФ9-
юriьвопо 1еХ, полопх

p"ib = Й tiЙ, р2а, Д h з а t /с в d,Фтъ 0, /л" dоп Р" J,

Еоцlуцво уdQЕться, rпо поryчешil оп€Iвтор 2'Xo-YUttSJ
явля6!qя суdш6!Едi ; Й; Е=Хо. КЙ* Ь*, ""-1rеOР.
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?

rа:Х+Х : вепрIнЕпf, проектор, Q[Xl=X. , rо,!rоQеflР,
lД-ДrоQеOР". Targni о6[вэоr, достаточЕо показать, rПо оПё-

ратор Р. вецрIнвев в ryле.' 
irybi" а lX.' дл" 

"о*оРооо 
Za l Хо Фльтр S , пороцден-

чцfi спстe:юfi liнolecтB

{@*, Q n V- dоп P"tl 0 П(dоffi а ll У- ф"а 0 /l V) ,.Vс ,iE j,
,..-й; а . полЬ ъ п&-.а)* P,(.Q,A(Q)
l лм UeY :найдеu тавое Ие€ , что

Q [U+ 0rl dоп PrJ + Р" [|/ 0 dottc P"J - 1 [ V/9 U,

Есш теперъ а€ w :ф;'i ; ;r:;;;; уi; @;'[nV а-, Ооа

- Рl(r+ Ь)- Р2(l* П(z)< е@*l.rl+Р"1/1")-А(/l")
дIя B€BoToIrD( h,r|ъr.tr*rРrOV ", 

q,lедовате[ьао , 2[V/.
с (U rY'I? ( U - Yr. В _сп;ry кйзпвепрерцвшостч оп9эа9оцор. fl " Р"
огсцда слеryет, что П(,Е)tY ц Terr более П(Фl Г . Вто-
рая фрryла леmо цrтеlцЁт вз первоf, Е Teoperш Кутатоlqдзе
(оь [S,О]). Теорша довазава.
_ ДJr, ш)оп9воrlьного шlоIества ИС Х ввqдеш отобраrеппе

[у 0|), )(* |u{-Jп шсество ф(И)с Х(r\ //, определеlвце
спедrшщш равепствашп: f

[r{п)*= +':: ::Н :iri,
,t, (Иt= {ь i|r, ч), дп < 0, ае lv },

0чевцдво, что,fу(ПJ- шryхдлП поryс, а еGпх fy'- цryпщП
коryс в Х, то Jy (l/) - с.;уdшеfiшf, оператор.

СЛЦДСrgШ Z.З. Е сл п в о в у с чИr,,.,Кь "ах о -
дятся в обцеш подоIоЕх!, то ххе_
ет шеото продстаЕленце

ýy (Kt п . . . п К о) =tr бl), ", *ty, (К").

Допазателъст,во пощпrаэтся хз Tвopgllц 2.2, вем ЕоIоппть

Рi,lч(Щ) тw L= l,.,., п.

. ý3. IЬоагелъшfr.ffi;}жьшfi поrуо

a,е

i

В атq параrраф Еюдятоrl оспощце повяlпя все! раdош п

8I



доЕа,8ЕваD!оя щ)оо.!сfuе Е cвoficтBa.
Пусть Х - псевлотопоtrогЕtIосвое BoBToIEoe црооц)ацс!Ео,

N - щ)оlэводьвое ЕодЕо8осlво в Х с Й Bd l"|, оде

, g Р ={асХ паfiдется Фльтр,3/. Х, lrle €J,
figевт f,eX ваsЕвавтqЕ ваоатеЕьвш в шоtеоаву Д 

" 
,ооa

Е , вqш дпя .шdого Фмtр ,Я la спцествув! ,Е"tr"tэ ? |а ,

удовлеsвордщfi усtrошD: аавово бш ш бцло Vе ? , ".dптсяEoIecTBo Uc,t I tцctro с >О таЕIе, gдо(q+ё,V)rtИ*аsр
юся..rеUOИ l, tе (оr€) . Есш шпошево ЕослqдЕео Jrспоше,
то будеlr говорtпь, что фльтр 9 пqцшев ф;ьrру .Э уапошсrr
hеТ(И;Е), тте Т(l0;Ф - совоsI/Евость Ecfi в.rешоmов, паоа-
телъшiх к tl в топве б . rhrш словш, ввлDч€вIо 1"7(И;Е)
сцравqдJпво в !ох l тOJIъЕо Td сщпве, Еогда ддя всfiопо флы-
ре .ýta цяiдегсЕ Wмrт ?h , подЕпеппfr_порво(r огш
rш.шчейш. Оrредеш, таве шсf;есты Т*(|/;а) - раввошgIво
rасателDшцЕ в l| ъ тоще ё ал€шеЕтов. ИЬЙвг'#е Т"(И; е)
юпца п ToJ[bBo тогда, когда дtrя всщого &ta ЕяtNцФIЪавпе
|Jе,fr, п € >О , qю l)/?П+(O,eltrc И . 0sБщЕо, gо 0е
еТ*(И;Ф)сТ(И;d), а ослl Е_- шутршяп то,ва М , то
Т Х 

1 М ; Ь1 = ТбМj аУ Х . прп Еф с t И ло"м Т(П ; а) = Т*(Ц Е )-- ф.
Dс.ш шолество сqдеIштся в цропзведевЕl ЕсоццоаопологЕtlgсш
цюстравgrв, то црп ФIрдаЕоЕll Еасате[ЕвоIю алешевта шоЕо
требовать рввпопrеввост тольао по папоry*пФдъ поддросцвЕст-
ц. Ошреде;ппl, вшрreр, Eolqglвo Т4(И; F,Р) для шо8е-
стrв McXrY . **(lr,l).Т"(И;(а,g)) тоiй п тошпо тог-
да, еGпЕ для лшбш, ФЕльтров ata "-?lo f суrцествует
{п.тътр л l"Y , упошеtъорл@ условЕD: йвово бц ш бцпо

tJeoQ , iifiirrс, VBa g WeY п е >О tакпе, что

[z.llъ}r(у+t,0/? М + Ф

прп всех (ay)"Vxlr'/tlM tr_ |е(Orе) ._пл!ш атош Флеg говорптъ
о поryеrшriстl Флътра, 4 мре (Е,?) усuюыor (hilе
е Т" (И ; (Еr4),/. Оче*lпо

Тr ( И ; (а, !)). т !- (и ; (Ф !)). т (п ; (а,у)|
Злrечателъщл cBoficBBoM a,IE кояусов явЕяется ttx вщтLтость.
ТЮРЕИА3.I. MBorecTB аТ(И;б) gТYЦ,fr) яэ-

ляDтся ЕеЕустцшп вЕпувлцшп воЕу-
сашtr. Еслп прп aToll Х - тополо-

е

в2

,



гпчосвоо вовзорвое ЕростраЕство,
тоТ(Ц;а) - 88шкнутое хпоtество.

ДОШЗАIЕIIIСШ. Щустъ hr, /rrеТ*(Иа)h,,lrlвп, Е la
ДяФльrтв .jE=.$+Vh sаfrды Yе3 " €l)O тлG, чтоdв

Vпм*цq7п.И. уюм т€поръ Ue.3 g0<€<€| таковш, tITo

чrl/.|r(\е)hlсИ l tlr(4e)ltlcM, llo

cJ rl м * (4е ) h, * r о, О h 2 с' l0 Л V + (Q е) /ъ" с t"|,

таш образоlr,hеТt(ЦllЕ, кроше того, ЕgгпrдЕо заметtrтъ,
чо.lТ*(/'l; а)сТYll;Е)д.пя щбою "Z > О

предцоlrош r.о"рi,' ; ; Ъ-, i ;; 7С Пi Ц h= /" / ha, Е t ta.
IlдЦдцrr ? t*,, пqгIшЕецЕцf,_ ф.цьтру oЕ7 услоша,r .{цсТ(И; б),
п полошr, ,Е;,Zr+V91?-Ч*!ч uе флътр '9 tп. Е
подtпп€в,Я. условпеш /7rа Т(М;фО . TaBof, qшлътр-Рr-сщест-
вует, посшЙg<у Э2l4 Х . Покдепr, что 9 подgЙев фвльт-
пIJДlycJtolпeln hеТ(Ца), х аг!ш будет уставошепа сцраэqд-
.пюdтъ ЕrшчеЕпя Т(И; fr)tТ(Ц аk VЦаh спJIу прохвволыlостш

tr,,7,еТ(Цd ч Q ti . фошруеш ЕIюЕзволъ"Ц шещеsт_ И
Еiiът,еа9 , п ryсть И+VасИдш вешотщ Vtэ\!.Vа€Z.
Talt как -fi поrтчшев сшдьЙ ,€. !воэпыNtrаТ(ПjёJ ваПЙт-
ся U2e,fr2 п €" > О , ди rогора Ецпоппено соотвопеЕпе

(q*t,V) rt t"l + Ф

EIш всех аеU2Оl4,tе(qф. Иs опродшеlшя Фптьзрв Gд вцддо,
что Uj+(Qrё),t'. а, д,lя подrqдяшDr WrVi.Z,Ц2,Еl п
€|>0. Вqсполъзушя, вавопец, цолщеЕЕостю 9l'Фшпътту €z
услош€ш hlеТЦЕ)п ваf,деш таmе Це€l п €t>'O , ,Е,ю

аZТ|Лйl n-'ii *. фТ;ldro,ql.-л---,' ц=ф п uj,
€=tt,ti*+[errcr,e'J, пryсть acUrlИ пtе(Qе) . Тогда
g+dфеl|lй-iевЬорго OreVi , Е посвоlllýr gp+doleU2,
BeIBo так8е_ д цJDчеЕп е а rЙ фrtаЦ.И лр оооtветсгцlшlФ, цl-
бор *е Va . Но, с дуrюf, стоIюЕц, ,х+tОt+ttае,П+V,t, -"-
доватеЙво, (,z+ё0/?И* / ,_tхпо п о8шачавт подwевность Р
Флътру ,fr,) . мл4=О " 9lл подЕхц€п фшьтw€ условшвr
lет(ИаJ, то t'9 Фдет iодчlшеш тоry te сапоry Фльтту
услошаi irt еТР|; 61. отспцв слqдrет, что ZТ(И;i.L7Г/|;ikрч
1-> О ; ЕIслчеЕпв 0СТ(il; Е)очевлцдо. Тшmr обвез*, Т(Цft)-
пryклШ воryс х ооталось доваsать ою ваmýrгостъ в cJýrtвe,
погда rY - тоцФ[о!tтеGпоо вепЕоIпое щ)острапство'Доцустш, gо h- цредедБшая -о" Й*."*"" |(//;Е) п
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И - цlопэвопDшая о!вIцтая oшIвolвooтb mоf, тоw. TorTa ваf,-
двтса fi,oe T(l|; а), жЬдяцвя " 

t/ поеспе с вшотороП сюеf,
окIЕстностъD Ц . Ео дrя пqдходще' окрос!востп V тоw, Е
l поJD(оддlего Bc,Ig 6>О будеlд паеть(аlt00||4аdа)OИ#0
щ)Е всех а,сVпtе(аd, т.е.hеТ(Ца). Теороlа доввttаца.

шшшOшtrlиЕ3.2. Еслп k? - вшпуклое под-
lrBoiecTBor{ l,ilеИ, то пшоDт место
сдвдуDцпе вклDчеЕlя:

Fda (П) с т(ц а)с ctFda И),
tлеFdъИ)- воЕус допустпмцх нап-
равленпfi в И s точке € , 

^

FdE(И) = {й,с)( :J€ >о2 Е +fО,еJ/ъс П/,

докАзАтЕпютtsо. IIу_сть l,еFdаИ)rd'[О,СJ,lсИ п € 15.

рtя которою вшпоппево €'(a,t4+lcU . Толдаr €Glttr tе(qС),
GV/IM пl|=€-t , то

м - (h /!с + t' (Е * с L)= а,, d| (б, z *е, А,)е, а+ t/,

т.е.(.z+dU)ЛNl*Ф r 8 ?го п озЕвtIдет, qоЧ подшев €
усповпФl fuеТ(И; а). l, _

прqддоrолшl теперi,_ оо /ъсТ(И;Е), " нФдеш фшътр ?/ь,
подчrцеlппfr wлътту [,f,] |а sтцr, ус,Iовпем. Torцa д.пя .шбоrю '-
VcY с,щвсгЕует ё" > О тавое, что мЕоiество

Uп={ДеУ: Е+t"iе И прй некогорФ,r te(aey)}
Ее цусто. Сrстша MHoieoTB {Ur'Ycg1 обрзует базпс iРльлра,'
а цоропцевrцлt бD Фльтр сходптGя к алешеЕtт {. . Остшось за-
шетtrть, чrо Urc F/о(Q,

ПРЦЦlIОfrШIiЕ3.З.*Пу ст ъ прп i=f,Z Е ш е е ш :

Х;- псевдотопологичесеое вевтор-
ное простраЕство, Иi - п?оп9воль-
ВОе его подшвоrесво пб;ёеtИ. тог-
да

Т(Щх И6(El,fr"i=Tft|;E)xT (И2; Е),
доIOзАтЕ,IIсltsо. Еt ште *" ( l t, i)e T?"|t t Ме ; (d 

" 
fta))

IвЕrоош.лыrо Totry, то д.llя лоdюr {шльтров 3, la, l&tа.нgП-

Ё,"iff ";H"g,Jh,(Ё,{;br;,ffiZ,,ёo,,3:i":i!Ж,Zi
t]4

ъ

a

с



авшвалеЕЕо пqдшоЕостп Чi ФIIfiру €а успошеш hс.Т(Ие;а)
прп i= />2 . Элш сшщ дФазаво цlобуеюо IBEeBclBo.t Раооlютlш уторФlочопвое псеqцоаопоtrоггrоское веЕЕорвое

фосrрапство У п опредеш EorecтBo Y-воратеП в lgolecтEy
Мс Х в юtве .- слощl рqвевстЕош:

N у Иi а j = $, 7 i fo;, i 2= 
j4. x(x,r), д /L< о, l € т(ц, ф},

ес.ш.Ес cltl ,l ily(l,|;ab/, есл! аёс/П. очещво, что
Ny (ЦЛJ- шryплt воryс, ваlщпfr в к)попогпх погочещоt
с[qдлюсtп. }lB цвллсmя 3.2 слеry€т, tпo есл И- шryвтое
rвolectвoBileИ,To

N, (М;а)=[Ае X(x,y) ,Дq,< Aa,,z,e t?} ,

ПеDей* в оцрqдеrщш очОдФтеццалов. Фстъ F'X -
-fU{+ю}u[*J- цропэц}лЕое оМроаФтго, t по!оцI, ва8
обшо, , ry р- [(а,у)еХ xY: tr(d= {l .

фdддФоршрадоr oп6llalo1B F в тов,в € rэ шшвпо doro F
вапваэrся слсдrшре шщостю.,

0 F (а) = Ii.| i (x,i), а - tr). Ny (Ф Е (а, Г@Ц,
rцe Ir - тоццествепшй операrор "" У . Полщ

тr, * ( А) = [ А. Y, dl-, Ь.т (?; е, ба, F@)Л
Товая йЙsя граЕщв (еслп ова с,уцооtryет) шЕсоства П,rd")
ЕаЭЕВаGТОя ОбОdцепоfi проrэвqдво! Е в то.ве f по ЕлrIЕшеЕlD
h_l, фовв'л.еrо "й* Ё'rФ/r. иш У -К*во"rр"r"ооl 1F(d+Ф , то, Еав сЕqryф Iз тоорш 3.I, опервюр F'(a),

/,-fu{+"о}мяегся суdшеflmrr. Прп эсш' 
d*o FTO=ft,eX , 7Ъ,а ft)* d}

l

t ОF(Q=ИсХ(Х,y), Дlь<1,hетr,аft)J=аF"(а),
ШЦШlШIШПВ 3.4. В с л т F'{-YU{,oJ-_ в Е ц Ir Е _

дцi оператор lfredqtt.F, !о aFбil.b"-{L палает о суdдпФФероЕцIаtоI F в
точ&е.Е в сшцсле Ешпувtого ава-
лlэа, т.о.

р 1il= а" х(х,y),А,п -Аа< пz - Fё, -Х}-
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Доказательство Еопосрдствовво эЕтgвавт вз предлшепtпя 3.2.
IIРШIJIOПШ|ИЕ3.5. Пр едпо ло;пм, чт о о т о -браrевпе F:X*Yce прерцвво х стро-

го дпфференцпруешо по наFраЕл€-
нпя}l в точке.ЯеХ в следуDцеш оriц-
сле. Существует Еопрершвншf, лш-
неfiншil опGратор,4 сsХ вУп oTod-
рат е пlеR,Х.r(Qlаэ)+yт_акл е, чt oR(qhrфl
tY дая ъсех.Е|5 п /ъеХ п чшеет шос-то продставrецпе

F(а + t/) = tr(d + t Д /ъt R (,r, l, t),
тогда?F7а1=1r41.

ДOКАЗАТППЮlШ. Строгая ддферешцrушость по наЕравJ[еЕпяi,l
озпаtвет, qсо мр ([ft.J, l h + R(а, h,7))юrч-цв8 паре Фльт-
рg (8, F(E) л,У) ч с,16"о* (h., А Dе Т( еР i Б (а, F@hм лМо-
тю (!пльтва Ulвr..яl . Кроле тогiо, очевццно, tпо подщевцостъ
парr (а,F(G)А'{)" (8, F(a)) вцпФIuяЕвоя шJц не шIпоJвяет-
ся о,цtЪврмевво. iакй обIвзФ|, ДhеТрrа(/ъ)l"Х п еслЕ
ДrеOГбф, то Дl=Д. Г

' 
ШШШОr.FIlИЕ З.6. П у с т ь п р п L=|-"fu п м е е м :

Хi- псевдотопологпческое вектор-ное простравство, Yi - упорядочен-
ное псеЕдотопологпческое вектор-
н о е п р о с т р а Е с т в о, Ft,Хi-YiU{'4"ft;еЙrtF;,
О пр е д ел пм о т о б р а8 е нпеIППХ;--ПYсu{rпJ
соотношеЕЕем

F/ai, . . ., пn у {(F, 
(а ). .., tro @ф 

" 
п g 4 ;е dtl Fy, i- l., tt,

L +ао, ЪслпJi:.z;ёd,,Оrпtri.

Е

Тоrда
О г(с.' . . ., бо)=ОF, (Еr),... rOгпlао)

ДOКАЗАТПIlЮТЮ. 3аметим, что еq,Iд 6:lJ|il РYl-П(f;Хf;),
d(*ь. . . rС ь и r.. ., { о )=(!:l ;У), .,..1а", У* ) ) - п?pegтalroвna ко-
орддндт в пропэведенй Fii"r {Yi, то q(ФiF)=пepiF;. Ло
тФед.попепrю 3.З- 

т (а (? i F ), е [а,,,,,, fr о, Е (Е, ), ",, Fo Fп) = |T(?i б ; @, tr(qi)

,

J

R остаJIосъ пршrбеппть оцрqделеЕхе субдиФеревt${аJtа.

вб



пРвшожtrlип3.?. Для всяапtИ.Х ш €еХ
XMeDT rieCTO СЛеДУDЦЕе аКЕЕВаЛOВ-
тнше соотпошевlя:

Otr(M; а)= Nч (М; il;
t; (м)(а) = fr lтбм;е)),

домзАтпIlв]ltso. Iiслх за!dетшть, no ?ёtrrМЬМ,Y', "IIDIшешIть цIЕдло8енпо 3.3, то поJччцll

Т(чi tr{Ш;la,o))=T(l,|; Фх Y!
0тсцда без цlулв вштекапг требуеше соотвошенЕя.

ýЦ. Оорrулш субдфферtrцшровашпя
спшцх отоб1вlеlшf,

Jhя того чтобш рзвштъ рбочшй аrшафт сублдФерrцrрва-
Ехя, очеЕцдIо uеобхолдю -,Еепхть определечвцf, пласс поглацвrD(
отоdршешfi, доцrскащш яшtое нахоц,цеше аппроltсшцдfi. В
aTor паргдвф вволЕтёя шасс реIулщlttц oTodpareBrt, содеt!а-
пцfi, в частвосш, все ловалъшоrдlшцшцеЕ[r отобраrФrrя, п дпя
атого шасса вrЕоллIся осношше ФрryJIц суdдрФорппалъвого
хсtпслешпя.

Пустъ d - Ес€цдог(шOIогп|Iоское цросцЕпсгво, а У, trаl
п ранцпе, упорядоченяое пс€цдо1rопологпrrвское шпк)рlое Ероег-
равство. Фгобршеlпе F: Q-YUP"of вааrвает.}я поryх€шрпrпlDr
снrsу (свещr) в тсlтtв Ееfuttt,F, еGш ддя .шбопо filrьзра
,Et7 0 ваfiдется Taltofi флъrр Игrа.t Y ,.у9 Г(S) Elo-
ршрrется (!шьтрпl, порqденпш dаэпЬш /V+Y':VgT,/ (соот-
ветстэевно lY-Yt, Vc {) , т.е. Frc):у. /'(соотэетсr.вешrо
F@)<У-Y'). ЕФп F пйвепреIrrвrо сппsу l сЕерry в ю!це
а , то оно пеЕIврIшо в aTofi точIсе Е сшу вошIlвостп вощr-
са Y*.

Пуоть теперь Х - псеqдоmпоютrчеовов Е€вюрое пDостIЕп-
ство Е f:| rfЦ{+-/. llолошr

Т!r(/ъ)= {lcf , (/9,1bT" klol F;(E, F(d))},
ОпjЙ."о" F нацвавтся lсвsзrреtудярцо, в Totвe ае/Эrпб
есл, вrrполненц спедrшЕе услошя:

а) шя каццою E;i " Й;rw", isn/Tp,a(/o) " Yut,-J
п суФrшrеlhплП оператор tr|а)'Х-Ytl{+фпвпрщп Е ryле на

в?

Ё

ъ



шоIос!ве dаiъF'(а) (сш. Teopelg 2.2);
6) для Ещою heX wq leclo вЕIDч€ЕIо

тr,6 (h) . сlт;,о(i).
Есш rрш вюю вtпlоlпэво усfовпе

в) F вепрсрщво Е ,оае € ва хвщо!во dопП l.a. F(G).
= F(fr rldptп FIмуYмя пбою & 15 Х,
то отоdраrешеf -назшвается 

реIулярЕцм в ToTte .i .
В далъвеfuq lсЕо[ъryоt€я. GIqдrшря соцlщ€щая 8аIпсъ:

а F6z, t, h) = t-l[F (,z*ё l) - г(а) ] .

ПРЦЩlt0Шil,IЕ 4.I. Е с л п о т о б ра8 о sа е F:X*
ч-YUF-}rол!rвопрерввво сЕ!sу в точ-

D

Ее

2' для Есявого
в о г о , ч т о F(G)lр751 ,

фrльrр alY ,l довл

вввIвалgЕтЕв уоловrя:
1h);

фlлъtра JЕt61
суцестЕует

етЕоряпцпt

а, то
I ) teTio

та-

Gоот-
вошевID

АF(а,%il< Ь+ &-Y+,
ДOкдздтв[юТю. I)+2). Усдовrе 2) шшдовтво тщr. чrо
ддя шdою {лшiьлр,Еl1rF(G)tгrа , ваftе!ся Фц.,tъ!р, пqдЕ-
1Щ пgлtе(Z,F(а)) lrсllовtrош'БеQаh) . Но oc.m._Bolвo
I), ю.послQЕбс шпошяется цо оцIЕдалеЬ-воryса T'*67;F;
(б,F(аD.' zrЭD. Ршшотlmr Флъ!рш ,2l5 _l Urra !, Еольryась
ЕоryъсЕIрIЕшоglъD оцsу оМршсшя F в точЁ6-f , ваадоr-жж"ж,trйriI,п!r{!
дr" "оо-Ь Це3lt-{', оdoп, 3l=.3лF-U,r1. тогла
а'td@t tгrd ._ч, _чjЧ9ввтелБво, сЕес!вуег фмtр бQ,
пqдщшfi йр (trr(al) усrовпGll I). 0стшосЕ поЕаэать,
tгo atoт te ФБтр пqцоIЕт п. дд8 псхоЕоf, ву (g,а) . Wстъ
W_a. црФ_вDщIво, а l{ЬЭЪ е >о удошетmI}Dт шIDчщ
iFIrIlP,Zl,hkl*V-y* iлп, то -," саrcе,

{.r*t/ъJr(F(d+tvtl ФiF*ф (I)

лrя воц а€Цl it"rl,bl. попбопап ИеЭ , NeU rы,,-члвЕ, 
l,|5F''[N-Y'JПМ . м- 

"*Ьр" 
(а,уlеМхNПРiF"

F(qе1 , ю аеllry> Frc) !, сtпшо ФTi, а,еИ ' . сдqдова_

в8

q

,



a

тельно, цIполнево (I) п, теш более,

{п+LhJtQ+еOп Eo,F *ё,
а а!о по опрqдепеЕпо Jo"i""r, чrо €- ТёаdL).

ФIЕШСТtr|Е 4.2. Прелпод ot!x, л чт о .cyI е -
в I € о т о б ра8 е sп я F:X-YU{r-}a а daт?.F
непрершвво. Тогда

ТЁо(h)=Т:F,е (h),
Еслп, кроше того, F ввазIрегуляр-
но в точве € , то

0гр)=-D(F) (а).
ДОКАЗДТВПЮltsО. Доryстrпr, *о t.T:Ea(/r),a/6 п бшльтр

Ир V Ю-"ООРЯеТ СООГВОЦlОНf, D

д(r)(Q,t/)<а,Yr,
тле ,2r-3,7l.. м- UеД , то дlя векотоFо( Vcft ,6 >о
пaеот шэсто шлOчевIе

д|- il |i'rz, dh, ре)./11 , u-v!
! та8 rаП дF tV Р,е),' - l"]"i'iilii,: iцо i,, iad, hJ,
в сЕ.ry щюlзвоJlьпосм UeQ подуtlа€l,

лF(а,Х,,h).А-Y!
йпr дшавано, тк, Т!, оft)'ТЁ,аСh) , оdlвлвое вплIяенпs
усташавпхва€тся апшогriчцо. отсцдв бев цlуда ввтека,Ег вsорая
часrь trтвоIцдещя, т8 влс субдфеIвЕщал кваэЕреIулщшоDо
опоIвтора оцределяется воtцrоош Tib (Фi tr, (а, tr(а).

Ilустъ У - К_про"тI}аgс,Iво, li-гщвш поrýпеЕное слqдст-
ше ддя Е[tlпGпеtlЕя суdдфереrпщша oпellaтolla to=- 

^€rr: 
- !vo,

ча ,ёп - каsоЕ[чесапf, опеIвтор ýтетеладве . Пtав, Jo: .|ЪУ 
"ln' (Yir...,t)- ?tn. . .^ {n . М (Fr,...,rо);Y4шоеш

)to Q) = D( cn,, Iy 
") 

(F) = - 0 1ei [!).- Ivo)=

= -?со ( {h- I у о = Рr,. . ., *n }. Д ( W",ý. 7l |-Р. k
=. ( 

. t,_) 
r. -. 

у 
( {у l } = {r* ь. . ._, d-)e 1 ( 0Ц, Fftrp=фn..n {J,

че д(YJ=[a-. L(Y,Y), 0< а< I, J - IЕо[всгво всеr r{fльЕпплхЕа-
юров.

ТЕOРаЦ4.3. ПустьХ - псеЕдотоцоло-
в9
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гrчGовоо ввI!овЕос прос!р8вс!во,
Y- ЕосЕдоrопоtогtчсоtос К-про-

о ! D е в о,, Е о а Flr.,.rFr:|+YU{."-J- о l о d р а -
tсЕtя, Ео!увспDсрцDввс cBr8y х
вЕеэlрегуtярЕцс в tочвс.Е l EpI-
чеI вову cudmFi(E|,...,do?aF;@" ахолiт -
оя в o6!GI поtоtсlIl . Тогдв

а(Q *...* F*)(a)c ilFr(ё)+...+ )F,l(a).

a

ДOкrздтшюШ. Ес оrтеЕЕая odщoctt, цIt лЕоtrш, tп.о
lL=2 l r_}оIщ f=Fa+F". Щсtъ ЁieT!, o(il, i=/r1,

Ж: 1=#!{{ ?н ё; t {,:'f!,ei Е#';
во!с!всцво Е эlо.сЕ!g tr, te. Тш вц Р1 l F2 g9.ryв.ЕDо-
Fш сшзl в [.otвc.Z ; суцсс!вутс тспо @цп V't{, lqtr= . !поu '{е E@J.?ry*, Б(а)<{"Y!
Вворое Iв этЕ с'оощшсшй вIочо, сЕIэвсILпDость оцсцI

П (fr) = Е(а /l lаfu F)< F(d, r, @)< ?/- У! y :
а, гппlllDая сцс I паIвос соOlвФшlс, Еоryчвш

У,< (у'* y! а (у- {"- y t ly, .

lвадотпчпо дФаsЕас?ся, -о {,la_ . Цеfog, лаtсс, ФtъгIrr
d,lъ, " ёrlь , 9qдч9*ф,{Ц (ЦOt (a,QQ_o**

$СtЪgшО УСЛОВПШ Qe I|),6(tЪ/ l Кr. ЦrёЦ;*Ж ПrЪТ
4l4 +62-, Еап Есцхпtsо 8що|!tть, пqгпвев E.лрts (ift,ч]rсЕовпсш
lr'/"}Т:,а(l)g Е шry прqдлолэпя 3.I:

. * п*"п!i,;Fч(!БТ' л!tý!i: {3 ;q, fi. е х
l *,;eT!r,5(t), i,lr2 , а Е сrщr вйвrрgтлярво* Е 1hl в lotвo .а эfо tc BoItaEcEcTю сцравqпrю l лм юв. йеХ
!|еТ1rQ, !|4е . 0всцда сf,O,це!, чtо Ae0(6rob6:&))
г фtалоdъ прlriштъ !сореry 2.2. Teopala доЕаваЕа.

Зайlыся вЕgпG[еЕtil субдФеротцталов стп€Dшоsщf, болое
общего эща GoF , где F;,(--Yu{+.o1,0,Y*Zutr*J,Z-
0ще qдшо утоIцдочепвое цсещогопо]цогЕческое вокторвое щюст_
IEscTBo.

I
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4

ТЮРЦА4.4. ПУilrъ вЕпоtвсвп yoto_
Blr:

I ) or0-6pareBrc F lэIрсрЕэЕо в
!очlзсftвdlп.Fi

2' оtобDаrсцIс С эоэваоr8с!_,
по!уЕ9'чвсDЕЕво оЕtэу Е !очв в feF(a)l dtаn e=Y;-;iБiеiitаПIлs Ессх ltg,IeY ýlp,

"о 

j_"-Д4 G Q, t, Ь9= t- и({*/l Тс (у, t*11

alEX . суцоошутп rБIш аrtцг(iФ<,а, l €al1, ,
удоЕrо!воDщо ооолвош€Еrш

л F(g,4 h). | * Qr- Yi
-а G(y*ar, Тil. €+,Е"-/!

Дя Щоцовашор U" е ý. пбоlш tво UlВ.26FtUh
сU, l€>@.чго-' 

аF[UrЬ,dr{|r]ПdаftъFJсl,ц-Y: ]

ьс [i+ Ur, (0,€), 11. t * Ur- Z!
Torпa цг юв, Ie U l tВ(4d dуда шtъ:

л 0: F b,t, h)= l- l IG ( F (2h i д;, F(а, ь h)- G, F@I а
в t4{e [rrа+t(|о t/l-y+lJ4,F@)}c 7,t{e [F@) +

+t&*UлJ-O,F(,сI-Z+сдG(F(,п),tl)rьвс(г(а),1,1rа).-1:
0rщпд

iЙ tu, ro 4 x I h J n dottt д C . Fk |+ ur* a p C [F(g#, l, ul - z !
п, оlrоэвапв #'r.3.+Ь рh(F(фТl*а), """r-BG"F(g,t h}l*эr,31
Флсцда, цшвrшая црФtлоDrс 4.I, вщшв{ , *о l.GF,80).

GIЕЦGI,IПЕ4.5; Пуоtъ У I g, цоёвЪбто-
пологIчооаtс К-проо_!равслва, F
всгулявЕо Е rочв oEedatn$G эоsра-
стаоr r'удовле!Еоряст усл.овrDлrпцrцв Е !отвсЛ=F(,ft). Волt, ipo-
Io ,оао, вЕЕоIвево одво Iэ сло-

t
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,

ý
дуDцпI предполоtевЕf,:а) отобра8е r-це G"q) (О)-непре-
рflвно;6) _оrе!rевт Fo(a)/t,eTo,.&) 4Iя всf,-
вого /ъеХ текого, что Тг,а(h)*d,
то пмеет }teoTo форшула

-^:ж?ж d"*i".? ;шество т:^ (t )
яшяегся_решеткоfi. В сллоr дЙ", .*u tr,IreTL(/) .;';4l " ý.- Цмtщ, подqпнФlвче этпif, iйвf,ffi папе (аrV),
оцi al_a- о 

- 
Иrr-,, то фльтр fi,, порюrlдешd бавпсш

{th a t^; Q. И,' lЭ И } : И. d r, Ve. 4 J, qходдгсЕ,* шj-
uсвту frrлf. п пQлшев_юl te парс (йцьтров ycJtoвпeм lQ)а€
€Tlnibt: Впlшчеlпе |rvt"еТг,а(l) сrлaшrолыо (ваr ово
п tiё потреФется). Odоgпвчпл бупвоf, d rпroBecTBo воех аоtпlп

S = {Ь л... л I;, lr.TF,a (h), i= |,..., п; i.NJ.
Тотtrа rю прOдцryцеf, теор€ilе, уwшвая Еепрершшость опоратоIв
G'а), д,пя всех Ёеý поцччаешО 

(G" fl"(а)h<с'Q)l , *с,!.
По J - Ешяя поryIвшеткд, " Q@ p)neoр1Bшлro t, спе-
довательво,^-tfЙ-rrrr0)/*nO,Q)IBJ=OTrXro1,1i,o0=0(/J,FtaЛ,

Такш обрвэоr,

(G, F)'(a)lb< е{Р" F(d/t, h сХ,
Есп вllпоlшево d), то Е!о неIвэеЕство цпопцепо очевцдплr о6-
IBBoN. l ооталось оосЕвться в8 leoper(r Кутателадзе.

Зl}rЕТIАНИЕ 4.6. mJп усrоше 6) вшолвево тоrIъво л,Iя вааою-
ю hoeX , то хшеет uосто веIЕэеЕство

(с" П"(а)/L, < сО q). F,(a)/r"
ФIЦШСlВ{В 4.7. П у с т ь о т о б р а а е Е п я Flr,.,rFa'X-

-Yttlr-lрgгулярвн в точЕеЕаХ . Еслп
в Ь i у' чdаоГ;6аtr..,dоr?lF;@ц а х о д я т с я в
обцеш полоtевпп, то t{McDT шесто
форшулн

92
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a

1
0 (6v...v F)(б)с U 10(a,"tr'la)+...*flfuFi@))J,

(аlп...,ап)еГ(fr)

01rr",..л f,)(fr)с U {O(at "аrаУ...+ilа;Fildl,
(dl,...,a)ёA(a)

где оdъед!воЕIя dерутся Ео од6-
дуDщхш Iвоtоот_ваш:--ir"l=iчi-ьлlуllF.Fr|lr,,f 

q,Fra,),l,p{5rarly,t"o},

А(Ф-Р,,,..,ц*ЪА!(Y)",Ё9=\,iз"Qrо=4{5{а1,1=l..,,оj,

доIбзАтts[юgю. D;-Ьoo*."bi ф : |- Ya u {* -1
ф:а,_[ GrО, ",tro(a)) , .т *.!ra"nr7,

[ *.. , есш а,ё .Пrd,аtъ F1 ,

no Е".,, VF;ео"Ф;Qа,...l Fo= ln О q, Е в сщr сЕqдотщя
4.4

о с*. р) (",. *. l, {* -! 
@, Фrd, ilаф @)ЕУr?ý;78)

Тепеlь Ещо утвоIцдевхg G[qдrе! lэ яЕвопо ш,ца с,убд!ФорЕIЕа_
лоэ 0€о(Ф@D п 06п(Ф@)) п lз твореш 4.з.

В свявц с усtrошш 6) пэ слqдстзшя 4.5 Еводош Фqшlшре
опрqделеше. Oтоdрвrеше F:,Z*YlI+ooJ пвэшавiоя цIвЕш[Евш
по-"аоравоош i-bX , ееп! маоТr.rй)=Ф , лаЪГ'(а)lо
еТр,а(i.). Кав бшо цшаэаво Ещо, FTa)h=Pl t*aToa r!r)
ддя всвого шавцр€цtrдя1вою в TotIBo.Z оtобрrешя F . Сае-
довательЕо, ослх в [ шпошево уGIоще (А) (в Y пшошяется
уGЕоше (Д) в тош l ц)льво в тф сryчае, есI[f (о) +холщlвсв
в ryл Флlп1rr оIqдя!оЕ в ryш Е повц[о!оЕоf,оfiЕ ЕpооrlЕвgгэа
У ), то пщдй tGЕаsпреryлярщm ФeIBTop цраш.rоЕ по Ещраэ_

дешfl. В частвослв, еcш в К-пвосrтщствв оdlввов вlIЕопЕя-
егсЕ условше (А), то пDашrъшдi по ваЕtввrоЕш вляесся .trое
лопалыtо:пхIlшЕщево шп кошmшвфшппщево опофвrше, Jцов-
летворщее пекогоIцry доцоппптепъвоry услошD.

ПlЦЦДШИВ 4,S. Пу с т ъ Ев п i.l,..,,lt от о d р а -
ае пп яFr:|*|u{*-J пЕа з lр е гулярнц в
т о ч к eEe|rf=|;...xfn, пF:Х*-YчРь}оп р е -
деляDтся так:
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F : а_*IrПаt.. .,Fo(a))re с л l -. i.aoro а,Г:'С+1 *- ,осд " rаДlо*-гl 
.

Тогда
aip.P el (х,y), рzrl"ДеOЕ(4 i=/,. ..,to} ,

,

D

ДOМЗДШ[ЕСllQ. ý,лачлq!tппп рgссуцдешш по&а,8Iв8атся,
tгo осщ t;.т!.о(h), ::_/,,.,., fu , *(lr,.. 

" 
irЬ€а(Ц

П, GrqДОВ8ТеЕЪВО; ДвD|-(СJЫОТеТ СЩ}аВqДIlЕОО!Ь ЕеIЕЭВЕС!Ва

\Q:_(Цr.,Ь*lЙ bi ireTi,e(fi), L= |s,.,) п ., это ов-
EBl]BoT, lпо

Ае 0[F,"(а),. . .,Fi@l={0,,. . .,До}Дi,OЕrа);=|",п}э
а аю п цlебоваrооь доЕаэаrБ.

Прsшоrошr, чrо / - упоМотешое топоrогl]чосвоg вовтор
lоg цюсцввсаю, И - рашост€Еевво воцроIвЕво€ шщвg!во llo-
tоЕrаtъЕц фушсщовалов ". У , отqбршеше F',П*Yt/{*-|
воцIЕрцшо в тФIвG Е . ООовЬщl, [*(а} црооцЕвотЕо_ 7&,'оваОп.ошое воlшt.оуЕрelryr!в+ Р=фrFо" r гдG Гц- =[п}.Ц
а [ИJrХ* t-(П)олрдемеtоя форryrо!

[йJ : а+ [(у, alln"* .

ШЩ[ЛШIЯПЕ4.9. ЦрI Ецполв oB!i прlв0 -
дзЕЕцI Евш€ пЭаддо,tевri lIeeT
Iэоrо

Т:*, а( h) э { tПJ I; | ?,Тi " 
P^l

докдцrвшс-:йо., ýозь ,El5lF(dtF@.+ 2f - Ф.Бт ов-
Iвctвoolol ryIя в }z . Тоглв iM heT!.o1il м

А F@,цh)< t - ?tr Y!
а еIадоЕаIеlЕво, ,BoIEo в соотвФФlо

IйJ "дгв,r, h)< tп]I +tп]?{, t-@): ,
lчр::_щ,?т*, тю [ИJодР=6F* " IИJ (Фl., Еоцпш
[ЙlЬеl*а(Ц , чпо I трбовалось уg!аЕоmь. .J

СЛЦЦе[ШЕ4.I0. Еслп вЕпевевв Есо ус-
.trовI8 Iредлоt9вlя 4.9 g,I BpoIe
тоrо, F *эазlрсгулярlо r праЕхrЕ-
Ео Ео вавраэлоЕtЕI в тотво5,!!о

и



l,

4

аф Р) . r.Нл{r*@rа Gе 
" 
[aJ. F О(б) 

.

ДОКrЗАtВЕЮm. В сшry цF,ЕlъЕосп F I по црqшЕýЕаry
прsдlсвш лы Ffi{a)<[п]"F"(аh осlае!ся цtrIФlrЕ
олqдшцо 4.5.

.ПрФi tlоз дшаэшеf,юlва €ще лDа слqшЕЕ рsуrьтаlа.
ОtМршшо ý : |.--|u {o-rl вавшаэтоя w(ЕDФорЕIlпrеппr.

Е lotвo й рвщшлво Еа ЕоIвgrва lr|cY , вq[! л!л.щбого
Vмр?|а вЩеtса ФБtр alZ, тшоf,, чво

uд 
G (/, t 0. 0'0PtИI+ r7 - Z :

tЮРША4.II. Пусть У "Z - пс9вдоrоЕо-
,огпчосвпо К-п рос!равст 9а I вЕ-
ЕоIЕовц оtодуDцlо

т ) просrравство у
у

лоово;
Z| отобDaIо l,aF:X*Y rG'Y*Zoxtrпп-

цовц Е ЕраЕltьЕц цо вапр8влопIяI
в точЕаI d,еХ lt=F(ё) ооотвеrстЕеЕ-

одовII:
лоВальЕо-!о-

во;
3) д!8 ллdо"оhвХ отобра8

сублrФФеDэЕцlруоIо в точвовоIбвпо Еа оогIовт с [-Frф(/о),

oBle Q0 раЕ-
F,(а) hJ,

€

Тогде tIoD, rосЕ9 сдодуDцIв I)8э-
- 

r ё . Еr7й h 2 иф IeЪ rф Е, l i F ЁЪrа r- Ц F,(a) lJ, fi" Х ;
\G,Ь)@,tё 

"ор 
{ас(!)" aF@I ,

tШРШl 4.I2. IIуот ъ.Х l Xt - псовдо!о-
ЕоtотlчоовIо веЕtорЕце проотрав-
ства, У - Есевдо!оЕологlтосаоо
|(-пвоо rрав от Е о, Р:|*fц{+в}- о т о d -

рааевlо, цолуЕ9црорцвЕое свl8у в
точв е6'8:Хr*Х - 1еlр врцвпцfi аффпв -
lBl опЪратор lfr=Вбl . Тогдв

Т.r,*,(h),Т;, (В|"), h,Х,
гдо ё _ лlво!пнf, опоратор, ассо-
цIrроваввчi с 8

Еслr. EBoIe "ого,F квdэlрегу-
s

ъ



лярпо, т о a(F.!)(a)c Э[F"(а)"6l.
}

D

о

ý5. ПеоOхощце уGtrоЕя акстр€пlý7Е

В этш парацраф хц цш[епп, пощпеЕцце в первоf, гшэе
фрryщ субддфФершвровавпя ддrI нахщдеЕЕя веобхоллпв усло-
d овtшльвосrп в rЕогщеЕев[Е эвсц)ешалЕпIDr эqдач8 с EEBII-

ryкЕпш х вsглqдша цешш l огIвшtIеЕхлlЕ.
Пусть Х п Xt - псЕццоЕопологп.Iесtqе вевтоI}Еце црстрав-

ства, f l Z - yпoll@otreвHцe цсецдотопологш'Iqсше EeBToIfue
пD99чgят.Еа, И - пqпвшеотво Х, F' Х * Y! t -} ;G :f-/ ц {+ ф
п H,X-XI- цевогорrc oTмpreBri. Слsryя [Sl, уrорщочшй
sабов (МrQrНrF) будап вавшать вqдачеf, вевюlвоt оtt!цrцзв-
щ п 8аIпсцвать спlЕопElIесап:

ае l,|, а@)G 0). 1', Н (а) =о, .F(п!_- i4, . . rpl
lrЕщество Ц = У п [а, " 

| : Q @ ) Р О) ё Z +, -{OIJ 
П {аъ Х, ll(Ф oJ 

"u"_вается доryстпrдш, F- цедш, lr|rG " /- ограшsешлп задачI.
хzшевт frBU ваашавтса (лшалъпr"l) цделЕвцх опЕпryшош

(опгпryчш по IIврто) sýIдаq (Р) , еGш F(a) -_аашtоryМ
(сооrветсг*ввшо lщлъщfr) шшвт llвolecтBa FIU0V] w
вевоторой oпIlecTBocTE У тош € . Шшп G[овщ, € - цдеадь-
ш* оптшryш (оогпryr, по IIrBpTo), еqш Е топэво есм F(aEKa)
( F(,п)ё F(d- ( Y+, {ф лр. с е lJ л V .

0собrт роль дtrя вадач Еепторпой опtшзащ шрает odo6_
цФвое р€шшЕе, ввqдеЕпоо в t5]. Ithщество O=[Eb..'fto}ct) аа-
шЕаегся обофевшпr р€шеше sqдаtц IPJ , всм с,щесшуе! та-
пая оЕрсшо""" ry*- У , ,по'F(СJл.-..ЛF(ё)<F(q)л...аF@")
ддя эс€а ар(fr1+|/)i l,/, i= f,.,., п. .

fuредqml *оirЙ""т,iЕ *oryJ К(И;б/ к шшестъу l"lcX
в !очве € . апеlввт he К(М;а/ в тоr Е тоJIьЕо в Toti сJýпIае,
ослЕ оществует @льтр ,?lз Х тавоf,, что[б*(Оrеl,VJПМ+Ф
для вссЕ VeG с € >0.

Рассrrоцлпr спачалд аqдеw безусповвоfi оЕшэащ F(d-Ц,
t.е.М=Х,G=аzU) ч, Н=0.

пРЦшлOIЕflиЕ5.I. Есл ц эд ешевт € явдяет-
ся оптЕмумом задачп

tr(a).
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a

докАзrтЕIюIю. Прqшоrош, чло 3вТ. #dil , l Batla
пщу фrшров (9,а),9h,dlе, пq[ffi-шФ вр ([aJ,

{ [F(a]) ттш уЪiошш. Шеisil этg*, И Сшпэе 4. Mt
веryо!оо Еороочошо о воЕуос У' , tаr IaB дlя sоЕ9ЕоDоIэ
U.9 цвЕ доg!аrоцо шщ l пы aFfart,t/Jc|\ а с..
другоl clopoшr; Ео оцрдел€Еш сщэотryDl тове /ъ(l)с|,
l(t)еИ, чго ДF(а,trh!D= tG). Слqдо_эаmrьво, l >о
п в спry пропзпdвйЙ fъеХ t *вТ. о (h) воryча' .

Ъ,а(h)с Y*u {* 
j1.|Zex.

ЗltЕПДflЕВ 5.2.'Доryсtш, чзо € явIЕg!оя дGлrЕш ш!щ-
IФl в вqд8чо F(a)>ltц, ,.о. F(а)<tr@)w всс,2 вв Е9-
поюроf, *в"оЙс- *{o Л . ЕФl цп аrс ллI Dcifoпo lъ
ЕшоIвясr.'сЕ с С Т;,а (h)ЭТF,{l): ю О е ? tr(d).

До!слшведsво,-Е gвоI сryЕа€ € дrяетсл IIеаIъЕg оп!Dо-
Iш Е валачо -F@Ьilф I по црддщевD S.т Т-.а,(t)сY+.

уг*fYт;d#!"ьн?;uj;Т,lrrý.;rЪ
В далъвеfuс } - псеццотокirоrтчасвое К*росrрвсвво.
ПРЩШОIШИВб.3. IIус т ъ о, обрвtевrя

Q,...,F',X-YY{'4^.э р г у.t я в_Е_ш Е т о ч в в беХ,
в о в у с" hпЕ'(а),..rd2mF;€h aI од я т с а в
обцеш Еолоаев!х х а- rд€вдьвцl
оцт IIyI Е sада чо av,..VF7.1n/. Тогда
Bafi ду, с я тавх е dlr,,.raneД(Y), чт о

t n, 
" Е БL; lБi: n'H' r*l,ta - 

О J а 1а, . п,(а)у ", * ? (ап, F; @),
Доваватшъоtво шmевао! Е9 црqддшоцIЕ 5.r п слодсlЕя 4.7.
06овввw А 2 F(a,t, ty) ={-l IF (п +tо)-F (а+ th I .

пРЩlюпшиD Ы.4. п i с т ъ lflc Xrqelr|rF:X-\/ u t *l-
ввавпрегулярвое отобр8t8Еlе rа-Е'- хдеадьвш! оптпIJrх в sад8че.aеl7,
F@)-irф. ПреДполоIхlt, что ддя Е€-

.,_ вотоjо"оiеК(Ца)" дrя всеI gt.l,
lшеет шесrо сооЕЕошеЕIо

дхF(б,Ц 9) t Y. (2)

97



тогд а F'tа)i>О. Пслп СсК(И;а)- вспув_
лшfi повус,
полоrевхх
ловпе (2)

а FР,(о,ф, hJcV- Y* " лhtr[аlРd,чJс Vl.
Тогдв- 

i Ё to, (o, rl, uJ с л F [i, (о, е1 /Ll,Л 1 F[E, (Qe), чJ с V+ ь - Y !
таlt Kalc [al(qc).UJn|4*Ф , ц1дtпo шrdрать tе(qе) п Цс(/
таlз, чтобв а+tUе М . Стqдоватапоо, пщ достатоtIво ЕJIЕх
€>О а UB9 ыеы lF(d,ё,U.)е Y+ , а эrчо обеспеваваот
спIЕэsдJrtпвость спqдlшшх соотнmеяпf, :

(V*W - y') п Y *#О + (w t V) П Y+ l ф

Ерп всех VеД п Vedt . Это оэцачает, trго совоцЕн(ють
rBmgcTB tVПY*,VеАt ёJ обрsувт базпс rРльтра, оходлцеюся
в f, , поа!оrцr ft>- О . Вторая tцcтb утЕеIцдеЕя цrтеt(дет пз
теоропr 2.2.

С'IЕДСlЕ{В5.5. ПустъЕМ пfr такпе te,
вак п в предлоаеЕf,п 5.4. Еслп
аову счdОпГ"7а1 пТ(М;а) "аходятся в
обцеш полоtевпп, то

ое?F(.п)+ilу (l|; а).
Докавате.пъство Еrпек8€т пэ предJtшеппя 5.4, ес.шr зашgгЕть,

tпo воryс T(r'l; б) сqдертся в контпвгопгнош lФвJrсе Kt'|; а).
}lоцво пзбаввться от усJIовпя (2), еФl шесто Koшlrca

Tl М, aJ rсполъвовать воЕус DaBIloileDHrш *"r"n*oo- т'Yц а).
ооЬэйй N i (/| ; d = йi (Tr rM, Ё21.

+

наltодящпiся э общеr
о к онуо о udаtтаFО(ё)l ус -вцполнево прс NъеС, то

о е )F(a)+$y (С).
ЛOКд3АlВ[Юltso. Первая чао!ь утвеIцдеЕIя акшваr€вша

сцраведлхвооlв вкrЕчевпя Ъ а (h). Y'u{. -I
мп he К(И;i)пАеТ!а(Т), 

"о 
ди невоторю флътр dфY

Фдеr шоть
дF(а,t Ы<ё_ч|

Itуоtь фльrр ИhX обвспеwваот ус.поше lВК(И;,а),
обоэвавш dt=iihF(\tЧJ. м гIюпзвоJIшIцх VeF" п
паfiдеп, тоsgrе€>О пUе!- , что

п

V.Et

-D

+
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ПРЦlЦtOШЕПИП 5.6. П у с т ь l|cX,ft,el|, о т о б -
раtовпе F кЬеsrрогуtярво Е точпо
Е с кову счdапеF"(а)lТ-(ЦZ) ааIолятся
в оdцеш ЕодоIовпt. Тогде есrп F-
пдеалDншf, оцтпш!ru в вадачо *еlul,
F(а)* iлlL ,, т о

oeOF(a)+ N;(1,1;e).

ДOМЗДТВ[ЪСtШ . ry heTt(ttl;a) 
" 
l.T!, (l), - лм

Еекогоропо Фльтра atl Вудеu шФь
дF(й, t h)<Д+v|

п тав Еак прl доотатоtцQ шалц Ё >2 цшолrяется ДF(а,tlъЬ
€Y*, пощrrrаgч,.зцо dПY'|t , т.е. fr>О п OeO{F"(a)+
+6yFr(|yl;d)l.

'IШРПtД5.?. Пуст ь отоdраtевп яЕ8:|*
-YU[.-J}егулярвв в точвеЕеlУ| п вц-
подвевц условIя:

I ) Bo"l счdсttсF'(а)сdйсе'(а) паIодят-
ся в общеш подоаопхп;

z lаlF(Q,t ЭltYпьф4С9Уr л л я д э б ц l
|ъвТ(ll;l)а Ч tлХ.

ЕслlЕ- пдеадьвцf, оптIшуr. в
8 а д а ч е .zеМ,Ofu)ёY+хfоl_ р(q)+с:п/, а к о -
Е у с ш dоt?LF'(фпdатпf@п'7(п; а) в а I о д я т с я
в обцеч Еоrоtевпп, !о веf,дутся
тавп еZrРеД(Y), ч_то

Z*F=Iyi
0 е а(а. F'ra) * ? ф . о' i,i) + Ny 0,1; а) ;

F" с (а)=0.
Еслr, вIrоше того, _для в_евото-

в о г о h.е(Ц;Й) эл eI в Bt l,-Q.Ta)b q_в.l я -
еtся одIвrЪеП в }U , то lФЪН)={0J,

JIOКДЗДШ[IgfЮ. Всп внпоrвоЕш усlоЕЕя Taollщ, lto тоtца
а 8fя€аоя рФ€впш sадаtц вшторой оtltшsщI а в 14 ,
ф@)- Ц, rтo ото6lпrэше СР: Х* YU [. -}, ваэцва€юв
штрi!оr ПоФе, оцtqдаlяеlqя gшoEotEt:

ф (d = [F@b tr(a)Jv 0@), ае Х.

.r..,-

+
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В сш даlо, оqп Ф - доryOtшil еtrgоЕr, tо F@)>F(a)
!, сiqдовваIlво, сР@)>о ; осrп re .z во ЕIяоЕоя доryсrшоf; -)
!овой, юG(Z)>о rопязь ф(а)>-0

Таш оdlвэоr, по цIЦддшвш 5.5 шеет шсlо Ешtlщs
ое 0ф@)+ )/y(/Yl; б)

Пршэвапя счбФФоршцровашо, ваiдш lryдыЕtдпа,юr е 
".Fоо своlоtъш: Z*.F=ryi

ос О(а о F'(a))+ аФ "6О(а))tlуИ;ф;
Ф(а)=а [F@)- Fё)J+F" с(а)

оlсццs вепосредс!Dешо ш*д! цlобушо ус!ошя.
IIопаrвч тепер, то щItо ryлъ!шппатоIв Й ryлевое. Тав

вл tЦ@)мяе!с,я ЕшовоЕвоl, цоолqдЕее IЕшосцlцо тdýr,
tпo опЕвrор цюG!ЕроDаЕЕя 9 "л "rT 

Е(шIФовtlr тщос"вэЕво
IЕэ9Е ryлD. Пв уотавовпешп условй опtшаIIвоGlв олqдrе!,
tпo

0<е о F"(a) /tо *Fo co(a)/lo* ф F(M;fr)l.",
I далео' уlillввая IlвBaBclBa Qli=а,"р=о, ?oF =F. ?,поцгIаff' 

о< цtZ" F'(e)+ý" C'(a)Jh._9,F" G'(ё)h_,-?(е),
Это вошщо. _гп!ъ Е !оI сцппв, волда Qзо.

ТШРаЩ 5.s. Пу с т ь о т о о f,at 1Ех€ F)(-Yu
u[r-JрегулярЕо в ! очв ахЕ1,'ёпп, trpo-
Io !ого, EDlL=/r,,.rlLэсцоtвевв уо-
доЕlя:

virl|rr("r,Ц 9)|У л л я л э б п х hBT(Ml61 "
2 ) в о в у ""dоtпFrф"Т(И;frr) "аl одя ! -

оя в JбцgI. полоаовlх. Еслп прr -'
этоI Pb...rfrnJ- od о_6цоЕво о рош еЕIе
sада ч"оёИr"РrrРшfi 8о jarLyT ся !а-
вlо Iудьrl!дlватоgа{,r.,.>Zо, что Э

п Zl *.,.*Zп 
= ry i_

Eai, F(d)= F(arla. ., л F @*);
'iJаР1, F'(ё|)+ N (и; Е;), j = /,..., н,

р0

,,



a

r(
ДOКДЗАШ[ЮВ0. Расоюцш отобраrшпе СР' X*Yu {. -1,

Q = бо. IF J *, uе [ FJ 
о, у 

ll-- f ац 
{. ф оврлеtrаетоя рэевст-

юll

I F J о(*r,.., *,) =I 
F @,!,:,_F(ф), * @ о- с)Ефо FJ,L 

(3,

пусть v _ .**L"*; ; " ^#i;ff##.рr^ 
..

.. , а F(arl д,ля всЬх r;е(,zr+|)0 lV, i. f,..., Q . Тогдв Ф(а)<

;?!*п3:!?,,,,#sЁý-Ж!;т,*!"=!?wiЕаJэ
--W. Иэ услошf, теqрФrц п пз соотвшеffi- 

l Фр - izl-p1o + i| )k + /Г4" рlц )- tF ]п р * till
ц{текаgг, tпo ос,ш ?€Т(И:а)" ! |оХп, ю

крФlе тою, *о*.1 P?J'atr ?|ilrO) "оо-,",в оdщЕш

поJ[оIвЕЕl в сшry Ередtrс€ЕЕrI 3.3. Qпqдоватолшо, по спqдотщD
5.4

0е Op(il+ Ny И r D - а р(О- Д 
Ny (tl; аr),

OcTarrocb чосчmать суdrвФеропцал аР(F). Пспоrъsуя poly-
ляIшость F " 

то.п"х fri , в спrry епqдg!шя_ 4.? пqццпц

0 р р). 0 ( l"" ; г 1 
" 

1 @ -.. 
ц!_ rri!7чj|f 

i @)),

с U .,.O(ar,F'(ar),",xO(ao,F"(,fr)),
1аr,...,аr)е Д(0)

где объедвеlше бертся по алqдrцtрrry IЕоаес8цr:

дF)={@л, ...,d*)€ Д (Y9 ; dl +, " + oLa 
= Ir,

а, о F (бr)+,. . tol.ro F (а")= р(l;rlл,.. а F(a) .

Таш обввош. .?

(Q,., * 
!, [ .,,.!р*ь д @)0 

ц " 
г7а, 1) * Ny ( t,| ; Q ц,

п оlсцда шпекаот суIрG!вовапо цlебуш rryль!ЕцIпватоIюв.
1ЕОРаrА 5.9. Пу с t ь пр п i=l,...,tL Еш п ол ц о -

t

*

Ец JrолоЕпя:
I0I



a

I ) oToбpatg впа F пО,Х*Yф-} р"-
гу л 8 р в ц в т о.ч в аt_d.еPlсХ lGйJ:Y'u-Y';

2 ) в о Е у с вdomFo(E)h dol"z С"(й), а
! а в а е R о в у с в Т(Ца)8 dafl F"(ЕrlПdпl?'ёr)
паIодя?оя в обцеr ЕолоtеЕхх;

3 )Дl,е@r9)t Y п АrF(а,tЧ)tr лдялэбцi hеТ(И;ё)r 9fuХ'.' ?_Далее, п,уст ь шпоtос tэо [,Е7r...,ё_l-
о tl о б ц.ев в о о_ ро Е о вI s 8 еда чlФеИ,еGiх
40rF(а)*Ц. тогдэ "1лдутся т_авlе
хул ь ! l пд ! в_е т о р_в iа,,.rdЪrpr,,,,,_F, ч т О

Zt +,.. ta-p +,76, +,. i. + д-п = Ii ;
Z" Р(ё,1+. . ,*4;. F(а)=(F4-,)г@,jп...а F(ёil;

0в fuP-i . F"(aJ; O(Fi,e ,(4))t1,1y(И;a);

F1. G(6)=0 , i=/,,.., fl,

ДОКДЗАТВШСlШ. BcJш tEr,...,E*} - оdобцешое DФоЕlо
васФrвтрЕаэrcf, зад8tц, !о Е8юр /аr _ . , ,, а-) явf,яет,ся цде-
алlвш оц!Dýr9!i в зqлаче 0е!!!!фtdl_(ek О,Рlе)-lП*2
цо Q-Е*. fFJ , " [FJоI 16?абЬеЙrш!ся по t!оlrцуле (3).
TaB.le, rав п цп доваватолъствв пDедще[ tеорапr, поЕъ8уясь
црqплоrоЕ[il 3.3 п едqдотъпш 5.4, Еокаэцвавtся, tпо цIпreщ
теорш 5.7 п, спqдоваlсвлlво, о!щес!цrU! lцrлъ!ЕплпавOIн ф х
-FrdtР-Iч , Обеспетвще сцраведшооть оtrqд/пЕ coolвo-
шепl:

0еО(а.Q'(а) + 2ф"(ео" tеJ: Р))+ t/y (М!'ё);

,1Ео too [GJбё)= О.
В спry сдqдс?шЕ 5.7 шп I9сю фрчлr:

0 (а 
" Pn. t F ] - r р). *ь аr!.r.хrгl,И'" 

tF]; (Ф'

0 (Р ".Ро' [ 0 I* ) 
О (а) С 

jb оrэЧ aytc ] о |af : r]; 
Р.?

Олсцдв вЕтщавт сущвствоваfuе Флыш.itiваtброэ 4r5..., 4п э

F;r,, . r.FL, повло!воDшщ ус,!оtпtrl:

-a

+,

I02

,



l

t

а'r, ... *nb = .Fi * ... Э;= ry i
t *i " F ё, ) = F (а h,,, а F(a); Z pi,O@t )= Q @)v...v О6)
"' 0. 0 Ф ni, tr Таr) * D Ф,F; " 

с "@ё у ilr (ц Е ), i = /, ",s |L,

Теперъ улэ очов*rво , тгto Z6=4"а!rРr=f Ф! , i= /,",, fu ,
пФФше rryльllшша!оlв. Теорш дФавава.

цrGIIАsиЕ 5.I0. вош цlпоIвоЕц ус[оэпЕ тоорщ 5.9 п, rрь
ше тоrо, чр вевото1пЕ .hi€ЦУ;Е)шFi€lЕтll tr=-ý"(a;)
яшштса sддппцаш " У , то КП (а)--О ддя йех i=|...., fu.
В сашr деле, 18 суdдФерешвалrшц ввшчеЕхй в неоdхqщпп
усJIовпrц обобцешого оптлоIа с.lqдrет, tпo

О< 0i [oT;,F'(йi)*Fi"?'(a)J h;, i=,/,._..,, il.!
щ" Ni - bo"puтop цроввтцюва8пя Е8 Еошовешу НЦ(ir), 

" 
no

le, iTaK ч в теор€q!е 5.?, поryчаэrr 9с= О.
Пвqддодш, tпо вцподЕоЕо бопое слабое уеЕоше: а[ечеЕт

е=:00(аil/t- едща в.У дд" Е8оsорп бре^{Фlr...,боJ
l hеТ(й;а). Тогда для аЕешеп,!а t2= (4.,.rh,...rO) ,тlде
fi. стопг ва 7* *"n., reы-3оо[е]iЕ)tt=€о,-S6ljlб)О,е,
п поlоlry, ,споль8уя обоэпачешя доЕаsа"ельства щвлдщцоf,
тоорш, поryтцl

0 < е ["С " р "(а) t2 +Р, р о' [0J nf @) tI <, 
9 re ц

же Q - опервтор цроев!Еровавпя ва Еошпшевцr КЦ (а), l
опять тав te, tа8 п в. !оорФ!о 5.?, поryчасш ?=О . Слqдова-
теЕDво, Ки <= Koo(fiai)={OJ,

ý6. il€тqд сrадЕFgащtх. Ееобхqдлше уФовшя
оIпшалDвоолп по IIrарю

ПРеддОдош, !rю в sаJIачо lв оп!шryш ххеется оtтqЕчеЕlrе
."м О(аk0 шесю оцlаЕЕtrошя 0,zё /1 Тогла рФлътапr
ЦРsД{ЩЦего царащафв позвопrlt}г Ellвoolп веоdхощше уоловЕя
оllпЕдьвоотЕ в тош Фучае, осл! отобрапеше d деf,ствует в

Щ)ОСЦ)авс!во У " 
r.l".r-,о"т mдшзо полштешЕце п огрщвтепь

вцо ш8чевпя, т.е. OIXJ:Y*tl,Y+. лтя по.lччеlпя яеобхощцв

{

Iв



услоМ 8сqрФryrЬ в обцt с.ryqа€ пспольЕуЕгоя шетqд сrалцпза-
rш tсч.Is]l.

Bcnry в этФ пеIЕIтаФ Z - уоопядоIешпоо топоl!огrtrесвое
Е8вгоIво€ llвосц}авсгю, црптеш суцOотвует IЕшостепепно вепр-
Ёвво€ хвоаоelво поr@тоrrпЕт (fftщошалов Й, щыщее
воцус tf. Ишв с,ltовалп, эJt€лlФ! &в Z попштолеп в тil х
толъао тш Gщrчав, еав<.7,,Z,>>0лр, юех .Хвй.

ПрпэецФ, cxerry пспопцlовшrя шетqда свлярrзщцl. Простотrr

вqш буцп цреЕо[агать, то оюфцеше 4 уцовлетворяет ус-
дош.[щв.

ШРШД 6.I. lу сt ъ Z удовл е т Еоряе т
прхводоввцч вш!tо усдовпяI, l|с,п, п
вчпоrвOЕц сrедуDцlо продполоtо-
Епя:

I ) от о браt э glB Frg+fU[.оJввазl ре -тулярво в точве€ п ф_"пi"рцГ(цth)
сIодхтся в вулD лрl hеТ(l|;а)l'Э|2Х;

2) от о бваtе пlа ý:|-1,al пшццел'iо
Е праЕпrьво по ваtrр"-;;;;;;; йТ(П.,а)

Х : f, L 
" 

dо*Г"(а)" Т(М;а)Е а I о д я т -

&

,

{

Ет
3

сЕ
атI
xyr

оч
)
в
I

обцеr цолоIовlх. Волп
усдоъсаt б- ,деальввf;

эалаче

прI
оптп-

в

а€l7rG,п<о, F- * Ц".
т о в апду т ся ; "J" Ba€i(Y)"i,.Z*(Z,Y),
ч?о

0 е а(а " F"@) + 0 (.l- " G"(a)) + Ny (М; а) ;

е ty] +i tx] # {0} ; I " G (,ft)= о,
Еслr, проIо того,Y обл_адае1

едIвпцеt I .прl вевоrоро ч heT(Mra)
ал о I еst-OTi)hi вдя о ! с я ед r в п це i, Z, то fu'rfl={oJ,

,,ЦOКАЗАIВШСlЮ. ýстъ € - щрrэвоrьпfr воryлею! аIаеЕт
в У '. Раосовlш оЕобраrопs'' а;i'БТ%То*; с -> {<a,Or>Jx- а ;

€ о е, Cn (ol) *Y, € @ е, [цхJх..т l.ry {u1,.Ze aJ. е.
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0чевцдЕо, то хсходдая зqдаtrа эввшвалеЕтЕа сдедlщеf,:

.z€ М , е ое " С*(а)< о, F-* iл74-

Так кав отоdlвrеше eae"Gn удовлетворФт ус,лоm .IIдща
Е точве.Е , вrшоrвеш все !дЬовпя теореш 5.7 п, qrlqдоватаЕь

по, ваfiщmся 4Ferl(Y/TaKпe, tп(l
Z +P=rr;

0е О(е. Р'(а)) + 0 @. (с 
" 

е " C.)"(a)*tl/y (Ц а), 
Q,

F"€ое"ей(а)=о,
Првлепая сtrqдстше 4.5, поryчаеш

О (р - (с. 0, f @ )Zi,ТёrТё;"@) ф " 
dtС о е)(е" (Еh[Ф

" Q,(ф] = fi "*" 
а (!о 4, оrr*r| 

(n "[ah G'(а)).

Прп этоr, кав пзэество tсш.[S]),

0 (c*oe)(6r(a)={"rly"G -(a),y) ,а (l)= eJ,

"д" 
il ,И*R - фу-шщя, тоццествевно рашая етщгце аа И,

Тапш обравош, ддя Еевогорого <е {*(€filrY) Оуц* о"r"
о. 0(а. Fo(ё)+f . 0(а,[йJ о Q,iёiij) + Ny (l4; fr);

0 =.F " (€ о е) " Gй(а) = f о ос 
" [ПJo G(б) = О.

По.lrагая fl =Р'а'[И] поryча€м трфеlше веобхолдпrе уоJIовпя.
Прелпо.ltолшl, что-ý"(,f)fu - qд-'ща э Z , €- ешв в /
а N - щ)оевтор Еа воirпоЕеmIr bl(a). В cEJry соопшеппя (4)
пшеем*о! 

9 F " F " (a) l *F, (e е е о G й r (а /ъ] < 2" (е о е 
" G^ ),(a)<

< N'"€ ое [йJý'(а)/, =-?(е), а.р {<Х,- |Тdh,а, П} ,

.l

+

Iпо воilоrво щь tw ?= 0 . Teopelra доЕ8эаяа.
Fюшбшrруя пlшедеlппrе рассушtешпя с теоршой 5.9, шшrо

аgалогшчво докавать с.теryтlttrгfi рзулътат.
IШРDrА6.2. ПредполоЕпlr, что прш

L--lr,.,,rt внполвевц следуDщtrе ус-
ловlя:

т ) F:X*fU{*a-JпB а э п р е г уд яр в о,
0,Х*Zдхпцпцево
ваправл€вlяш в

ц правхлъво
точв еfrrеИс|,

а
по

I0б



о

z,
ся в

3 )а
Пус

шовlо

в о в у с вdопF'lаr1 "T(l'|;Er)"ax о д я т -

lет(ца)"9lах.
ц€ввоо ро_

.zeИ, G,п10, Гa,*iф,
Т_о г лдl д.q 1.д у т о я т 8 п в а 4!,..'Zоелl(Y) l
1rr.'1o.X'BYJ, ве IЕЕце orвoвJelreшo 0. чю

Ф " F (а 11 + . - . + Eon F(E,)= (да).р 7а S^ . . . а F (а.) ;
g. 0 бl. Fо(d)) + 0(L, оЙ ) = Nr (И ; а) ;

Z-; " G(Ei)=0; i=/,..., h.
ltiетодоrr сваля1пsщ ш@о тао поrцltlъ веобхолдаrе ус-

лошя опtпшдьвос!ш tю Ьрело. Lця атою црlЕоrо'-r., что У
tаве явrяеlся tIоряшово_lIоlЕцI уторядочовпнш топологrrlес8пш
ввЕгорЕцI цроствапс!вOш, вшqдtrlqЕ в двоfiотвешооl!п со оюхш
соцрп€вЕш У' п повццов в BoI sадаslсЕлвепqЕоIlш раввос!ошФ-
Ео ЕФIроrmпr Iвщосrюш iщовqлов bcY', !!.о. YZO э
цш I толъшо в тil сщЕвеr оолп <-Z.,У>>0лр"Zв& !

1ШРША6.3. Предцолоапш, ч?о| l&
удовдеrворяtr! прrЕедеЕвцI ЕЕпо
условпяI, 8 отобрвtеапяF:f+f п

Q,X-Z лЕпшrцов_ц п пр8вIдьвн по
вапD8влеЕпях /ъвТ(Ца) Е !_о чве ЕсХ.
Есдr прх этхх усrоglвt Q - оптl-
IyI по Парето э э8лачо

авИ, 0а< О, F,z * 2ф,
то ваlдутся !аtlе вопDерцввце
цодоаIrеrьвце ФуЕпцrовалц.7 ,. llва простравотвах У ,Z соответ-ст-
вевво, что-' -Ба7l" 

irЬл)+0(r,G'(а)+N1 Pl;a); ( 5 )

"ltY] 
+Иr] *{Оh 1о G(а)= Q.

общеr полоtоЕхr;
h_F(a,XY)lY прч вс eI'r, {frlr.',En| - обоd

задачI

,

,

Еслп, rpoIe того. ЕDI вово_!орцх
|ъеТ0|;а)п с> о в ц п_о t в'о в о<llr-О'@)h>>ё д 8 а
эаоiуеЬ, To"l*O.

.юкiзrтвшсtm. раооlоцш @ *rF* l ё"оGr, uо
I06
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a

а
Gn'X*ClaJ_ le, !по х Е допаsазеlDотЕе црqдщцоi тоо-
D€й, в Fб :|- |о16,1 оцрqцеfяотоя фlrgrоf,:

Fl, , * 
{<.1, Fn- Fa>Ja"y .

Ьосвтщаmя эqдеч8 lЕшосЕf,ьЕa слqдrщей:

а€Ц er:Gr(a)<O, €"о F*a* iсф.

В carror доле, оош € ршаот вапlсащD сsалярryD sадвsr, то
Цр,q7,rfl,z)-F(аJ>>0 уля юq,,2 ш, перооеq€вхя доцсгшо-
,#'Й*"по (/ с ошростЕ(ютlD И товп Л . Пш eloEatп,
ш для ЕаЕою а,еUаИ во rcт Фmь цпопово Fа>Fq. Обрвт-
Ео, еслп F(a2=sn1'"F[VnUJlaeUrlV , ,ю лдя в€воsорю.l,е#
шеы<|F(а))<(.Х.,F(,Э)>, tdo Е EpollвBil сJччао ftа>Г(а}
Отсцдд 0=e4',Fj@)-iý".,ro " F0.(aJ . Фщ €t" F* l €rо0,
лппщовlt в 1.totBo Й , п, отало бшть, ЕвоJщевв воо условЕя
теоDilш 5.7. Ташl образс, дIrt ЕовоюIхп поf,qЕтgЕЕЕ tпоа[

"' ;::fr""ff:' ),(r) * n 0 (с*, F* )@)+ iln (и 
; а);

o<,r+o|"=l, 4а, €пс бй(а)- 0.

Вшоrшля оубдФерgшгроваше mlз !а, 8ав п црЕ доЕавательство
теорапц 6.2, паfiлвr таппе jEс 0ca(Fr6,@) l jеd€а(Се(а)),
tпо"- 

0€ц а(а " ftJ" F'(а) + а,.о d(P о [пh G'(a)t П/р @; а) ;

dr,l 
" [пJ" G (а1- 9.

Полошr .Х..ф.Zо[&J в /=оС,..Р.[ф Тотдs ju.G(ftJ,O ц грш-
xqщI в ry]Elnr уG,IовIяI. Ес.ш tIF вевоторш hеТ(Ц а)
алшевт -G'(а) h хцовцетворяgг форryшровашоry допопвп-

''епьвоrq 
yc,to'цD п i-=0 , ;;; i;'-;й;; 0:iй</гЁ(а)Ъ<

<-S . Поryчеlпое ЕрЕЕDороЕо доваrflваэт, что .rU 0 . Тео-
l рш доЕаэава.

шЕlшшв 6.4.
ловlя Tgop
Го, х - лоI
равс!во, t
рерцвпце Е
sаач.I ,Ja Е
соотЕо!стЕ

Е
о
а
о
о
а
е

с
I
л

!

в

ц
3
в
,
о
!
ч

вц все
проIо
ое Еро
eBlo Е
ФувrЦ

ват У п

лl
Е
ьв
ва
ot
пв
во

в
2.
о-
f,д
пт
оо
t

по!
,l
цпу
тся
tbB
рав
.|!о

ве
,
вл

,
це
о,

уо-
то-
СТ-
оП-
lO-
1

а
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a

,
где чортв о9цачает вслабоi топологп"О(YiD. . а,

ДOКАЗДТtsШСltsO. Еоццшо вл[е!птъ, что цr юох fle)( .ъч-
поlпяотся

J.цf< 1, aF@) h > = 
_u7 

о tr'(a) h,
это овпачает , *о_ 2(Х,rF'(а)=d.|Ф| п по теорепrе о бп-

"= d(l,Fril)-1.0F'(fr) . Точrо тмв 0(t1,6Ф

ФIЦЩСlВ,IВ6.5. Еслп вЕполвенш вое ус-
ловlя следстэпя 2.4 g, Bpolie то-го, простравст ва Y "Z лоtсалъво-
ЕцпувлЕ х порядповце tвтервадш
в вII кочпавтпц, то наfrдутся та-
кхе вепрерчЕвце полоtптельвЕе
фувкцхоп алча gJp gа, простравствах
Y " Z соответствеЕЕо, что

0 c_Z . F(а) +,ч 
" О6(d)*,Uа(Ца);

,IIVJ +"lt [il * {oJ ; .ll, с (а)= о.

ДОМЗДlЕIIIСltsO. Тав кав опорЕце шЕФвства 0F'(a1_" ?С(а)
аошпа!вц в слаdоi опервюрой топо[огпп, lrвoleoтBa t"aF(a)
пltr1|(б) буryт сшбо вомllавтцш,ш п, еJIqдоватеЕъЕо, coвtв-
урп а@, F'(i,)) l O(Jl. с'(Е)) ссxrветстЕвЕво.

Рвэбораr с.щ7чаfi, вогда Y п Z, ве явлпrтся К-шрооTравст-
ваш. По-шlешФry Фдош црsддолагаЕь, что F п 0 лш[щешI в
тове .i , а в!ос,|!о цравtrпlяосtч по ЕаЕравдепплl удовпетюIяrrт

-Щi:;#)h>=ц{(1,1>,l.ъ,а(А)J,а.ч!,l.т(ца),

ltlp9,0G(a)h2=И7{9u,P2,heG,-rh)},lbLi;b(П;a1.
1ФРЕ[А6.6. Пустъ Х - дов8льЕо-вЕ-

цJrЕдо€ просsраЕстЕо, Y п Z - ло-
в ад ьв о _ в ш пувл Е е у п о ряд о ч е в в ц е
веаторццо прос?равст эа, f:)(+Y п

O,Y*Zлппшпцовц п удовл€творяDт
ПРrВеДеВЕЕU ВЦШО УСЛОВПЯШ Е ТОЧ-
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пе.r.Тогдв ва!дутся т8кп9
прерцввце полоаlтольЕцо ф
aaaa-l lrl! ва цростраЕствах
соответствевво, что

о._7й"у@)*ilя(/,|;а);
"LtY] 

+,uJEJ + {0J ; / " G(a)=O.

*:{I%,i", ;:iи,"" 1,./,-G"(ё)i>>е i р s

ДOКАЗАТЕШСlЮ. ih у8е поЕушлп, tlтo для веаоторЕх попош-
TeJIьEIЕ вселфп Jg сщаводJшIt соогЕоцеЕЕя:

0вФ, ав;, г)"rd+а D(€п, G*)'(d+l/*(M;a);
dе€п" Gц(d) =а

Оrсцдд, уштЕая вЕлrвевlо

т0*,а (/ъ) э {tп]rc) , l е Тр ,а1 (А),
а тшGlо авадогtlпое вЕ.шlIоЕпе лм Fцl црпвl[е8ая теор€!ýr 4.4,
будеrr пrеть

0 < ф с1, @), М/&, ) + Z.e" (еа @) " IПJ i,
дIя всех lpТоч(Цk Таа(h) " /ъ.Т(М;а). полош

Pt(U= iф {еj9(Г,6,/аl)"[t/l , f .ТБа(i-L
P2ft)= 4 ь; lе"@) "[цi, А а то.а &)] .

ffет;улЕо Ещцеть, оо PцP":|*P - суОлшеtше {уштцовалr

" о .а14 Q*п"Р.+ф (т@;а))=а,lQtа"ЭQ*Nк(И;а),
мм ае?Ре , то (ос,о)е(40е,(а)*Цв (ер: G, (й, 0(aD,
т.е. ваftщrтся (!ушцоЕалu 4l п .Ft па Х п Y соответствевно
тдпе. что

(а; 0) =(O,t,) * (фrрl );
7е )с*(еr(а), а, (l)<-jr(t), l еТ6,аё),

Огспда Г=л-jt, d= 4/ Е, qдqдовате[ъво, a(/t)<trG) 
"рlcT6,16(h). lваJюпшя.е впi,lадкп ilшо щ)овестq, п_!м F.,

поэто{у пIп пбкогорЕх у;а 0еа.(&(а)) п Ц е 0е, (СаР)
пшеот rrecтo веразевство

ве-
увкцf,о_
Уп я

Еслп, прошо того, для неЕоторого

1

+

I0€



a

0< z, |i, ftl " i& * Zа гrо [пJt * t(т(Ц а) ;
ApT4aft), lr. T9a1l),arц;o [aJ, G(a)=о.

Поrапая J=Zl.fiofllr"l|.Za'Б.fйJ х поDЕqм в ювоfr щел
цщо ло l1eT4o (И ., h".Tc,aGi, лфт . __. _

0< t lе р , d i@l tt , е+lf'{/. ? e(al,J, l.ет(Ц d,

,

tпо IЕшосlf,Iяо Tpodyalory gФлрФор€щаlЕоrry ЕrlпIоЕrl,0. Тэо-
IloB дФазеве.

ý7. 3авшr.теfццо 8щоtrшIа

7.I. Пщ 1nсфц,Фя Еqry!оя в псеццоЕопоfФltt€сш п
у!оIчочеЕЕц псецдотопологгtDовЕх эевтоtrвц пдlосtlввотвс. С
qлЕо! оЕор@, э!о оdъФЕяеЕоя lеilапlш фа,tтть пд дrФерв-
ЕЕrэвоо ttсtпq!ешс в ЕоqцоюполоппrеФш Е€вюIЕr прос!равот-

"8 [ф], ,ав ! субдЦФоршцроваше щш опеIЕilоров со
sцечеЕrfu в црсцЕвоtве Каmqlовrчв [S ] tвrщ7в.шШ опеIЕгор
шФорешчrг* Ео ваlDашеЕlяш о!восl!еllво ЕсоцдоЕопологпl
(о) -своiшюоаф С дrrло! оrороЕц, вас ЕтереqtrDЕ !оrьво сшЕо
общо ово!ства ащро8сцF{пП. Таа, ваЕ!mвр, вцryтлость п,!alaoв-
овопо ваGатедDвою воryса во зашспЕ о! тополотЕtIеспоf, сrруттуIп
l со,rlt8пяоrоя в псовцоюпоIоппrеоЕrr в€в1qOIEIЕ щ)остIвво!вах.
йоа Фавт юIsт оваэаrюЕ поЕошшr, вцЕ для яптрвоrrцтп в ва-
Ifl IЕспораоЕIl пrЕеаоя ш вовоторfr ваdор oхqцптtсЕ посде-
лоЕа!олl.восt!о! (Флъrров).

7.2. В [В] Ювафлпае Ешеl: iВошо, оIщ. rs вапеr!щ
урGов, IlвtrочOцЕцI.Iэ теоIпI оцlЕш8аIцll х8-ва ое зЕаtIоЕпя ддя
всоfi цтшsш, Еf,яе!ся lе!еltgдьвосlъ l вошоlвость lоЕоль8о_
вапя дФерошцапмгt гдпdшФ бопее шршоl цЕцрqщ. hec-
,о лше8Ilэашп шо rсввть вtпцутщт аппрФс,tп€щ. hrccTo ю-
ю, rпобв ваsmпваrь Еа лЕусторошей пшощс сшоqIЕ, !по
?ai laIEвroIEo ддя плаос5rеопою шш!еЕпя, Iщo раsшвать Ещ-
IвDf,€по, Bottopoe Шоро вазвал qдвооlqровш ава.швшI

, Эте пrзль в Е!€lв!пЕо 0щос!вуоl лаЕо, яв[яяоь lg!оtlЕвш
шollottlorвEtц пссдqдоцшl. Т8, вовлшовтшrl воцtrс, ввqдоЕ-
шfi в ввчадо IЕщвпr тqцов фдпавш п сtlгдlа,шt шос.rqдсrщ
EаrtTD роrь в тооlш оЕшsащ, явrяегGЕ Еrtlщ IЕш Еав qдво-
cloltoвm прпdшэшgш Ещос!ва в aotae. Соответстrщ9е поця-
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па шпрGOЕIащ щФ8вошsЕ оlеIвюров оо 9Е8чеЕrfll в }то-
IЕцрtrgЕвш E*loIBш цросцввоtDо оqдоIшся Е TooIlI Ео!ш!ад-
та [Э,ТО]. tЦея qцпостоItоЕпею грбвшя цлrсуlс!ryет Е Glо-
ш [тОовiцог9 - 

'trрЕЕв 
[S]r" ,aElB Е рабоав дуIЕr авЕф

Хаошеrъшй FоWс, обобцшя цршsqщая Ео вацIввпfiпш
п оу(ФФэршшал Епеща _ qEocltolloвBxe лшроЕощщ сr€Щ-
алЕвGto Iдв.

?.3. Еош Х:ЕшочвшроэцDоо!рваmо, Y - вшtоg!Еэв-
Ея_чцчЕч , F,Х-YU{'ь/- поцувэцвlrшая ошry @Е,
ю DF(Ф п F'(б) оокЙцлЪ с суdдрфФоропрадш r обоdцешой

цlоrзэопво! по dшравtr€в!ц!, Еввдешш Ко"р* в раОоте [rS].
Суdшейпfr frщшал FТQ lшет Фпъ Еrр8ш mМ фRdrоt,
ЕотоIЕя дtrя допальво-щOпЕ ФуrцgШ IIебт щ:

F' (а) l = liiL цtlp t4 [г ё +t h)- F(e)J, /lех,
Суцостrym *"-*ffir'#*, Еогда ддя ЕФюIЕЕ о!офs-

tош! шоот reсто авалотЕчЕая фрgrла д!я цодоtв!а опоIвrоIв

F'F) , а !ЕЕпо, о.ryчеr !оЕдъвоrпIItшщоЕtI I вошIщ!во-
л]шщ]ош отобDщсй.

йтшор FX*)Z валваэа.ся .щаЕfl в юtшG б . еош
ва!гlся оц)ос!востъ У шоfi ,otm t вешреlrлпrfi.оуdrшеlшl
оцоIвтор РrХ*У тще. что

ддя Ео8 Q!,п'в|.
ПРЦШОIШПЕ7.4. Пуоть.{

tогпчOскоо вев?орЕос
Ео, Y -К-"ростравство

{0)
пологпеf,
tовп oF,X*

псовлотопо-
просrрвЕст-
с ЕоGвдо!о-

-сIодхrостI х отобре-
удовлетворяет усIо-

?очке б Для лэбо-a впD Лппшпца в
lо3t5 полоtIu

_ FТа)/N =u!!,",o, !"ffi.rqф|'Fb*tt,)- F(ol,
Тогда

F.@h= 4,цf [F"Р)/ъ,3lаl, l,cX.
_ Рассцютрmr тепЕ)ь топоrогшIесвхе вщюIвце цросцЕвствs

Х " Y . Отобваrеше F:)(*/вашваэтся воrпаашо-пщо-

а
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цу р.тове Л .:_9ср сшеотвуlш оsоdраrешя R:[|r]xX\Y
п К, Х-(й.р(Y)=ltlсYlY _ вошакгпо l таше, Tr.o

фgg,J?Gъ/ъj=О ддя всех /bBk з

фё!rХ.шбою l.еХ сщес!вуDт оврествостьV тоw JB
l е>о , дJIяво!оIщЕlполЕяеsоя

t,' tгri +ll)-г(,zIекаh R(l,*,/")
Ерш_ч9еL4 еY " te (0;е). оdовпвш дF(t,цАЬ[Г(**
+th)-Fё)].

ШЦIUIОfrШRЕ?.5. Пустъ Х _ тополоrхче-сЕое векторЕоо шростр8нство, Y
R-простравство п топодогпчоское
в ев т орЕ о е про с трав ст эо,Р:f+|-
коlrпавтЕо-лхпшlцево в точве а п,
Ероше того,

.Цз*А7-1[Р@+tА)-F(е+ti)J, Д, х, (6)

ёfоПодоrпrr
DFё)|L = !, il oF[V, (о,с), /t,J ,

a

с

,

где Еересеч€
опрестЕостяll

е берется ц.о
т о ч в п Е п € >о

ЕЕ
V

эсеш
Тог-

де
F'@)/ъ = 1.1,f I]F(ф/ь, /о. Х ,

ЕслЕ F ![довj[евq)яет усдоЕD ЛгтппqR Е Totцe .f , а вев-
ррmm су6.ттпеlяЩ oпelrrтop Р,Х*Yобеопешаэт sго усло-
шо, то F"(а)h<Рiддя.шQого /ъеХ с, вроre того, в эlш
чrsае Т!12(lь)=Т'а(/L) he X, олqцоватепшо, оюбраrеше
r рrулiфо. Еетйlво Jrвщевь, что во|пецIЕьrт!пп,tпт!вво ото6-
IE BEe,, удоше!воItшlее усIошD (6), вляетоя ЕваsЕреIулЕщD..

КОТШавtто-лrrпrrщевш отоdlпrошя бgлr вводеЕI в [27,2sJ.
таш re бвпr получешr вgоdхqддпrе условпя слабоIю оЕтilryча Ео
пврето для отобрцffi этою плвооа. ловалlвоrЕittпшцевв отф-
раrcшя п веобхоIщлrе уе[оЕя Цеалъвою оIпшryr.а ддя щ IEc-
ФтIшвалiсь в работе авюра [Z0l.

7.6. Ска.llяше вq)паmц теорш 4.3 п 4.I2 содоI!атqя Е

[В]. Нековорцо_частЕце 9цпад утвsрццешf; 4.5, Ц.7 п 4.II
Еlr€о!оя lalco в F5,I6,2IJ.
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7.7. шетqд штеафшп Фпqпй пспоtrьsJrеIоя Е теоIшl аЕстре-
шадьЕIIх sqдач с соропош8 голов [ЗZJ. }roт rrетqд фралъшо яв_
ляетаЕ ушворсальЕпi, !паIt пав позво[яот .шбут mстршльtуп
вqд8чу с оц)аЕпtIешя[Е свестп Е зqдаче dез оrрапrчешй пл re
с шепнпхtl tltrG[ош оrтаmтеппfi. Несrrотря на cBoD унпверсальвость
(плп, rrопет dшть, всдедствпе этою) атог шетqд офlqдает кошt-

ретuцмп ведостатt(лiЕ. Talt, неяснц, вапрпшер, перспектшш{ его
прпшевевпя в разввdопtе tпслепвЕх аJIюIшп{ов решеЕшя акстре-
ша.,Iыпtх вапач [ЗВ].

06ласть црпrеЕпмостп Егого метода сJrществевцо сулаЕlся
в свя9п с воэЕlсIовеппем вешФереЕIщпrе}rостш щш работе со
спо,Iь JrToEo хорошхмп Фжrия,ш. 0щаво Iвзвптше субдФерен-
щаJIьшого псtIпсЕевпя депает ато обстоятельство цепршпщаJБ-
lтrлr, цIвЕращая }lеrод шц)аРпв Ф}щfi в ффектпшrое ср9дство
поJryчеппя необхощдв условшй экстрелryма.

7.8. lrетод свалщшэдцr позвоrIяет затп!сать в вцде олЕопо
скадщЕопо оIравпченпя бесконетrое lшсло оц)ашпrепrтй тппа не_

рав€нства. В освове его леш[т сJIедrщее простое сооdраrеше.
Есл отобраrеше б действует в Еросц)аgство (нашрпrер, Еецр-
рllшпr) (fuппrщfi, то uеIввецстъо G(a)<O равшосшrшо вецолш-
тельвостп ToEofi вер:аrеfi црашщ (tуrцqпц СР). Подчеlшвеш,
!по пспоJIьвоваЕпе gгого шетода цIшводЕт к Toтroil веlжвей грв-
шще беоповеtпого пЕGества Фвщfi п, qr!едовательво, к потр6-
цостu Ь соогветстцпхtцх фрryлах суdдФереtпщрвaЕпя.

7.9. Пlшцгltоl согласовашf,я пвт€Iвсов (часто) пазцваЕгся
здrена цепевоfi ФуЕgцш F акстршалыrоfi зqдаw HoBofi цаlrевоft
фпщеt G. F . Этот щшдпl является llпФоЕо расЕIюстравеtIЕtп,
срqдствоl авеIх8а шогоцеIешпr эrсц)€лlалlшDr задач. В частвос-
тш, шопе!! оЕазатъся, что эqдач8 с целевоfi фувuшей Go F lmeeT
цдеаlвшй оптшlцпt, в то црешЕ аак Есходвая зqдача с векторноfi
целъш F (шав правшпо) не оdладает цдеаJIъпцш ршеlшем. Так,
нацрпrcр, оdобцешьй olпnry!! I опЕпФ/м по Парто яшшгся цде-
альЕtоrЕ oш!mФ.аlл EIr соотЕgгствIщеш шrборе прппцпа согла-
сованхя пптерсtв б .

7.IO. фсть Х7 - еще одЕо псеццогоtlоtrогEllеское век8орное
Еросц)австю, а отоdраlввпg |f :|-> Х7 сrрого дцф!ернrцrlуеlrо
по влцввtrеЕIrl}t Е точве € в сrлrспе цреддоrcшя 3.5, т.е. су-
цостsует оператор Н|а)е/ (ХrХ), дJlя 8отороtю

IIз
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л 11(a,t h)|H'nlX,
Ерц Eces alax п i.eX. ь.Е heT(Qtt.O1.a), lgre{tt=oJ=

={cBX,H(o)-0J, * EcEI,yEo эш!tl!ь, qо H(a)l,- О.- Прqщолш, gо H(e)tX]=Xo - допощФюо к\цроотреп-
стц) в Х, l Н(аl,Х*Хо- псеЙотополоrтчесппt гшlfrш,
,.о. д[8 цбого alX с,у!рстryоt ФпtrшIга, lX., wя rolqpo-
ю Н'@)а >,эr. TorEB шеот шо|то tш о ,еой (для шоою
де t(X,Y), l0oдэ Ка ll tt)вщеюа rвв 8€Z (,0, Y), qю
Д=8;Н?аl) п есlп, Epile юю, |OiHraYT({HJO};a) , *

N, ftH= 0J; d). {д.н'(а),Аеt(fьy)J,
Таш оdрвоrl ц) юЕI рассшоцроЕЕr эвоц)шrшц sqддчц ов-
IвшчоЕпо аеМ шо запоЕIЕь ве isrпrцшадlвоэ оцЕштшlо
Н=о . Тап, вацIЕreр, xrcg! Ioolo сшд,Еро

ПРЦЦДОIm{Е7.II. Пу о ! ь да а Н вЕп олв о Е в
прпведоввчо вцш0 предполоtоЕпя,
вF.G а |u|={|t=0} удовлетЕоряD! всеI
усдоЕпяtl lоореIв 5.?. Еслr Ерl
aToll а - lдеелъвЕ! опrпшуш Е 8а-
д ач о Н.п=O,Gа,ёY!Fа-dфr ! о суц о с, ByD т
таrЕе шудътlплхп8rорч&rРl Qпера-top,llBtdiY), что_ ,

о+ +F =ty i
0е 0(е" г)рl i?(F 

" 
G)(a)+A"H'(a);

,F. ((а)=О.
_ Ес!п, вроIо того, эдецея,

С=-0'(а)|ьавляе!ся едпв"о"П в У доя
в е к о т о р о l о hеКцН'(а), т о HlaZ={oJ,

Ес.lп оцпвпчшя тппе IЕэовсtъ f= 0 sqпаrтся ведШфроп-
цrдуешоf, фщеП Н в вопечвовIвФ lп dавцовоl цIюоаlвltствс,
то &rя поryчовlя рЕультвтоЕ tшв ?.II пспо,tъgуотоя Ееовопьво
пвая а€lяlпа (or. [В,lВ,zI,"2] ).

7.I2. Dс.ш гропзющо Ео ЕаIцавлоЕпяr расOшlрва€шЕх
oTodpаreшf, явпяt}тсЕ всцдr оцрqде[енЕш субше!mпп oltolвTo-
Ilаlл, то в поryчоЕцlIх веобхqшпв уqIошп всцшr шшо EEoglE
lryльтпЕлхпаторц хз{Iqц эвапа сфдфбреЕцада слева. СФдФе-
Iвщдалъвое ц.rшtlенlо в теорапел5.7, папlreр, пIЕш€т вщt- 

0еZо ?tr@)+P"?O(,fr,)+ily(/"l;a).
II4
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