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лиtlЕi[tыЕ зАдАчлt вшпуltлOгo АнАJIлlзА

С.С.i(утателадdо

Целъ цастсrЕеii работц - обсуцдешшо пекотор8 8сповЕов р8s-
вптl|я вцпувдоr0 i;5алшlао

Напоtlниш, чt, в ПШатбчатrчосвоfi эЕцдвлопедшпП в статъф)п9-
свящеяноfi этоrу пролIету, В.!i.Тшсоtrtrроэ пшцетз ПВшпувлшfi аша-
лцtt - раздел ц8геца!дкц, завшIаDццfi процеIугочное полоtOЕше
I0Iду sцsлшlоI ч гeoleTprref,, в KoTopoI иаlrчsDtся вцпувлцо фуЕш-
цпlr зцпуЕпше фупкцдовsдш ш вýпувJIшо цЕшоства. 0своэаншя вр
пушого 8налш8а бцдш 8алоtенц Г.МияковскшI, соэдавщхI внпушуD
геоIеrрш, t.e. геOце!ршD вшпувлъD( шнOtоств в lсоЕечвоIерЕош
прос!равсrве. ШвогIе пошятпя ч концопцшц внпуtслоfi гооцетрf,х
в8tлп свое аsворшов8е в фувЕцtlовsльflоц аЕsлшзо. С работш В.Oев-
хеJIя пач8лся новшП этsп вшпувлого 8Еадпза, на lcoтopol деtалDF
цо lсследоsалшсъ своfiстза вцпуlслшх фунtсцшовалов. Форцшровsшf,о

Ешпушог0 8налпэа вав саIOс'оятедьЕOго р8здеп8 относптся Е
5С-60-ц гг. 2С в.П И далее: П Oсновпшtrп в вшпувJlош 8Еадхао яв_
ляштся поая!шо поJrяршr субдшqЦеревцчада ц сопряrевпоfi фувкццп.
Теореrш вшпуIсJtого 8налхtt8 сЕязшвоц! операцдtl сопряаовпя9 поро-
хода к поляро t цlятпя субдшфOренцшsл8 с адгебр8шчосЕшIп,
!еOРOrl80-IЦOаеС?ВеЦЕЦIl П ПОРЯДЕОЗШI 0ПеР8ЦХЯIЦ Н8Д ВЦПУК-
лшIl lfrоtестэsll ll фуввцчяцr. Исслецmтся latсIo всевозIоЕшо
двоf,стзоншве отвопевпя Iоцду шноrcстваIп l ш( полярsrпп ФуцЕ-
ЦtrЯIХ Ш СOЕРЯаеЕЕЦlП Е Bprt IВОаеСТВаI! Ш ВЦПУВJIЦIШ 0ДЦOРОД-
вчшr функцшяIх д ,.п.П ;)
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ПодsерЕuоrr ЧТо В пршводецноI опроделовшf, В качос!во со-
дора8вшя вцпуклOго 8Е8лшза вцсlупаOт шrучошше цrдшвпдrальвьц
вовструкцrfi двоf,ствевностш - фlrвкцlti ш оо субдшфервпцlал8.
Фуввцлш и ее преобр8аоDаЕшя Ювта (сопряrовноfi фуЕкцхш) I т.п.
Ивьшс словаIч, адесБ рочъ хде! о лов8шпцх своf,ствах вшпуклоil
фуввцдш пдf, ое iреобраовацпш Хёрrавдора - о доIGапьвоI вшуЕ-
л0I 8в8дпзе.

Надо скааать, что к 70-ц гг. слошлосъ т8коо поtrоIовшо,
прш которош докашЕшо проблеrш вшпJrклого аналDtзв cтaltц воспрш-
ншч8ться как в ocнoвBorr роцепнцо. llэвостнуD веудовлетворенностъ
спOциsпшстOв вшашвап JI!щь тоЕ фвт, что аппарsт субдшФерен-
цllрOваЕшя по впоJIне sдеквsтоЕ rлоссшческоцу дшферешцпsльноцу
шсчшслевщ). 0дшаrо з8д8ча вшчпсJIецtrя, cвa8ell, субдшфорешцшала
суперпозшц}tп - фктшческп освошtая проблеша лоЕального sн8лlt-
аа - форlвльво по сутц допs ш ве стас}tлась в связ}l с ое очевпд-
шоfi водоступшостьD с!андsртцошу гооцотршческоцу апllsрату.

В те re годш серьеашо растет шатgрес в глобальпьшr ll8oco-
вцц задачаrl вшпукJlого 8Е8лчз8 - к проблеr8I, в Iсоторш( участву-
DT сразу все вцпукJlшо Функцхш шJIп цЕоIестЕа шлш ш( достsточЕо
обширвше кл8ссш. Глввпшrд псточниЕаIп т8киJ( зsд8ч глобалъного
вшпукдого ан8лшза явJIяются теоршя Шок0, вшпувлая гOоцотрf,я,
тоорпя вшпувлЕх опорsторов. Твк, тоорпя Шове, завиlsвцаясs фор-
18льво ловашцоfi проблеrоfi - шаучешпоI шЕтеградьнцх представ-
деппfi точек хвдlлвидувJБцого вшпуlзлого коlrп8кт8, стояла в сто-
роне от основшого русла вшЕукдого sн8Jtд8а. Oбъясвяотсfl это
преtде всого !еI, что дJlя роtцоншя указsсвоil локалDвоf, задачtr
в неfi пспольэуоtся глобалъвшf, по&tод - вонцопцпя упорядочеЕ-
шостш Шоко, т.е. оtЕолепшо порядв8

1l,>9 е_> V/ J{dу."[/а",
пе .Р - произволъпая вшпувлая ФуЕЕцчя Еа рассшsтрt{ваеIоц
воцп8кте. flсво, чво ,8кого рода оrвощевшя порядкs необходшшш

lr для sЕsппgа рядs ЕласспчосвЕх проблеш, ЕsпршOр для ltзученш

ураввешшfi Эliлер - JIвгршrа длЕ эsд8ч с вшпуlслццх решеншяrrд,
в часЕвостЕ, в теорчI пtопоршетршrесвпх з8д8ч вшпJrкJIоfi геь
fетршш.

Этп и некоторше.Iругшо обстоятельства (параллолlзI тео-
ршfi вшпущшх фуцвцпП п вшцушлшх шЕоIестз, рост рsздшчвьц обоб-
щовшfi вовцелциш внпукJIостп, необходцшосtь аЕалlцtа tlцогOцблOвш!(
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8sд8rr Е !.п.) зш8шэ8DЕ в8о!оя!олъЕуD поtробвость в Boвolopol
сt8rо!шIесtrоI поддодо к обцш пробаеrаr вцпJrвtосll. С Еаrc!
!очвп вровпяrтавоfi полдод сос!оп! в пOс!роOВIх вшп}шOго 8Е8-
дха8 ц8 осЕоЕо !оорIх упорядочоЕшЕ!( вов!орsьЕ просfрsво!D. llЕц-
Il слов8Il, э palBsx посдодЕой !еорfl lolBo досlsтоqЕо ес!Oст-
воЕЕцI, обцш tr прсrшI путоI получп!ь о!во!ц Е8 Iвогпо осЕов-
Ецо вопросв rтобашвого харsв!ерs, сO)ФаЕхв l рsсцпрIв Е то
le sроIя богатство содоDаацrя дов8льЕого ЕшпJrшого 8в8tr!38.

В ваsес!ве освовЕlш г!обsIDцlD( водросоЕ вцдолfrDЕся дшоЬ
ЕЦО З8Даqr ЕЦПУКЛОГО 8ВаЛПt}8, !.е. 8аД8qЕ, СDОДЯЦЕOСЯ В ЕОЕOЧ-
воI ctl0!0 в IвJцOвшD пхвоfiвц Фуввцrоцадов tr опора!орOЕ1 Еоло-
tllедьдьш ца Еовусо зцпуrлrос s tol IJII шlol сцшсtrо Фуввцшf,
шлп IшоIоg!в. 38шlсод рабо!ш - подуqшD обцlе теореш о !8вого
рOд8 опOр8rOр8х f пов8вать, Е8tr э!l ро8удьт8тш прrrовяr,!,сf, прп

роIоЕrх воЕвро!вцх пробд0I вЕпJв.Iого 8п8дпз8, Еодосtушшх проI-
ЕlI дов8пьЕшI IегодрI. Подшовоr явдяшоЕ lpl lсошшовс8 !оово
свя88вцъа rеlду собоэ аадач (ш. [l - С]1:

I. Проблешt, вцдвЕпу!шо в 196I г. Г.Шово, свяtloЕцше с оЕl-
caEIoI IавсlцstrьвЕх форr ва аадашцо! Bop:cBel рошO!воо

П. Проблеш двоf,ствеввослt llшдвовсЕого, гtrазшш обрэоr
свя88ввцо о тооршоfi вшпуsдш Iпоаос!в.проrдо всого llооrоя Е
впдr проблеrc пsрslо!ршsцдlд авс!решrьвЕк задаtl lзопорпrоrрr-
чOсвOг0,пп8 с опOр8!0рЕшIх oграЕшIOЕ!яIх.

Цl. IIрФлечш постровlя лов8львого вшпJrвдого аЕ8лшlа в
просrраЕG!эах [авторовнча (К -прос!рsвствах) r, прецдо всего,
рошоЕшо упоIяЕуЕlD( внцо освовшЕх аада,r 8цчlсдовЕя субшффрев-
цlsпоЕ п преобрааовашпi Швгв прокlвопьЕцх вшпJrвjlшr опора!оров.

fiрlrт псследуоцш вшпукдшI авалхзоI объошзоэ очор,rпlsоrсЕ
Btroccшlooвot вовцопцпеfi дэойствеввостп llшпповсвого. Еапоrвш
а!о поввrЕо.

Пзrоtь Н - rовус,в К-прострsвс!во ! . Хвоrошrо Ц э
ff вавшваотсв Н-вшпувлlш, еспt 1,1=Цf;=t/ъ-Н,i..РJдJIя ве-
Еоторого р€Y . Элеlовt р€Y паацваЪtоя #-вшпувлш,
0сш р= {?Ui. ХеIду_ Tn?6..o." Р(НrY)зсех ,7-шпувдtв
аIоIов!ов t цл8ссоI ?{(Н, f ) эсохо Р-шrпувшш шовеств до!F
с?Еуо! ос!осЕЕовв8я бцоrцrя р * UЬ- дэоilсrпвопвостъ lllпшоз-
свOгоо Этш BsEoErcOcElI садоlвоЕпоI ЕшпувIого адоIоЕ?8 п ого
опорвого IЕоIостз8 будоч спстеI8тЕ,lосвш пользовstъоя. ПодFорв-
Eolr,llo лоrадьвш8 вшпушшl авsлIз аsЕlllЕотся IзJвоцпоI перовос8
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алгебрапческш(, порядсовцх и топоjlогшчеOкцх своfiств для конк-
рOтпо ааданноfi двоfiственностп ilипковского.

Стошт отчетuть, что llвolecтBo P(H,Y) Флп }tr(ЦУ),
что с точЕостъD до двоfiствонностш }lцнковского то rе сашое) пред-
cTaBJlяoT собоfi ковус Е прострапстве / . Теч саltшц tsоэнtкuет
основЕая лuнеtiшая эsдачs вцпуtслого аЕад}tза - задача представ-
левпя сопряIовного ковуса Р(Н, |)iалш, в эквl,tвалентной поста-
Hoвlco, зsдsчs изученшя упорядоченностш Цiоке

,У >-рТ + S-T. P(H,D|
TaKyn задачу естественшо, а в ряде случаев п необходиlо,

рассIатршватЕ д для прOшэвольвшх полOtительнцх оператOров.
0ововпшц тех8цчесш}tц tлаблошоч для }tссдедования задач об

упорядочевности Шоке язляотся следуDщая теореша декоlrпозllцшл,
воIOр8я уточвяется д конкретrcf,руется в раздшчнж с}lту8ццях.

ТЕOРFЛА. П у с t ъ Hlr...rH*- к о lt J с в в

эекrорвоfi рецеЪке Х ч / - неко-
торое. |(-простран ство. iiycT ъSrТе
-L*(XrY)-, о д о а tл т е л ь н ш е о п е р 8 т о р ц .
Неравевство

S krv.-.ч /",п>Т/ъrч",ч /b,n
хчеет Iесто для лпбы хhrеНrr...rh--Нп
В ТОШ П ТОJIЬКО В ТОI СЛУЛЧ
лш для лпбого разбиешдя 7
торs Т шайдется рsзбшенше
торs J такое, чтg на кону ceH=H.lx...
...хНпэш п о п а я е т с яоЦ >нТ.

Ёак обшчшо, разбшеншя 4r- это подоrtлтельнше операторц

оs L* а: V , превращахlцпо в KotlцyTaT}tBHшe треугодьнлIGtrr

сост8вленнце шз J, Т х д}rагонацьного влоIявшя Д пространсt-
ваХ вегостепеlъХ*; т.о. E"b=S;T"A =Т.

В частпости, для функцповалов .,и,|> d пшпут .,!>, ) 1 og-
лш ддя всякого /ra вшпошяется

H=Ht=... = Нm ) V ;, З/, ri r"-}.
Оluетшr Еовоrорше с:tодстЕIя прrведевноf, !еороIц.

СПЦСТВШВI.ilусть Х - локальпо-вц-
пуЕлsя решетка.r. -ЕлоIенвея " К-
п !, о с т t, а н с тв о Y'il Р(Н,Х)=Р(Н,9ПХ . ii о-
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Ilye Н оолsдtет
няка-.':;ошисаrт.е

Р (Н,Х)*={ч - v,
в т:,м }t тOлько
,r, фrР(Н,Х). J д е с ь
tsерj(няя решетка

свойствош ],ешет-

_р,) > О, /u" YJ ,
В TOlt СЛУЧаеr 0С-

Р(il-наиIеньшая
r нOтянутая на Н,

нсно, что приводенное следствпе ношет эфектшэно пршше-
няться в Teopиtl вшпуклцХ шношеств. }iапример,

сJцдU]tsliЕ2. Пусть ý лслучается шз
,;аров ;dшнковского ý , SeuRo С По-
шощьD операциfi сло8енияr .yllноtо-
tlиrI на полош}:те.лъншfi ска{ярr по-
ре:iода lc пределу в шетр!rке J(ayc-
дорфа ш взятия вшпуклоf, зашкву-
Toil оOолочки оOъединенur. Тогда

S-До[*ls"Й v 
Й)

С.[tЦС'litИЕ]. !i е ра ts е п 0 т в о дл я сllеша н-
нд;{ объешов

V(lr,.,., fro.t, 2) > V(?,,..., ?n.r,7)
имеет место для люOOго зшпукло-
го коliпакта l, Jleaauioгo в пJIос-
кrrсtп Н в RПrО J] Toli и только э
Toll случбе, еслш для сшешанншх
пOверхнOстных Wункциfi выполняет-
ся

,/l(a,, . . .,ао.r) >>, 7(/ь. . ., ?о.) .

совсеш хшого тлtпа

слЦgТdllЕ 4. J п е р а ,д о р T.L*(X,Y)
СЯ РеiеТОЧНШtl ГОШОМОРфИаilОU ВеК-
торнои редетки Х в К-пространст-
.во Y з T0ll и только .в Toll случае,
если для всяк oto 0<Т'4Тва fiдется
муль.т!tплиtiатор d-_э. Y i т.е.0<4У</
(У._Y+), т ак о и, ч т о f'=a-"|.

oT}t раэншО по форrО сдедсгвпЯ пршведецц для того, чrобш

ц?
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пок8зать, что обцшfi шаблон, д8ваешшfi теоршеи деЕохповиц!tи,
предоста!пяет достаточно шшрокио п разнофраэЕшо возшоtностш.

j]осле этц:с обцшс зашечаниfi останоtsrIся l18 линей}tых зада-
ч8х выпукJIого 8нализ8t возвикающ}L( в теорцl,tи Ёоке. l{апоtttдlц
пOстановltу этЕ( зад8ч.

ilycTb Н -коаусв Х, язляющиiiся верitнейрешет:;ойи
такой, что |J+/*=/. Мвксшtlадьнце элеtденм в (L*(XrR), >r)
н8зшваются хаIссt{IаJlьншшtt функцхонsдаllш ( соответственно f,аIсси-
Iапьяшо адеlrепЕш в шноаестве (L*UrY)rFr) - ltаксиllальныш}l
опорsторацf,). Слодует, зо-п€рвшхr охарsктеризов8ть ri88с}ltt8ль-
ншо фушкциошалц в торlrиЕах uх гран!tчного поведендя ( располоrо-
впя ядер), во-зторш( - оп}tс88ъ сдJчаи сillшл}tцлtальностп Н ,
т.0. сltтуац}l}t, в Еозорш( дlя fiацдOго пOлоtдтельнOго опоратор8
существует елшпственцшй шаксиllальвшfi оператор, шаrоршрупщшf,

его в упорядочевностп Шоке, пшшчп сJIозвttIд, случаЕ одtrtlствев-
ностп внlrотggдх.Oбрзшц внцшашчо tlа !оl что по сашоfi своеfi по-
cтаlloвKe этЕ задачl отttосятся к гдобвльноltу зшпукIIоllу аналпзу.

Сдедупщоя осЕованш8я в8 депоlrпозиции теороч8 поспт прип-

цltпшальшшfi хsрsктерr пов8зЕваяr что теоршя }tпtегрsльнщ( прOдс-
таэленшf, явJlается раадолош теоршш (-пространств.

TEOPEIiA. Граничнне в сIцсло Шове
опе
в(

пшх

р
Y)

8торн заполвяDт кочпOпепту
в К-прострsнство рогуляр-
о п е р s т о р о в L(x,Y).

сь

a

(Каr обнчво, опорsтор шазшв8отся грsшцчltшх, есдш его шо-

дуль в прострsнство операторов явдяо!ся llввсшlальншl.)
Пршведеввая теороfа пок8зýваот, что трудвостш, BoBHnEвtrF

щrtе в теориш Шовеrносят тшпшчвцfi для К-прострввстЕ харак-
тер. В чаc:!шостll, в свявш с теI, что кошпонеп!ш в пространст-
ве форr ве обявашш бшть поляраlш, особую роль прпобретает пост-

роOнtе естественншх граншц, дающдх аппрOtссиrацшl| вOцпонOптш

# (9, Такше граншцш в обцеш вшде в рвботах Шоке не сзроят-
ся. Теореша о коIпоновЕб долаеЕ оправд8ннцll следупщдfi по&чод.

Процде всего, вIосто шсходцой поставовItш

Н,Х n, R
в рассцотрешпе взодятся пробное К-просrрапство z ц опе,

ратор l1 € L''(X, Z), Фпкспрующшfi влоrенше Х з Z . 0пер-
тор 7е L*(Z, У/назшвается Го -rаксишадьцшll, есдп Гf, е

l+3



€ В(Y) 1 т.о. рассIатриваотся диагрslша

Н.Х ТТэ у>- |тl. Z

}trоrно вrtдеть, что То -"r*сrо,альншб опораторш r гавrе восп-
роDtзводят коцпопенту в пространстве L(Z,Y). Прп этоц в Z
yte возн}tкает гравица С/L(Н,7.} оОласть значеццf, вапбоtыпо-
го f, -rаксшшального проевiоф в / (провктора Шоrе Р6,4 ).
подчерrшоцrчто подобное опредоленше гр8вt[цш невозlrOаI0 в рац-
кsх первоначальвой постановкшi связавноfi с функцшоввдацш. Та-
киr образоr, yle здесь беа пршвлеченхя Сбцлц обдастеfi значенпй
не обоптпсъ.

Роль введенноfi граншцц рsскрывает следупщая осЕовная TO(F

реIs об анорц8дьвосlшr д8Dдltlя грsш}rчЕу] характорцsацпD ядор
цаксi4Iальншх операторов.

Тil0РЕllД. Cyre нпе дпбого Т.-у8 ксп-
llальног0 0ператOр8 Bq дизъDЕвI-
н о е д оп ол н ев пе Сh(НrТ.)dг ра нП цш
ilio ке ан орчальн о. П р'" ;;;;Vi|H,T")d
со8падае! с нашltенъшеfi коlrповоЕ-
тоfi, сOдерrащеf, общуD часть ядор
всех То-!аксi!ltаль!цх оперsторов,
определенйнх на Z.

следtет ск8зать, что э!8 теорош доказsuа в весъча обцш
предполоtеншях. ,iJ частпос!х, в неfi даrе не предпопsг8о8ся в8-
лшtlпе в Х структурш векторвоtr решетЕш.

Для того чтобш более нsглядtо покааать роль вводенвоil
гранхtЦlrOстанOвшllся на оДl0I специадьн0I !CJ[8CCO сlIпдпцх8ль-
н}л ковусов.llапоrнпш, что коЕус Н s Х TaKoi, чrо /./+У+-У
ч Н-Н=Х , Е8зшваотся сшrплrtцrальЕцI, осдш ддя в8цдого

f( -прострвства У aущaa""уе, едд8ствепвое вшIо!8Едо1 !.о.
седектор огобраrенrя

Т- [тЬ Б(0 : т'> 0, т' r"т} .

ВвуtрешнеО оппсавше lавцх воЕуСов - э!орая lB sадач ,eoprr
Шоко. Не будеr восрохзводпrЕ здесь ее общее рецонпо; 8 огр8ltf,_

,

_t
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чхIOfr пзлоIOвп0I cBoficTB ц8Lболоо шЕtсросltого в прпJIоIоншЕ(
Iсдасс8 сlIЕловсов Бауара.

Сrrплщrалъцаfi ворхпяя ро!е?вs // воашваотся сrsцдsр!шшч
KoEycoI шI сtшшlцпальпоl Е сIшсдо Бауэраl ошf, опорslор VH
ЕшIе!авffl в ФOршI олабо вепроршвоЕ - сопряIев Е t8B Е8зцв8о-
IоlrJr опер8rору ДIрЕдо ан оrsвдsртцого ковуса / .

ТВOРЦlД. 0перsf ор Дrрчхле fu" с!ав-
Iарlвого вовус8 Н I8ксf,llалеш t
f,доIпо!оЕrов. 06л8сrь 0го эBatlo-
цпfi ооrь

fu"<Х> = F rl(П.
Прr э!оI дIя ппбого поtrоап!елъ-
Еого операtорg Т воIIуЕsтпвЕа
ДlаГРаIIа 

у= fu-x
йt/,

Эtа теореrа о фвторчвоцпt, оппсшD8]цая с!роOЕlо IавсIIаль-
ЕЦI 0пвраrOроВ вв с!8tд8рЕвоI ВоЕУсо, поВ8зш8ао!, Ч!о В П8воСr-
Bol оIшq[о д!я lsвII roвycoE рssрвпrхs абстрвtвая вадача Дr:-

ршlоt посt8вдоцв8я Е8 грsЕцlо Дlово аrого воЕуса. Боlее !очво,
спраЕOлдrD8

ТЕОРЕIА. Пу сл ъ H.XсZ, l де Н -подпро-
СТрsЕсrво, Z -Еовоrороо К-просr_
р s Е с t Е о, п р ш ч о l |f+Z*-Z а Х-Р(Н) -РН).

(I) Еслr Н явtrяв!ов BoKropBol

{.

l

ропOтrоfi
пOрядв0
ч л о P<Pcf ,

(2) Ecr
heH, tоР

ся Евв!о

D tвдуцlровавЕоr l8 Z
а Р -проов!ор D Z т8Еоf,,
t о р(,х) = р< Н}.
l Р(Х>=Р<н> а Рlь<0>l;О 1l в
<Рсh, ш прl этоI Н яЕtfrоr-
pBof, роцолкоfi D порЕдЕе,

lвдуцtrроваЕшоI ш8 Z о

(3дось грsЕшцs Шо8э строштся о!восшrоIьЕо осloсrЕоЕвого
вловевrяХ BZ.)

Тs8ш оброзоr, абстрвlЕая 8ад8ч8 ]Iпршдо l(Eo! сr8Еп!ъся
Еs подlвоIос!Е8х граllltц trloBe ш, болое !ого, lопьЕб ва вц,
осдп I0латопьцо xlolb справOдлrвосrь пршцхпа I8EяIyra лlя
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решеЕtrf,.
В швчество пшIDстрsциш в этоf, тоороше равбереш одшЕ спо-

соб построевпя сиIплексов Бвхrар. [роц0 всого з8Iотпх, что
по тоорешо Фвторшвsцпш коIпоЕепта $(R) уовотоЕно дополвяоllа
в соответсввуDщоп слвбоfi топоJIогfш. Это последшое сэоfiство са-
rо по себе встречаотся достаточЕо tlacтo. Так, простравство аФ-

фtlнвш в lпsре Фувкцшfi обдвдает тоI своИстsош, что гр8нлlцшо в
сfшсдо Шоке rорш (rорш, сосродоточенвшо на сферв) аапоJlЕяDт

допоJIЕяошое в пуtЕош сtlшсде подпросsранчтдо. В то Io вроIя,
аопочно Io, э8д8qа Дшршсде в кл8ссе афшlньпс Функцдя Еорsаро_
щшца. В работе Jстав8вдшвается обцая теороша о перестроl&о,
ГПаСЯЦаЯ, ЧТ0 ПРП ПЗВOСТВЦХ ПРеДПОДOаOЦ}tЯХ В СЛУЧ80 ДОПОJШЯ0-
Iостц вошповеrrтш S40 IоIшо естестввнЕцц обравош рsсtдшршть
шсходшшfi класс фуввцlfr до Н так, чтобш всо пsрацотрш тоорпш
Шове (rаксttrr8льншо опорsторш, грsпшцш п I.п.) осталшсь прешЕ-
Iш tl в то re врешя / пороIдап бш сташдартпшf, сцчплекс. Д:tя
шетршIеовшх вочпаlстов уд8ется опшсать сдтуации, допускапщпе
ДOС!аТОqНОе ЦНОIеСТВО ТаffrDС ПеРOСТРОеЕ, - ЭТО T8IC Н8аШВаеЦЦе

тройсп с СЕ -своilствоf. В частвостш, ддя пространствв ,/ аф
фпввшс Функцпfi в шsре и дпя шбоfi сосродотоqовноfi вв сфере ве-
роятвоствоfi уоgч ,|lec бsрщOнтроI Ф существует подпросЕрsв-
ство #>/ , пороrдапщое сшIпдокс Бауара с Terrш Iо граншtlпцIп
своfiстзаtш. Прп агоr ддя Еепрорцвпоil фунвцпш / ва сфер ре-
ше;яае Юн l а8даqш [шрихле з точве а, дsется форllулоfi

fl"|@) Jфl*
В sвстшостш, тавоfi поростро!fuоf, (одноf, trа чног}tх воаrоrвьоr)
являотся прострsЕ ство гsр!lоЕшrескш( Функцпfi .

I(овочво, сфорчутшровsЕншо ЕеороIш воспрппшIартся а8Е весъ-
ша абстравтншо. 0тцотlц, что 9!о свяttвшо псвдD,Iитошво с абст-
равввоfi посташоввоfi Шоке uсходвьш аадsч в дsлоrо продэшttутоft
loollptt. В то re вреrя ваtется, что пршЕеденflцо роаулътs8ш
поr88шв8Dа но тOJlъЕo эвуЕрOпЕrD содерйатольвостъ гдобвпьвшr,
аадsч вшпуttJIого 8в8лхаа, шо.,п 8еразршввуD свяаъ граншчвоf, тео-
рlп G тOорде! упорядочеЕшьц векторвшх просrрsнств. Последвее
обстоятельство Iво хотелось подчеркцJrть особо.

Перейдеr в покоторшI болео воввретЕшI роаудьтатач. }tцов-
Ео, остаЕовпIся tta прсблеrах пsрsшотршзацхп trзопершетрпtlос-
Ешх аsдаq вшпуклоf, геоIотршш.

l+6
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Как шзвоство, пршrоноЕше qшо!о геоIеlрш,lесвшх Iо8одоЕ
сщБцо дшlшЕпруот чшOдо допоJIпштельЕц огрвпчевпfi, уqас!Еуь
щщ( в постаЕовво sасlреrальвоf, залЁtl!. Yre дво допоJlsf,!едьЕшх
огр8ндчевпя созд8Ilт серьOаЕцо l, кав пр8впJlо, ЕепроодоJl}flцo
трудЕост! для рошgЕl8. В то Io вроIя с точвп sроцпfi обцпх це-
тOдOв тOOршх аЕс8реш8пьвш зад8ч трудвос!ь к8чес!вOЕвOго 8Е8_
лшз8 от чшспа огравдчецшЁ цо 88вшсш!о Существенпrш IоIоЕтоI
явJIяется парацотршrацшя аsда,lш - вшбор вокЕорвого пространG!в8,
в KoTopoI будет проводп!ъся хсG[одовавf,о. Прш 9тоr рsзJшlrЕшI
парачOтршI8цшfl o!вOqаDт р8эItчвцо кпOссц допусlвDцр( роIOЕl0
з8дsч п соотвотсfвоЕЕо раздItrвшо крдrер8п: оптtrIапъцостц. Рао-
сIаsрttваllтся две вашбодее ес!оотЕовЕшо пsраIоЕвпэацlI ддя аа-
дsч rооцо!рпш - стру8тур llппrовсвого ш струвтура Бляшtrо, яD_
ляпщпеся D IзвостноI сIцс,по двоtствопвшп друг к другу.

Прецде всого, IсJIассш,lосквi rетод парsIо!рцаацип llпвrовс-
вого, ос8ов8шншfi ца ковцопtlшп просЕравства tlвoleclB, раэвпва-
0!сЕ ддя aE8.tr[tl8 88д8tI, в воторщ прЕсутOтвуD8 опOр8торвцо
свяэи. В часtностш, вшпцсшв8D8ся эфектшввшо врп!оршr оптдIаш-
востш (ураввовпя Э!lлера - Лагрпrа) длfi з8д8,It в коsорьш прtr-
cylclвyDт усдовtrв Еlп8 ввдDtlовrя : ПрепоЕпо сtIIеlршчЕоШ, Оро-

шецшо содорпl!ся в даlшоf, Фдгуроf f, t!.tl.
Прrrвцшппаль8о другsя парsIотрпзацшя - струвтурв Бляшве -

по8эодяет пршопяrЕ Iо!одц Фуцвцповальвого 8в8п!а8 в псспо]о-
вавшп а8дЕq, но подд8Dцшхся тOхшчIзо простраЕства цЕоtOст8.
!lчввшо, вдось дя вдоаоЕIя trвопершIетрЕчоскщ звдsq в аадаtIп
прогрsцшЕроз8в!а шспользуDтся поверхшостнше фувкцпп (rерш А.Д.
Алексавдровв). Шдея т8вого пошодs бнла вшдзuпутs ощо в вачале
эеlв В.Блящко! одваво ее тохдцqесlзое оФорrлевше ст8до зо8шоI-
ншu совсец нод8вшо. Прп этош удаотся сущоствовЕо рsсцЕрштъ
класс лппеllпьlх з8дs,r ш:}опOршlrOтрIлчOсвого lшпао

Поясвшш d8честВеЕнуп сторопу укаа8внъ['( двух ЕоддOдоВ а п8-
раIетр}lзsцtлц таts}D( а8дач. Пусть, как обьtчво, Щ/frfu- Botlc
вшпуЕJIьtх коltпактоэ, факторвэовашшвfi по сдэ}tг8ц, п Q|o- попус
поверхлосЕЕшх фувкцшfi, т.о. полоtrlлтельншх Iер Ir8 еэкдrrдовой
сqоре Zn, орtогоцальвьD( к спед8I лштеfiвьпr фувкцшовалоэ.
uTpyKTypa i{пцвовского э lQ f Ro аавоштся BJIoIeHиoI .с поIощъD

дзоilствевности lilцflковсаого в простраЕотЕо C(Z.r)/Ral 8 oтpyls-
тура Бпяшко - впоIовtrоI в сопряIеввое пространство (C(Z.)/R\;
сос!авле8ное шз рsзЕостоИ поверхностЕьDс ФувкцшИ.
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0бъекtш
п8рацетрпаацшп

Сгруптура
МШЕВОВСКОГ0

Сдрушура
ьляшво

itoнyc чшолеств

Двоf,ствевдшfi конус

Полоlштельншfi конус

тшпичннл лшнеf,цшп

ФункцшOц8л

tsогвутшй функциовал

Простеfuая вшпуsл8я
програчч8

0гравпчовше
спер8торнOго тппа

Цена

Дцферешцпал объоша
V () в точrе .f,

пропOрцf,онален

То /Rn
(rо lR9*

п:
V, (r",,) - щирина

V
J/a

(.)

задача
Jршсоша

,I, с ,а.

поверхность

/,t
Za

I dЕ

иfu
пL
ИrL

Vбl")- площsдь

уlП,l)/п 1.,

Ш3UПеРИuе8РПЧеСКаЯ

8ад8ч8

у(а).rч(а")
подоаптельц8я

Фувкцлtя

f-

_р- Jadrl|
Zп

Ваrяеlfurе соотноцепIя уfisавпflьD( cтpyвlyp вlддц шl !абл. I.

Таблшца I

Шз этоfi таблицд след/втr что в структуре Бляшке уравнонше
Эilлер - .1агранrа дJIя кJIассшческоfi цзопершшетршческоfi задачш
иIеетз}lд 

а =Z , tпар.

Тец саrнц очевшдноt ч!о решенпе задsчп

Y, (а, уl)" lj (l=l,._., ftN) V($)-lup
иIое! следупццfi вдд:

Е-Ёпв{э,
Наfiдецg способ Jвosa разлпчншх ограничевпfi, сЕяаанЕш с

этоfi таблпцеf,, ш соотвоlствуDщпе конкре?ншо пршерц. 0тшетшrr,
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а

q!О СУТЬ ПOЛJВOЕВОГО ВДОСЪ СOС!ОПТ В УКаЗаНЦШ 
'0Х 

88Д8Ч DООIО!-
ршш со шЕогшIш oграшшqевlяIд, рецOнхя кOторЕх вшпшсцв8Dтся в
flввоu вtrде.

Стошт подчорввуsъl что прtr 8Е8лrзо коцrсротt!щ пробпоI пред-
стsвляоrся цедосообрsзЕцI воIбпвшровs!ь предлагаецвfi поддод,
основаввшfi tta обцрс функцшошsльно-аЕаJlшlпчесвш( uетод8х, с
кдассцчOсlсшхп сообрашевшяItл, ваприIор с Iетодох сиIlо!ршlr8lцlfi .
Тав, аадача lаЕсtrrш}ацllи объеш прп аадаввшк шнтеrрsлъноfi шп-

рше х толщпЕо Д , как в!цЕо шЕ} т8бл. I, но являе!ся вшпуклой
э рsссхsтр}tваоцю( структур8х. Теш ке цешее одвократЕое прш.е-
ненше сишl|етрпзациш a{днЕовского поlt8анваот, tllo ревевше дош!
в кJIассе цевтралъЕо-сдшrетрпtrншх Фигур ш, аЕ8чпЕ, оптшltадьносlD
Фиl,урш обеспечивается совцестнос!ьD сtrсtешш (для некоторого
Z.'Zo)

zl0) *,р Gr. , €_r.) -> *аu(i) *ч ,

V ё) - |/n [. Ц = z V (7о, Е) * //п,Б (а (z.) * й(- z.) ;
za
а'7|= /2 а (х - ,ltlvpP)).

Такпш обраэош, позерхносtь вшдs е/0)",F(€".+С-r.) lшeeT
вашбольшпfi объец среди всох теJI с тешш re ивтогральноfi шпрпноfi
ш tоддlпшоfi. Лра п = 3 подучsоц так Еазшваеrуп снрообраэвуп
поверхность вFlщенця постояпноfi кршвпвнц.

0становшrся r накопец, Е8 пршIоIоЕпя:с к проблеI8I доlсаJБ-
8ого вцпукдото ан8JIttза.

Лустъ F,,{+ fЦ{'-J- вшпуttлшfi опорsтор, действурцлft цв

зеЕторвогопрострsнства Х в К-прос!ранс!во У спршсое-
диненншI ваибольшпц элоllоЕтоI +rc }l

dom (F) ={.ze Х , F,z<* *J
- эфештпввое цноtество оперsторs F . Мя точtсш .Яе йm(Г)
субдrфорецццалоI оператора F з этоfi точке Е8зшвsется шЕо-

IecTB0

аЕ (П={А. L(Х,Y),Да,Да< F,z-Fа (,z-Х)).

Kpore того, каsдоIу лпшеЛноrу оперsтору Д е L 6,Y) отэочаот
элеЦевт F'д= бLlр..(д.-F,).

.r"dim(F)
ц9
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Теr calшl воавишаоl проФразовавше Dвга F*операторs F .
В табл. 2 предствзпопц реэультsтц по вшqlсповш субдrF

ферешцпалов п пробразовавпfi Ювго.
Табдrца 2

IIустше к:tетвп, относящшося к общецу случаD, заполшевц в
посIеддее вршя.Oтшетич адось Ie, чт0 счlу8цпD в покальЕош аЕ8-
лшо сподовало бц пэобразшть по цевьшеfi чере Птрехчервоfit'таблп-

цеfi - суцоствшное для пршJIоIевlf, вначенше mrroDт усJlовшя, прп
lсоторцх вцводятся соотэетстэуDцле прsвщIа. Не вдаэаясБ з дета-
дrlr подlеркшешrчто с!епонь ааполвешностш твблицш по третьешу
изIеревпD в общеш слуqsо ве IоЕыш8я, чец дJlя скадярпш( ФуЕк-
цtrfi.

Вряд дп шоет сIшсд внпltсшвать все фрtулш. Пршведеч

тодьво одду напболее шдеfiцуш f, BoByD дsI€ в свsлярЕоI случ8е

Форrулу для вцчtrсловшя субдшФеровц}tsлs супорпозшцдх с о-Ео-
50
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0поратор Субдшферевцшал Пэооffзаэовавпе

E,F.,y-yup-1
Fl*F,

Fr.,E,X*Yutt-}
д. L* (Y,Z)

д"(пчп)

Y =JR
](ац - Бавах:
llopo -

РоrЪфеллар

каппоровшtl:
Jlевшп;
00лцдI8Е

Y=R
Цоро

Z =Y'=R
дубовшltкпй -
lliлшлпш;
црIвцдIl
Jt8граЕIа

ддя
рпевпfi

Z -Y=R
!IоФбо _
Тшiбrиров;
пDшЕIIпп
JIЭграЪrа

ддя
зваsовшfi

F,X*Yu{**J
де L* U,Z)

A"F

2 - R,YсА)
лоDш

F,X* Yч{* -1
4:У* Zu{+-1

G.F

Z =R
Гошвтоflв:
крпгерпf,'
оП8Пц8пЬ-
востш Па-
рO!о



a

прорвввшI воsрsстsDIlшI опорsтороI G з

О" (c"F)= {Д " [ао G)] ,А-лао{г)€Оr.G);А.r(y'"'Lr)J
3десь fr - вшутреsЕяя точк8 в dлтz(F), тоqlcа Fa - вЕутрен-
sая э drrt1-(G). Опаратор [И] для слабо порядGозо ограЕIчеш-
ного lrнolocTBa И в L(X,YJ деЛстзуот пз f в прстрsнотво
(YЧ* огрsндчоЕвьD( по. порядку /-значшшс функшиfi па И
по Форцуле [П]а=(До\.п. 0ператор д, осущос!эJIнOт вс-
тоствоЕвое отоцдоствлеЕшо прострвстза У с подtrрострsнствоI
конст8шт 

" 
(YЙ)_. Еак вшддо по струвту,-ре пршведеввоfi Форшу-

Jlц, ова тесцо связаЕs с довоIпозшцttоfi. IIодчершtеr, что спосф
получевшя форчул яэдяетсЕ шовшI даIо дIя скалярЕш:с 9уввцшfi.
Этот тосво связаввшfi с теорпеfi Шоке способ основав, нефршль-
Ео говоря, ва !oI, цlо в с!щr двоfiственвосtш ilшцловского суцост-
вует пшшь одrrш существешЕо нолЕвеlШшfi вшпукашfi оператор - опе-
рsтOр вOр{Ееfi грани, на веобходшшостъ авалпза которого, в8к

ведавltо стадо шзвестlо sввору, указцвал еще д.лобег.
0TlroTшr, что сегоддяшЕшfi уровепь эапоJlвовпя табп. 2 по-

звоrlяет говорlтD об пзвестноrr а8воршовпп проблеrатпшш локадь-
Еого вцпуЕдого авадпаа.

В заклпчовшо tдошо сдеtrsЕь следупщшf, вшвод. Представ;tов-
Еше роаультатш, базпруDщпося Еа едшЕоц поддодо, свшдетошст-
вуюl! о пподо!зорЕостш п эфевтдвпост}l развптдя вшпувJIого sвs_
дшза ва освов0 !00рпц упOрядOчевньIх воЕторпшх простр8пств.
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