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0ПРЦШ,IЕШ[В omrgr:x СУЦlШТВOЦНШЯ РвЩЕшПЯ ш

сюдillФIш штвдщ! с пшOцшl ЕспшOгАIЕIьцOг0
0упшшOншыlOю урдвшвнхя

Б.А.ВорrаШ

В сrатье проIlагаа!ая епшil полюд в опtlоIo!вЕrэ обшоrr
oyцЕоltoваtlя роrошя в oIolo прrбшrовшх Iо!одоЕ ,ппа спо-
соба Ньптова-fiапtороDrqа л!я роrошя шолrвоlщ опарs!оршшх

уравшевпfi; ва освOво эlOго полIоIа поIучаЕц oбOбшЕri f, yol_
IаЕпя pslв роsудыа!о, pa0ol [I-4). yBaBaBBrf, обчrl полход
свя8аш с ooolaBtoвtgl вспоIопаIO!ьIого фупrцrошалъвого ураs-
ЕоЕlя, оrчасlr поIобвого lory, rо!оDоа ltоtучао!ся Е looprr
дIlаItчOскOгo прOrршIIрODаЕIя.

I. PacorarpBaor пDпбrшов!оо Do]oвra BollBolroгo опор8lор
ЕOго ypaBEOEL ЕrIв

|tc) =9, (I)
вюсь {:S->Y - Eg.rrctrf, опоFrор, ошроIвIсвшП rа о!-
ЕIпlшIЕоIаGIDOФСХ , гдэХ lY -прос!Dаlо!вs Ба-
вап. Бзlдвr првлпоrаsаlD, чtо oylpolDyo, проrЕDоIlая Opro
fl(s) l DЕпоtЕоЕо ycloDro:

ЗК>О, ]*, 0<r(<i : Yo'l аое9,

l1'tcr1-1'ttrll< К lcr- fr.l'. (а)

Пуозь вшбрв элоIоt, а..Ф в 8ачосlЕо ваqальвого пprбrrre-
Ехя ! сtрзп!ся поGIоIODаIOIьвOоID прlGrrrопrf, по Qодryrаr вrла

?э



а o*n = Го tc^). гдоРл'А3!, lt=o,tr}r...;

цово!ошо оцоIвl9Ё, опIюдапоrпцв, вообlа гоЕорfr, вs подIвоI0-
о!Dах An 9) , Г^tАп).А^*, i laar прr9Еовпо оOшоЕЕого

цоlоIа [IJ oooTorl в DшчlоlоЕln птоDащt по larolý пDвDlду:

i,,.tr=r,п-[1'tс.i-'{{,{о). о)
Прr шоr уодовrя сходцооti шаFцril r обrаош рsсподоDвrя
решOЕIя вшра!аD!Gя в !0lrшЕаI 0цOrOr BOIf EOtoloTT вOв'OрOЕ х
опвра!оровi laвr дш процоооа Ф) зрбушOi oFoдrDlls 0цоlш:

а) оцоrrа Dо ЕоIшш опоFпор" Г.=L{t*Л'шIlt< Ь. ;
проIпошгаоlOяо ч!о а!о! опороlор оJlаоlDуgtз 6) очовrа Ia-
sалDвоf, EoBrвBl ?">ll[f tc"ll = llx,, - с'ol ; э) rorctarв К
в уоrовпr (2). Пв эшх ваш,lli соо!аDIiоtоя ЕаIо!O;вя lоtо-
!аЕ!а rlo r rrра]ця роrDt Епоtto аЕалопrlцуD pott lввоо!Ешх
бвврвrощх чlосtr, EoвErEaDlE Е !0ош фrвrчоового подобrя:
э!! вOlrglЕш оrчш 8llпtорпol суtlоOrrODаIхл шlOрооуDrЕго BaG

яDtовlf,. Т_аr, э рб9лв [I] yoraBoBrcEшtrloroDli, rогIа ЕсравоЕ-
orao hо= Ь. Кlо{ f гарапrrруоl оушGIвоЕаIIo Frоцtя t
схоIшооrь шсDацil €) (в пDоIпоrOгавIlr ч!о orlaorDyo! Bl0-

рая проrвDоавая 1" СТ) ); э рбоtо [ЭJ дя Blaooa o|loDaloDoE
о yoloDral ГёIDIэра (2) поrучоl аЕалогrшril вrгrорd D ЕIло

h"=b"Kli . (i*)* firя шпOrшроDаЕlого процоооа, в

,lao!Eoo!l, прп о( = l о"-" h.< f 1. otrсlш, чrо Е ЕоIав-

по повэlвrаilоi о!а!Еэ [0], arlop lotoDd, o,roDцlor вб ФI
эIator о рболоil [5], пооrалшt DowrDlat ФЕ повtоDов в ocra6-

2. ПоFходш в lotlDlpoвro ,!оЕlr!Oг0 эшо фвruоIалDlого
5tрЕЕовlя. Iш оtрош rаг ва rагш прrбшпвш fr^ . floц5lolrr,
ч!о yD rаllаш" tоlа,tlаt пооIоIоDаtоrЕвоош {Со, i. r...r а,.., }

r поцlqош оцоЕrr Dп, ?n, h n , аЕIогtпЕIо D. , |о l h. fir"
опрсюrёrrоош ш Флэr шrD D Elý процрсо Сr)). Во шотrх
оryчаяIi qf,olu, шшдrс рбоrш [Il, поtrчаоr trЕЕаllшо оцOЕ-
Bl о пoIoED ээцrрраrЕu:l оошвOrошl DrIl:

?n.n= 
}th1l1n, h,.*'= Фth,.t, п=tr2r... . (0)
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6 06шсtъ распоIошшя роlоЕf,я sаIаё!ся рдуооr фар
Ko>f (П")1" (оrо ш r аоФрвошя поIуlrпrъ воsIошо tочвоф
где f - оФ одlа Фувrцrя, KolopyD ца даЕвоI 8rапо очlrаоI
lсвоцой. В вачоство ощого 18 уоIовхf, оходtIоо!п процOсса прп-
IвЕяо!оявrлDчвЕrоSо=StСоr?(h.)?") € 0 . В алоt сфе-

ро Е лшЕц оалаЙтьоя iба прiСiiввrя Х,. . Прr э!оI Iш
пршоIш Е aolocltoвEory лрбоэавш

S(*^.., f (hn.l?n.n).5 tT,., gth,.l 1n ). (5)

Прr rовсtруlроваЕrп lоOраI о дооtаточпraх усtовrях прпуовшос-
зr прrбппrаЕЕого lolola ш прr sаIввЕrх Фупдщях Ф х I Io-
lol по-раЕвоцl о!рошъ Фувrцrп f r удOЕло!ворпrцуD соо!в0-
цовшяr (5.h прп alol, в оп\, пI}tЕцIпа_шоЕЕЕш Фер, rB (5)
r tf,rп ?(hл)?п=U буIоt слодоэа!Еr tlro 1bi,man=8^ . Вrдше-
впя (5) Bloolo о оцоЕвоП'lп>Шап*п- Сrut прrводя, r ве-

раЕвЕсrвш (вдооь rt= 0rl,Lr...;:

f(hл)?п>?п+ч(hп.,)?п*п=?,.[1t}(h")qtФth;l)) . (6)

Для получевпя вовIопо бопое tосЕшх оцово8 олелуs! sдось
paoololporE прлOrъшfi одучаfi раDоlо!ва, п Iш прlх0дlх к Фушt_
цховаJIъвOIу уDаDЕOвш Iля tвtrвЕсствоП фувrчrп .{ :

f thl= { +л(h) cj tФth) . (?)

9т0 ураввовш peracl о поlOЕD !оореIц о olallxr прпrевёв-
Bol в полвоlt, прос!раЕо!ву G,o,*, (iочвео, 8 rарJ V. 0,
ol. шпlо), гда К >0 очпrаоI tвDоо!ЕцI.

.'IЕЦШ. Пуоль 8алаЕвша фуЕrцrш
ФrДе С.о,*, удовrоtDоряDt уоIоl rD

,Ф(t,о,кJ)с[O,кl . тогIа в облас_
C,"*;lgl< тЬ}

t}ll=t<{

, 
"\/=tf. оуцOсrЕу0! 0дIЕ_

рOцOЕI0 ураЕЕоЕlя (?),с!ЕOвш00
раввOе

-тТТЕТ 
(s)

.ДOШДШtШЬСlts0. РаооrоlIвD опоFrор Г ' gthl н> { *
+ rthlgtФthl), opo".pur"] 

"no 
-Г 

явIяеrся caatxol шарц
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V, oorrf, ft.V, to
l

lЕtq)l<t.+n}trlш< fr l

llFt1.)-Ftgr)l<ltrt 11.: %ll .

Поэrоцу, опроIвtlв tt9pацlr f,,,..= FСqп) , 9o=-l , ш поlr-
t.ч!I, 'l!o t,tД f"=? r тIс t - Domrto ураlвовrя (?).

Шаlля в яDlоI ЕlI0 ?п , прIIоIII r форула (8).

'. 
Порохолш I прlIапоЕпяI ,пsашого опшоба ошролOIоЕ!я

оdrаолr FопоIошвlя рсrошя эаIвчr (I). llачвёr о процоооа Ф)
в Biaooa Гёльдарв (2). В aTor o|y,laв оааэцваоrоя, чrо

trth)= # ,h , Фt}rl=(1*дЦl,hr]"^ (9)

Этr оооlпошоЕr, ЕцDаIoI прI допаsаrолъсrво лоорш I; tal la
по;а8а8о, шо уFrЕоrrc tL= Ф rttl . 0<[< t , шбаt 9лiв-
олвоrшil sopoвb Q=Ot*l-. * . Iоtовl, Iоваэаввоl tшfо ,tol-

IB вшпоIlя]rоrr оолI 
"r"rъ 

К= 0 о !аtr Iаfi прr O<h*ha*

"rаш 
0< Фthl<h , 0< }thl< }tkl = llt< { . поэлоцу ФJвr_

цlоIаlьпоо yDцEBoEro (7) прr.цшоrЕоlt (9) пrош poralro, r0-
!ороо Iц обовваqrr буввоt g * . аш расоуIлрвrя sаворIаD, поF
го?оЕв5l lвtotattя сrодуэlвi tооDош.

ItsOРtsIАI. Пуоtъ II
l EOrolopol Еача
ЕшпOtlсlш аIбIrD
l.Зtltт.fl-'=Го, lГ.l(В.. оо ;

Э.Зl'tсl .l Dшпоtlоiо ,ctoBIe (2)
в оФаDо J_ 0_цсlлроI в ,очво До lpaJrroor R->?*(h.)?. r DIо Фувк.цiя
f*- рOr,оIlвл Jiа?Iоtlя (?), прr-qir Фrrtцrr 

^ 
r Ф опродоIоlu

co0ll0toBlrlr (9);
С. h.= ЬоК 1* < Q t*l.

Тогtа JDaDicBlo (I) IIоо! polo-

я ,раЕЕовlя (I-)
льЕOi tочrпао
lr0 усtоDlяз,, 2. l[ 1tc.ll < 

1о i

ъ



цпо ДХ в оФвро 5
(' ) охоIя!ся 8 с

Топоръ опродOдяоI

прrбIltоЕlя
прIqеI

/-* = Ф(h").

f
х

Ic,n-.r*ll<E*ch,.'t!,.l |п=Ii 
rrhrl, hn.r= Фth;,, T\=0,t,-.. .

ДOШД3АТЕПЬСТВ0. Iн rопольвуоI ЕоЕо!рушцrrtr прIIsЕёввуэ в
lоорош о ш!одо Шьшвовд в рабоtо [Il. Свачала доваgltlаоI,

:ri з*8.-уо! опоtвтор Гr=tt',.Сr))-t r чtо llГrl-<
* pt- l-h. . С элй цолЕD рассв!ршваоI опора!ор

P-[[1'tc.l - 1'<.Tnl) t првslяш, что lPl<ho=boK tt t 1 ,

L=tl-Р]-'Г. . Ддлое попошвуоI равеЕо!во }tc.)= t(Tr)-
- t(со)-1'!С.)tтr- Со) , прпIоЕпв вотороо вцес!о а очевпоi ý)

о!аrьп [3], rаходrr, что

Шг. 1tc,tШ-< #-TJ =}tho)!o.

ho
h.= В,Кli =tt*дf*( тт.

Пороход o?_Eolepa П в ]I+l проходl, аЕалOгlчЕо. Вводёв-
шая фувшlця Ф ЕопроршвЕЕ| IошO!оЕв_о Boвpaclaol r вшувIа вв
IвоIесIDo E=[0,t) , Фt0)=9 , ф'(о)=0 ,1,1m Ф(h)=-
по9l.оIу урвЕвOвхо h=фСhl , hеГ, ""rrr;#i";;;. *:
"u"". 

Q=Q(д)>O (rроrc h=0 ). Подотавоэцоf, ввачовпп h=*
, h= ft уфlпдоrоя, ,no ift< 0 tаl < f ; длsо,
0< }tht<I(Ц)< * ,, }te t0,0l .

Тавпr обраоr поIуч8Ец фуплцдв (9). [ля вавершевlя доrава-
,0льс!ва шц пOЕа8шваOц с п0I0ЕD ц0!0дg Iа!OIа!пчOсво! rвлув-
цtlr что поO!роЕпо по Форryлац В) послеловатольцостr {*^}
BOBIOIB0, ч!0 xloDt цоGto вшDчовrя (5), яlляDц[осяi Еа Еаш.
в8глядrвOtroloЁI аЕалOrш прхЕIцпа lBEaptaвtEoclt !8 лOOрII
дпваIlчосffого прогFIIх;Iовашшя. Навоввц, посвольву СVпl }in.f h,.,
}thn)<}tho)<l, l,цп g*rh"l1ц=лO , lo с поIOцDD прlвIgпа Iйо-
IоЕЕц царов ваходш, чtо'] trд an= tr* r чзо { 

(с*)=0
(поалолпоо поцуqао!оя порходоi r прsдоду в оооrвоцоЕrп Ф)).

??
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сtrвлOтпiЕI. Пусrъ
впя тOороIц I
сЕOрOс!ь
lIoo! порядоr t+Д

дЕOЕш усI0-(&). Тогда
ltорацrl
!очвоаJrr.>0:

п0
<0
!х

,

8в
h с

ш *л.п- с* ll{ 1n**ii [, n**l* r-''ttrtaf- 
tt/*.t 

-h.i' 
1" . (Io)

СПВШТВШВ2. Прr
!оорOIш I r
= h-'(t -r/TTh ), .
(I0}, где m=t .

прп t=1, f,I
DспOIЕOЕа

hо= Dо Kti . 1+о( l

уоrовrfr
о е r gtth)=
оцOЕrа

8швIllfiПв. Слодотвrе 2 повtороt раsJшrа? !оорш х._В.
Iавtоровrча о Iоlоло llъэtова rB til с эаrЬвоШ уоловrя о f"
Еа уоловI0 trrпппцв ддя t' пр 4 = { . Далоо, шорrа' I
лдё1- 6олоо оrльдrй рауль!а!, ,lol loopola 5 вбош [4J : в

послоIвоl огравпчOвtо ва h. lосlgе, а шrевво:hо<t-tttЛ{
<l/tL+l.lf 0i*l (в t+J,,роль h" rгрол Kfi r !а8 Bar

Boвclaвta Во ввлDчоЕа 
".-К ); Bporo лого, ооъоввая обпасзь

Eloot в [0] равrеэу> #*-Ч}_ = l - rlтп;l '1.> 
g*rh.rrlo

(адооь rопоIъ8оЕаlц соо!воfопrя (8), (9)), шо укаsшваол бь
Iоо вшооrJш !очвоо!ь оцовfir ocBoBBol обласrп в toopolo I двв-
Boi рболш.

tвOрвIд 2.
!00рOIш
обра8оIз

Пуоtь вшполЕоЕш усIоDr_я
I, 0!0дJDчrц

R>9|th.)rl"f t*f 1", }"=[tr*дЁ t\/e i
вiосъ Y; -рsшавlо ФrЕвцпоЕ8Jlь-
вого.урsDшоЕ!я (7), в rолоро'ш
,rttl=t 1 Е ФуЕвцlя ф Ешраааоrся
чsров tr ?ак tor каr э форшупе(9). Пусtь

й. Ь 1L{.*,r'=Г, lгll<Ь. .

Тогда в 'оФорв S=StcorR) у,р8ввевIе

?8



(I
Iy
пр
llp

) rrоол роlоЕrа I)t; х Bolopo-
сIOдяlOя п00I0IоваrOIьвш0

rблlIевпя оовозЕого Iо!ода Ф),
rчёr

hо
тт

,t+д)п -t
J 1

ЛOЕА8АIЕIШtl0 подобво ,orryt чtо бшо.дп1 тоорш I. На

аrо! рав Е сrду пpoIJlOIslBol оцопrr шя llГ l qувкцдя l ов8-
8вtаO!оя бопоо прооrоШ, чеl в оцчао (9), ш уравшовп0 (7) ро-
цаоlоя прочв (ФЕЕщл 9i. Dшреraо!оя явво чорв h r tGад

s!о ува8аЕо в форryлrроЕвв !ооDош 2; подробцц0 ЕцчIоловшя
опуоваоr).

ToopollA 2 обобчдеr rввеслшf, рsуIъlа! рвбоrш [aJ, подуsа-
ешfi вдвсь прr / = t (or. тшсre ошшэ [Э] 1.

.[птора!rра
I, rДflЕOЮЧЧн],l: r!|"з$Iз?,iЦrffi,9f,IЕву** Iа!оIа-

2. IшсOВскШх lД.ц. 0_охолпrоолп Iоtола tr.В.Шапtоровrча ддя ре-
!оЕIs_волlЕоtrцх ФпвцвоЕаtьЕцх yрэвошrl_ r ец9 прпrgпевr-
!I..:Ъооrвш Iовr-шрлспого увrЬёрrшtа'] Ё II, 1953, с.
25J}8.

э. BEPTtEhl Б.д. Об уоловrях пDIIововIя Iо!ола llьрзова. -ПДоtrл. Дfl CCCPnr 1956, r.IIOi Ё 5, с. ?I9-??2.
0_ ЕI[ДлВ в.в. шсltопrs lctboё tдdсг Цtld dlffgrодtlеl condltl-'- orlв.- nJбurraal of Сошрчt. апd Б]rstсц ýсlепсе", I97orvo1. 4,

Ш IIP.I9 - 28.

lcn-c*|l<(*f^ 1. It -(

Поат5lпrrа в
5. п.

Р!.-l8Д.
IЛ5 г.

0rд,.

a

,l9


