
I9?5 г- оптиlltl3 пlдя lб (зз )

llоделп дпвашпвп п раввOвбqпя

уДt 5Lз65.о;L2.122

В Tooprax о шгrс!р&пп Itrя лЕЕвцIqооlсlх шIOrci долгOорOч-
Еого пIаЕпроваЕшя, доtававЕшх Р.Ралпороч [I], I.Iорrгшоi [2}
В.П.Шаварrъп, [r] t дпугlrr, рвсOtвlрrDаоrся, вав правItо,
aalrвyla, Iодоль эвоЕоIlвш тrпа Доовзьева - НоtЕапа _ Гоlл с
торшвальпоl цоловоl Фвrцдеt. Дrя подроdвого вEaaolclвa о

двввоf, проdпештrлоf, ш роrошцrаr BBrry [4].
дsЕвая 0!атьа пос!ялЁва tвoclolpaшD пваrпчосвй lолвll

эвоношfft, BoloWD JOловво цоrво вавва!ь IодвдьD лоовtьева, о

цоIовоfi Фувпlшэfi. вавrояцэfi о! во8!оров rЕrоЕсIвЕооtеД з Bar-
доч порпоIв плавIроDадшя. Бшlо Dсого в прпtс!у преддагавrоl
с!атъц оrоL Iодвдь, l8у!rецЕая l.Iорrшrоfi в [е], холя шл её

упрФ!lдп, подобво ,olry, rаа э!о сIоJйпо D [5]. Доrавшвааtся
loopotв о lагlоlpsдr в сrльвоl Форlо.

l

I. 06овваsовпя, опродо!6вIя l проотеf,ппо фаrтш

Рассrатрrваотся tt -шервоо 9ввпlдово op*rpu"or"o Ro ,
эIоIеЕтв 8оторог0 обовваsаDзся фзвашш 1, шд}l Р ,r. Неотри-
цаlвльвшЁ 0р!ацт врOоlраЕствs К обозпачаолся К+ . Есдш

l=(7rrEzo ...., Ео), tolgl=(lErlrla1l) . .,. rlZnl).
БуквоИ А обоэваsаелоя воо!рltца!оJtЕвая, вервsлOtпIаяr прп-

ШИТИВВаЯ О Х П -I8lрпц8. (0пределешuя всех упозрбляеrшх по_
нятиt шоrшо наfi;лш, ншршер, в [6 , ?] ).
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Чероз ) , /* , Р* оСовЕаsrl gоо!веrс!Dошво собоrэоввоо
чхGtrо, девШ ш прэIli Bollop 0робовrуоа IаlDrцЕ Д . Поtrоtш
Д=l'А

3апrоь 1>Z' ( F > tr|) овlачаоt, lпо шаIIая воордвs!а
эоrлош.r 3 во IоЕшо (6оашо) ооолrоrсвзlDqrt вооDдrва!ц Eor-
,оDа р

Eal rэвоотво, Il, прпшrrrвоfr ц!Ешt А шоrrяшоя cBol-
ctBa l)0 ,7') 0 , р*>0 .

Eorr ,3 , Z'e R} ',3' 
* D , ю sорэ,tr/зl оРо8вачrr,

olot r Е.lоол [8J, rrrбorэroo srсло 6( taшoa, q"о47'<tr .
Сrпшоr ( р, Р) обеэлаsаолоя о!алtрвоо пpolвlolвBlo Еotr-

'o!:.i. l РР^' 
воDцу !о форlулс lpl=(tpr , Х') . 9tа lор

Ia, эЕвrDаlоl!!дя, ЕоЕaч!оr rпбой дпуrюil уIофа пя Earrr цр-
rcl. Шal в дrrBairor rDrlаloi воrьrоваlDоr фпш;ЕвrrDаrsш-
Boctl Еор. ttl, соrr BaI JIао!оя ,o!aвorr!b, .rоЯ lP.l< С ,

гл0 С - шrоФрвя lово!впзs, ш бев пояовоrrl пrrcr lp.l< С, ,
глв 0t - lсlоrоtn, IDупая вопо!аl!a.

EaBoBor воцrтсоrоl 0 -oвpoolroclrD bcrlop !' Etlt-
rальшf, lоцrоr оодорвшf; оврол"оолt {r: Э е Q} lr-p1< О }.

Для ФрryrrDо!ш tsпого r lалrшlrоl lrшe DEoIrI попDф
о'DаIO'во Хrr={р; р. Rn: (plz't =0}.

СЕаlоl, 
"no 

oo.palop D llt clct оЕG1аrорч оtаtrя цl I!o-
IoorDo l"1 Е R" , lEDapIaI!шoI orlФttolbшo_ D r соIп Gучооt-
Drо! qrolo. y , 0'У. { , лш rоrорго lbpl < 

tr lpl прr
Dсоr р€ Г1 u.

Сеоrуэцl юрrо rэлэолшil Фrt шDаrаG, oIEo l8 ооповЕЕI
овоlолв пDппlrэш пtЁц.

ПВЦ[I..Пуоrь Iа!рrц" А пplItllB-
ва.А=t'Д. СrlgO!DJ0!| !аао0 чlо-
to to r 'r!o оIаD8!ор А"О яЕtяо!оя
oIlIaDцII Еа поIпроOtравс n"r3r* .

Доваваtельсlво uorвo ваlш в [6].
Прпвеюч !аrrc лругуэ форtу э!ого ,rtъорlr]оtшя.

l

6



trЕIIl2. Пуоль Iаrр.ц" А прrIп-
!lDваrё20. Тогда оrцоо!вуо!
taBoo qrсtrо t" r {!о Iprt>to
веЕ!ор ZДt пpl!aIroIrt f овIчOо-
rol о -oBpoc!r_ocrl BBtr!opa?'
Irя !Dбого3еR} .

IШlАr. Пуоtь Z. rК=lп2r...r-пDон э-
DOtьЕш0 в08!0Dш пOдпрOOrранс!ва
&gr r 0ГРаllТOЕЕШб D СОВOrJПЕOС-
lf по ворIвзt'L*l<0, K=|lZl,.... iогда
0ytc_grEy0l вOвOтавrа л ,вваяr
. n о l1.I А^ z_ll -. К

ДОКАSiТЕ[ЬсТВO. Пусtь t. - чполо, ФrtтрrwDцOе t !ецв
I. 8апrпоr пашу бооrовочцуD оуIIу вооlсодь8о lЕsчоs

ЯД^,,л=Е .Ж, А^.." .

тогЕ

lE А' ._l .Д _Жl, 
'U" 

r-l-,Л to;'l'.l" + .

3дось шr восполь8оDадиоЕ !oI, чло прп stn+

пIоо, Iooto шopa'e'of'o lA- z_t < 5'lЪлl
sФфпцrеЕ! сIвrпя опвраtоро АО'

1< К< (stlfi,.

r Dд0 I_uо-

2. 0ппоавrо lодвrr

a

Шrеаtоя l[ !lпов tовsров. ТедологоI расолrа!ршваешоfi ако-
воцlвI sаIвоtоя пароil вваiдраrццI Е!шц (А, l ), гдо l -
опшчпая ллвrI!ца. Шаrдая ctpoBa. О 

о= 
(Оar, Oir, . .., Оrо)

rаlDпцц А oпroЕDасl ваtрвlъ, t, -г0 прlэволOlЕопвOг0 пр0_
цоооа прв еIrrrчвой пвtовопвЕосtп рболш, вообlодlше ддrI вЕ-
ПУСВа еД[ЕItШ !Овsра [r -г0 !Iп8. ВолпsдЕд прошlу!ва плаslро-
ваЕпя Т - патуральное чиспо. Е шочев!5l t = 0 цачала lшаЕr-
ровашшя шIео!ся аахао товаров, списнваешrl веrтороч FЁ ,

пl\;ue к+ .



Траавторшвi l Z, } пв!овсшвосзоt (ова ta Еstяоlся ,Dsов-
торшоi rlшrycKoB) ваЪовоr поGIсдоDаlольЕосlь lr, Lr, . .., ]'
ЕВОТР!цВ!ЕПъвШх |t -rоршrх Еев!ороt, удошоtворяDЕцх усJlовlяI

_ Lr*rДaЕr, t=Ortl..-rT- 1 . (5)

Пуолъ Z' е Rt - DoBlOp' аапшrrfi rcIBelryD olpy'lypy вц_
пусвs в коввчшil IoIoEl врешовr Т . Тоглв эво!рошльýD sа-
дачу, paoclorpoвEyD l.1lорпlшоl (в боrое oбrBr впдо), Iошо
офорryппроэа!ъ сIошrDцlI обравоr.

mоФ о( ,
zt" А " 

Z\,

|,
tt'

Для аадаqп (6) прr

t=0llo . .. zJ-lz (6)

доп 0IвшlшьЕцх пралпоIоIOвпях F , l'r0о

?J7',
D, t= |r2r...,Т .

в Г2] докавава ,oopeua о lвгшстIплх в ошьЕоП Форе.
Пусть эадашl вев!оIш СllС7l...lСт; ct€R}, t =Lrlr..,rT,

lсO!орш0 IoIEOI шшрIOр, !рашOва!D rаtr реаJIьшшo цепц в G00!-
веlствуDщпо периолц. ПрвдtолагаоI, чrо овш вое воЁпровашш
сIедIDщ}rш образоrls (ctru*) = tp* , z*) . Вволоl Ед IBoIe-
с!ве Еоох зраевзорчf, ý) Фувrцлп поlо8вос!l

т
ц([zt}) = Z nt (ct, gt) .

}lз оодерлатоIьЕшх сообраrовй яспо, ,ITo с!азпть 8алачх шr-
сшIпаащlп цеIевоR Фшrцrrп Ц ша uпоIoG!во всох траовзорпй
вецелеоообра8Ео, пооволъtсу для сооlветотDупщеЁ опзrчальвоfi
!раеr!Oрпп ч0l0l, в часtЕOсtх, 08а8а!ься, чт0 вшпусlс в lоllев,
врецеви Т - rrулевоt и двлъпеiшое прочвводс!во neвoallolвo.

0братпllся эновь lc аадач8 (6). Шелрудяо.впдр_тъ, что_ tlaкcп_
llшъво эозшо!tое 8вачовIо { в (6) равшо Z="'/P' N

Пусть J - прошавольшоо чuсдо, O<J < y"i r гд0 0( р. ,l 
,

ч во aaBшctlT от Т . Тогдв эrстрчалъшitя аадача, коiорушr--
шrr соФlрешся pacct olpoтb !акова:

т
mсrФ Z 4j tсп, rn)
;_,,,\t;. " 

.1J6,i....,T-t iт,
11 (:-Ё 1

, ur, о, t={12r..."T.

(?)
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Чrоrо Z Iorвo поцIIаlь ваш лlров!пвЕо sадаЕшfr урововь
проr8водо!D8 в пооIодlrf, roreшl Т пшЕоэого порIолд.

3. TooprB о IагIс!радш

ТЮРВIД. Пуоль вадавц
rа!рtца А r Еов!ор
8апаоов / )0 , чIоло

tогIа дпя trDбого е,

trr} 8адаqf, (?) обладао! lot
сзЁоч, ч!о EoBtop3t, Тr*t<Т-Т

пршII!lЕЕая

овоf,-
s

D! !aBle ,lхолаТ.20 ,Тл>0 l ваВl-
ояцrо ,о!Ево отЪrдrr,iр , ч!о
прrТr,Тr]Т, r проr8DоIьвоI вов-
!opoZ'>U r пDоI8зольвоf, по0I0-
I о Е а ! о п ъ Е о с ! !{Сr}, lCrl=lp*l, tl=|r2r.,.rT,
вся8ая 0птчцальвая траOвrOрпя

доIl! в trовв.чоово! L -оЕрес!Еоо-
lп воЕ!ора Z*

IIлав ловаваtоIьо!ва !оороIц а!адоrпчо8 lоrошl, проддоlевпо-
Iy l.llоршвшоi в Г2)lЕ oooton! в оцаЕво роола дэойс!вепЕшх
пOрOшtшх.

0ововвоо о!пlчшо вовqlsас! в вшlЕIоЕиr двоf,ствоввоfi пор-
IоЕЕй pt+. ,Io1bB А! 

" Р, . Дя упрочвнвоi rоделr l!o-
rt

ршrщ (6) rroel locтo равоЕсr"о Pnn, = А Pn. . В вашоr rB

сtrучaо аваJtогш,lвая ФOplуда rшеет впа-Ро*r=ý Pn - Sttl t

гд0 Stt> -Еов8я фуввцля ot А, tC,} (сш. впrе (lO)). Удает-
сп, ошаво, пoкagatbr чт0 прш досlаlочно больших Т дJIrt оптц-
IаJIъвогo роtшовпя Pt лвоfiотвепвоfi эадаsш tаIоет Ieclo строгое

ЕоFвоЕс!Ео А' Р. 
'> 

5 tt l пOчlи прш 
"..* 

t -( Т
Раосшотрпr 8алдчу, двоfiошенцуп к (7)

rni,[ [(pt ,r.) -{ tрr.п, яТ )1

Арt]'Ё--, = l' сr,r'Т1,2., ...rТ ; (')

?r,r/о, t= LrI,1...)l +L.

9
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Ив предtолоrовпя ZT } 0 п вера8лоIпIос!l Ialprщ А 
""-!ека€т' что j[ля лпбоl траовtор"r { 3, } Еоо воп!оlш it '0 ,

Ь= Lr2r..., Т . Таорrя двоfiствепвоатi лrвеf,пого прогрirrрова-
вц, п.OаDOIяа, у!DOщIа!ъ, !l!0 зOявая 0п!IIаIьЕа, !раOЕ!OрIя
t 

Р* J в (8) яшяоlся poroвrol oJlошlDцOi вала,rп'0 
minltpr,lo)-J (рr*., zTl)

Apo-pntr=^tOt, t=|r2r...,T,, (9)

pt'0, t,=|,2r",rT*t,
Нотрудво Dпдо!ь, что лпбоо рцоЕпо спс!ошl уравЕоЕrf, (9)

tIaB! вхд t-r

р.л,=АпF, -Z lt-* А* .л_. ,I t,+l l l кз0 t -K (IO)
t=t,2,...rT.

Поотоцу лпбуп допус!Ешуп lраоктOрuр {Рa} аалачп (9) rrц

шо8оц подJrчI!ъ по форlуло (I0)rпрпааэая ввdчевпе р. ш вабо-
тясъ пишъ о Tour чtобш вшолЕялЕсъ воравевс!эа р* >-0

Подставляя в (9) вшраrоншо дJtя вокrора р. па (I0) пРl
b=tr2r...J+t, ш олбрсцэая в лшвеf,воfi 9орrЬ вовшваDцуD по-
стоявryD добаэsу, овоЕча!9Iьво подучаошr_ что лрбая оп!пцдJIь-
вая для вадаqп (8) пошодоваlвIьвостъ tП} поцуqаоlоя по

форryло (I0), гдо вов!ор Pr яв!яе!ся роп'ввпOr спедпцаl ва-
двчп.

ц.Oп 
(р, ,, Fо- J ,gT Д l

. Дuц>Ь*, t=l,lr...,Tl GI)

. Р.>0
3дось чероз бt обоэпвсев вовтор

[ =Е Г. (I2)0t, ь.0 t,-K

(Пшоrrпаоrr rrо А= 1-1A .)
Напа бдшаlшая цодь - оцбвш!ъ

(II) в 8авпсхIOо!п 0, параIO!ра
poct ревевпя Р. sа;вtп
т . ''

I0

a



0

ll

т
dt
0

IЕlll,д4. ввrtор Ьо

ь t=P*+ilt0вс!авrа
цаIршцшА

. t = {, Lr...rT ,
К 8авf,сr!

дOпусЕает

l<K ; 8
лЕво 0т

о лД,1., р

прOд-
гд0

"Т!8-

дOкд3АтЕIьств0. Пуоть Сr=Р* +tt,t<Т . Водод-

сrэшо продолоlавхя '.Crr Е')=(Р*, r:) , пrееш (r}, ,В*)=0 ,

дпугшх аловашпrQ* е X,Z' , t= {r2r...rТ .._, Подозаввв в (I2)

вцраtаЕпо С, = p*i'1, , попучаоl br=tP- * ё. А1 to_-
8Фlотпш, что llr1r[=l0r- p*.ll.illJ_-"OP*t = 2 ШP*ll.

М оцеввп Eopod воtзlов d*=Fо А" t n_* ._ оста6!ся вос-
поIь8оваrься лошо[ з, полоЙ Ъ веп' 0= Z llР* tt

IIflltД5. Ддя 0п!lIадDного вевтора
Р. вадачI (II) оуцос!вуll! вон-

сТавтц R пD l 88Ешсящшо только
oTArEolp r !8впо, чзоllрп[(RТtD

ДOЕЛаДТЕ[ЬеIВО. Раосчотрш вов!ор р= (Т+с) р* . неrруд-
шо подобрвtь BoвcrsвlJr с laд, чтобш'вовтор Р бшл допJс-
IIIцI I[я 8ятчп (II). Доf,олЕш!еJlьЕоr ддrt Е!ого вообходшо
лпшь, чlоФ (T*clp* 2 Ь, ,t,=!rZ,,...rT . Слодовалель9о, ло-
clalotlЁo вшбрtь BoBoTaBiy с latшI обЬвоr, чтобш С Р.* ) dt ,
f =l,r2r...rT , ч!о BoвIorEo в olly шеравоЕоrЕ.р*r0, ldrl-.[i.

По опрдшеЕrD Doвlotlа р, , Е ,aвol оIучае
(рп,шl-.tТlЪl (p't, ц) ?

где l-u =|о- Е Z' ДТ . Шопоssуя оqовпдlоа ЕаFвоЕ9!во
(r-r.) tr"i tl l Eo^, [оýqаоI tl-р)tрrriо)-< (Т+с)( р*, io) .
06оЬваsпв чсроs О шшIальцуD вошовЪlлу Bealotв ?. о r lI8-
ora вOразовсlвOr 0граЕпч!ваDцое cyrory 80ордrпs! вовrора Р, з

^ т +g

Д,рr,t< вФ (р*,u.) .

l[спользуя Еааопоц фвз аrэшаrсЕrЕооll 1в8!пчвшх ворI в
К , поцучаоI ylвoщoвto lolш.
JIЕUШ6. Суцоо!вуD! чшсда Т

Lаавчсяцrо ,одьа0
впЕ, чт0 ша HOpaBOEclBa

II

I
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ьр
т

А // Gr)тt
l0као!
Pt'bn

вш
дt,

с ! р о г 0 0_ Е 0,р а в 0 в 0 ! в 0

прrТ.<t-<Т-Т2

прш Tn -<t-<T

ДOШЗАТtslЬСtЮ. Перепrшоr (I5) аледупчrr обравоrз

Atp, >Bn+x-b, гдо t=br-br, ТАlи_A\.
Har поотаtрчво пOва8а!ъr чт0 Q > S прп lr<Ъ-< l- l; r глl
т п Тл' - подходяцхе вовсЪавзц. ВоополъвоЕавttоь лашоl

4,'полу*абr t=tT-tlp* +(dr-do). Поатоlqу EaI Еадо поsа-
Barbr чr0

р-, *-+{, (I4)

ll
I

2к
т|
чl0 зедп,IвЕа Т 2,. 8а-

, !0 cylloc!-
!llo8! I0c!0 вOра-

, (I5)

Буо!

воЕOrв0 т-
,,

висL !оIDЕо о, оrрrщ А . 0своввая lрудвоо!ь за'пDчаеlоя
в оцоЕrо pocta Boalopa 5

пуоtь s= Дt V r гд8 V = АТ-'р. - р. . Нотрrлво впда!ьr

чло ( V, 7,*)-- 0 1 !.6. V €Х 
"* 

- 
.' uу.r" t" - qпсло,

фпIтрпруDцво Е IоIIо I. 0цо вавцdшт tоrDао о! ш!рпlsl А
;IycTbt:m!"*Z , rде0-<а.Lо i ?rп -па!урапъвшо
чuсда, Т=(0+ rn)tlo +Zr , гда 0i ?r<-t" ,0, >0 , Ь -
наrуDsльЕоо чхсдо. По пеше I ичееч llSЦ=t\AtvШ< 5*tlV\l
Нвтрудпо впдеrь, чlо llvll12 Ш Pnll . Воспопъ8овавtшцоъ лоlr-

чол 51 полrqаol llsll< [ГП.QТ 
*'6 ) , гдв R= 2R ,б=29.

0цовuч псрвоо оIа88еrое в

Ц*\l..tr*+=u*
гдо 7a= а, - ?

Раоошотрпr подробпее праэуD часrь неравовства (I5).

I-i+]P=*6*1fut[^ffi 7

(I4 ):

!.к [+цfi. + z l,б
to+ l

l2

(Iб )

D



гдо 
-R 

= il t. ,б --б * ý,т,r_. o!u.!шl чtо Q , О ог-
рацпчаЕш вевавпсrrо ot l , Е'

0совплДОrЧlО - It9
}g1пI*=0, }r;ът^ fu=o

Во Blopor Gлу,по olpouJlonшe в шулD равшOшрп0 по B0€I .0 
U О .

слодоваладьпо, суцOо!вуо, !ааоо чпсло П , .ч!9 \ ТF \ прП

t, > Гlt" = Т, удоDIо!воряо! BollаBoшcr"y \т-Т\ ' f, .

Слодоватольвоl прr Т, < t a Т -]; DцпоIвяD!ся верsвеЕ-
отва (l4),ш Iоlша дOв8s8Еа.

ПореФо'рllулшруоI лешry 6, чтобш полJчпrь ооЕовЕоо вопOIог8-
tOльЕOа tllворIдOЕшв.

XШOIA7. СучествуD!
Т; r Ь8sшояеlшо tол
тЬвпо, ч?о ппшТ>Т,
боfi оп!чrальноfi по
восtп tP,} 8адачl

>0

вовстапtш Т
9 отДrЕ",р
2 для ,ID

0ЛеДOВаТOЛЪ-
(9) uIBeT шес!о
прп всех Ъ t

ьк
+Т

1}t

ЕвравOвO!в0
T,<t-.T-Tl .

рt

Перходвr вопосрдс!веЕво к дова8а!олю?ву !оороIш. Восподь
80вавшшсь ецо рав теорпеf, двоfiствешпооlli, шв доlш 7 nueel:

ЛЕША8. Для ппбоf, оптпIальвоfi
lрsOвторшп tZ,} эцдачш (?) пш99t_,
Iе с!о раввЕсhва lчtrА=Zо пэпТ<tsТ--[..

ДOIШаАТЕI!ЬСГВ0 теорlш.
Пшколькзt, как_ вstрулЕо видеть, 7о= |r-rLo,-" 

],,
при Т, <t4 Т - Т; r lо оуцроrвуеs таfrоа чшсло Т; ,_.вавп-

сяцоо топъко о, 
""rp",rn 

А ш € t ч!о прtr Т-Т;-tЪТi
']-i'n",i.'".fr "il';:,ЖЧ:i j'--, jТ:';Ж:.:Т:Ж.-
денше теорOчн.

}
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