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ý I. 3адача о суцес!вовапип оптпrальвоf,
перововвп rорш Лебега с пло!ЕосlъD

В статье [r] вссшотрн слеryпчшf, варшаЕt травспортноfi
аадачп.

зАдАш I. На шетршчес8ош коlдв8то (X,d) давш вовочвшо
> о борелевскче шерш (ш топь8о Tar}ro Iорн раоочатр!ЕаDтоя

в вашеfi р,6ом) ,лц ч _tle такпе, что /Q(Х)-лЙ). Пусть
xEoIecTBo а"r. сосlошт иа всех шер У ва Х " Х !ашiN,
что дJ!я шбого борвлевсrого шЕоаесгва (ш толшо тааlо швOIе-
ства будlт рsссцаrршва!ься в вашей работф е с Х

у (е, Х) =/t Р) , 
"(Х 

r е) =rа" G).
Требуотся ваf,тш

пЦr,!, au,rl dT &,y)
В статъе [r] ловаааво, ч!о пфшryI 8адачш I достплае!ся, прп-
чвч ва та*оfi п тодьво ташой (но ве обяаателъво одшЕствеввоfi) ,
цере Y € Yyr,tta r длfi воторо! суцрствуеl фупвцrя Цt" /+ Р'
!акаяl ч!0

!а,уеХ t(y)-t2(z)<d@,y). (I)
ес}.и, дш.лDбшх окрствостеfi И точап а п \й/ точrш g (2)
?(V xW)>O, то o(f)=tt(z).d(a,?), а

a
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о
Элешептш чвоIастэа Y?rt" павцваDтся порововкачп uaгш-_ /ll
s шеру /2 . Ecttп опрествости векOторшх точев а, у обладапт
Terr oBoftcTBora, 8оторшц ЕачIiнаотся (2), то Iоtво го8оршть, qто

происходт перевовка _/,l ив точк}l а з _/с в тOsке #
перевовка у, е yl4rэе навшваоlся оптпшальвоfi| осдш суФствует
Фувкцrrя t2:X+Bt, обладапщая своtотвашш (I) и (2).

lIB а8даш I вштевает валдча 2, KoTopofi и пOoвяlll0яа наша

работа.
аАДАIЦ 2. Ilустъ d-Zo естъ ltopa Пебога з RЬ ш IIусть

ддя воцпактоз А, В с R'
0< dZо (А) = dz*(B).

Полошлrr X=A|/B, ý _!t (соотв., -//е ) возъшош суtоппе
&u sа А (соотв. r- В ). tlш Ецход!rcя з усдовшях задачtл

I, шшошщей решен}tе. Теперь трбуется укааать оптпшаJtьнше пе-
рOвOзкп зидд

9(exe)=aLXo(e|rlArc))rexe'cAxB" Ф)
где Д ость ввашIЕо-одЕоsнвtlцоо отобраrcвшо почти всего / ша

почти всо б тавоо, что
dZorq/ - d,|.o (а(е)), е. Д.

Перовоаrи эида (3) назшваптся перевовкаrtt4 с tшотностяltи. Если
А=В 1ю А(а)=а, поэтоltу цш пшше до ý ? считаеI, что
А +В.

Щвдош.tш план работш. С поrrощъп функtщи t' иа задачи l ос-
тествонЕо опредоляются неаце пряшолинеfiвше оIреакш, ишоЕуешше

линияшл тока оптшцаilьвоf, перевозкtt (сш., напрuшер, [2];. Са-
шше простше cBoficTBa липиfi тока собранн в ý 2. В ý 5 шý д0-
казшваоц, что по :дюбоf, оптлtlвльвоfi перевозке шоtно укав8ть оп-
тишальнуц) перевOвку с плOтЕOстью t{ с теци tе Jшпшяtlи тока. iя-
дача о построенип rBBofi перевовки дв:tается 0тпоситольно прос-
Tofi с начала ý 4, где цш докавшваеч, что fiOшцевше точки ливиit
тока превебрешrцш для шерш dЦ" . Доказатольство атого вца-
Еого роаультаlа подго!аышвается в ý Э. Подготовка вшвода
основсого роаультат8 проввдвЕа во этороft поJlовино ý 4. lJ ý 6
шш укаэшваеш па вобольшое своеобразпе заддчt| 2 на пдосttости.
В ý 7, опираясъ ва освоввоfi реэультат, цц докаэшваец сущест-
вованио ивочетршf, ддя вокоторfх rap Q!(/lazo), /!(/"dZ.) ).
По-видлшоtry, ато очевъ старшfi ре8ультат, потоl|у что его пуОли-
вации Еах вв встрочалпоь.

ý
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Условпrся о веrо!оF!х обоаваsеЕпях. Черв dZ- обоапача-
ется шора Пебега,s Rb. Есдп даЕ ввЕтор ъ-RЬ,tО}, то Еа
лпбй. гипорпJtосвосш! ортогOвадьноfi r Z, шоtао опредэпц!ь
repy Двбега dJa-l ; пустъ <-l.> о8Еачае, евЕлuдово сrsляр
цDе прошвведошше, Но = {а е RЕз 1а | 7, )=зJrес ýеа- erl Нз, тогда

d.Z.(d =! ilп_r(ез)й,
0!Еудв п опролвпяеI dza-r. Чорв lz-уl , z.,g-R| обовва-
чао!ся овЕлпдоDо IвссtояЕпв. Ешп .zеХё Ra.- io чеws7Г.
обоввачается сOвовупЕооlъ всех оврсзнооrоi точвп аэ в tOп0-
логtхr t{цдlцдроваЕвd ва х еввллдовоfi лопологпеt R'. дс-
лr Х и Y есrъ lопоJlогшчосЕf,е пIюGЕDапс!Еа, !о чеIЕ8 Сй;Y)
обовваsш IBOФctBo всвх ЕопIЕIIIвшrх отобщrевrfi Х* У. Вс-
м Х Eoцtlaлlвor ю С(Х; Rl) = с(х) , с(ю одабrаовся
обшsЕоl Цt? -лоуоt Еслп IаIв 

' 
абоошtво цепрочIвЕа по

rew JЦ , l0 по tsороце Радоп-llчволrш 4У -gфl , € €
LLQ r q!о, 8а8 f,gвоство, о8пачае!, ч!о

Vi. L'rl) kа, -,[lgоh GлНil).
Ыор пFsЕаrодов Г.Дl.Эубппштоfiщl аа сOобчввдо валвчп 2.
Двrор бтяголдttоЕ Р.Р.Дкберл!в5l r Ц.А.Лпштвцповоf, ва пь

IоqD в полtrоltвво вабоrш в пJбдпrцщl.

,

ý 2. СурствоваIrо п освовЕrо cBolctBa лrвr! tова

Швл, цуслъ пооrавIова sаlвча 2, цустъ Р ес!ь опlltвль
Еsя порво8аа reр d4* с-Д *'В о о !2:ДuВ - Rt
есrь Фшцря, облалаэlая своlсtваш О) п (2) 18 ý r. 8а_

ФrrапFаr спчlаlцD Iо вощ ý S.
Прлпоrщ, ,шо лDrаsаво !r!эоIцдаЕrе. " Д 9dпяда61 gз91-

озвоr П ", ц D лдва88!е[ьOtво rOцоль8оваЕо дпъ lor ч!о

'tУ) - 
lХФ)+ /r-у/ , асrв V rcрвоглit &2, лg а в А в

?ZВ ._Тоtп, -Zt(al=-t (yJ+/z-{l, асм у лорэоэlх4lo
i УеВ э авА _, r пошбry I0lцо доЕаsа!ь, ч!о П Р об-
ляIре! свdоrвоц // n. Еслr эло лOЕаsц!одьc:!эо Фдвt просщц,
lo ш буIоц ааIоsять ото сIоЕахЕ пв оlл5l сlцотIпчщ сообр-
leвxfin.

a
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ШlЦШOШВI. Пустъ K.Rr в
вавr, в фуЕвцЕЕ цг:К*R
чт0

Va'yc К ц2(z) -соРq)< /.z- //э
8 длва=irфК ,6=ОС?К.

Цlа) = а, сt(6)= 8.
тогда VaeK lt(a)-a.

ДOКАЗАIВПЬСТВ0. Прr шбоr а,е К в сдлJ| (Ц ) п Ф
u2r.d - а < z- а, 3- со(z)< t- а, -

о!кJлв tl2(.z)< z, - ч2rа)<- z. а
3ШЕЧДIИЕ. 3вачок 0 ааrrоЕяе! вGDдч в работе c;toBa |lд0-

вааа!вдьс!во ааffоЕчеЕоо.
Воршеtrся rталеf, залдчо. Пусть .z вД , уеВ , с(у)-

= plq,1+|a-tl. }lB прдлоrошrя I_ де_псо сл8дlе", что фушсщп
Iolвo продOдIп!ь с цЕоЕс!ва 0|UВ)а tqуl ( [а,у] ес!ь
вашrщlшй_пряrоллвоf,шfr оrроаов с воЕцаI! а u у ) tta восъ
0rрсзо8 [ъryJ по олвоf, шв форryr

tt(t) - t>(.z,) + |.z.-t/, Ф)
t2(t)-йу)-/у-l/, ёе[а,уJ, (6)

п ато продоJIшвпо будат вдtЁс!веЕЕо прi успоЕпп tуG)-r(d"Ь
/il -t"/ , tl,t"e te,Y|. Oчевшдtrо, чrо в ввщrЕлоfi ободочше
Irrolaclвa А u В ваf,Йtся oalcfi длппшнft оrрезоr IF , ?J со
своftсзваш (фýсА ,2вВ, (6) Sa,yJ.[ý,2|,
(з) t(ф=t>(f)+lý-?l. ШaaoBerr аfот о!!оsок дшвrвf, !ова с
вачалоll f якоЕцоI ?

ЗШЕrЦJIlДв. Всегла, гOворя, чуlо [3,2I естъ JIшЕшя зо8а,
ш будвч подраэушвать, что ý сr4 ооть оо шачало, u 2- В
вOвоц.

пЭЕДДOцЕtIшЕ2. II 5rcTb дапш лпЕш}l
[Ft,?J п точвч22е[Ftr2еJ, i=L,Z.

д а / rar) -l2(ae)/ < /z, -z./ .

ДOItДЗАТВItЬСТВO. Пв (5) r (6) швеr:

t(q) = t(?r) - / 2 r-., l, r(qe)= tlg.)* /q" - F, /.

с
I

тъ ttOlt_
такова,

з

a

(4)

(.:/)

!ова
Тог-

a
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Поатоlqу верsвввс!во t(q|) - l2(ae)< |tl-э2l сдодуоl п9 шера_
Еевства

t(2)-cq")" /?r-ý, |а |a1-.zrl+/h- atl* lae-ýJ ,
зервOг0 в сшлу BOpaBeEcTBt

l 2r-fJ = l2r- at l * la1 - ý"l,
lal-il < la.-.4l + /ч- ý"/ .

0сзалось поIоЕя!ь шес!аIп uЕдвtссш f п 2. а
аАi{ВrЦН}lЕ. Таrпч образоIr есдп t. [ýt,2lln[€a,?e7 , to

о$l)+ lL-S,1= tt(fe)* lt- €el. Это оввачае! ворре8!вость
продолIовия Фувшцдш t2 Bs обьеддвевпо всох лшвrfi тока, 0бов-
ЕачаоIоо буквоfi Т

IРЦДJIOДЕППЕ3. Пуотъ i=lr| п дапш д}l-
чч п_ .т о8 а_ fýir?J . Пу ст ъ Qi>|e-[ýi,?i|,
lqi-ýl/=t*-Ftl. Тогда

lp-zr/*/7le-qa/<lyl-aa|*|{c-al/. (?)

ДOКАЗ]ШЕПЬСТВ0. По предлотовип 2 п по опредеповшш ливпй
I0ка

(а) с(у)- ts(a) = /yt -at/ ,
(6) l2(yr) - l2(2). / ?е - za /,
(в) сQ)- t:(a-a)< Ul - Za/,
(l) с2ФJ- t:(9)< / у, -at l .

Почлвнво слошш (а) с (6) п (в) с (г). I7

ЗДХЕIЦНШЕ. 06шsво (7) dудет шсподьвоватьсfl ддя случая
Zi,=fr r{i=Ps, i=Tr2.

IIРЕДПOЩПI|Е 4. Е с л ш д ш в я п ! о в а [fсr?iJ,
l=Ir2, раsлlrчвш и пIеDt общуш -

точву, to тпбо ýl=Fe r JIхбо2r=?" .

ДOКАаАtЕ[ЪСТВo. Еслш, нвпрплар, fl= 2t , lо ша сахоI
депо ддва JIхIIъ одпа дRЕпя !ока, поа!ошу /fz-?;/>O , ё=Ir?.
[опустпч, что {z.J=[ýlr2rJt?[ý",2aL прпqоч а.# ýi t

# 2i, i = Ir2. Тогда вопркп (?)

| €, - Z , / * | ý ", 2, l < l f 1- а.| * | \- ?э l t I f ,- 21 t
+ l.z"- 2, / = l fr- 2, l+ lýa- Zc / .

t'

a
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Теперь допустиц, чт0 ý.е [€rr2lJ , fa*€t . Тогда, ввилу

равдшчности линиfr тOка,

/F.-2r/+ lft-?rl./f.-F1l+/€a-2al* |fe- 2l| =

-|fc-2el + lýt-2t/
lоfiе вопр8ки (7). По сишшетричяыш сообрtевияll лоfr}rо Jтвержде-
нпе 2е. [ýl ,?l J , 2е * 2l о

Теперъ до конца работн будеш считатъ.- что dzrъ имеет
на А п на В вовырошдеЕнше распредепеншя. Напришер, дtя .4
эт0 внач!!т, чт0

Va,eA VVBTa dZа(V)>О.
fiак ш,l сеftчас увидиrд, lакое Jсловпе диктуется сущоствош деда.

IРЕДjIОШ}tшЕ э. А uBcf .

ДОКА3АТЕ.JIЬСТВО. Еслп уе 8 17, то

Va. А J V. . Т. зW-. 1Г. ч (V-, Wa)>o.
Так как .4 коцпа8тво, то сущестsуD7 Qlr.,.rQзеД такие, что

А - r!!.rV*, ,

Полощв

W =Д.о W.r,
пOлучиll

dl"(W) = V (А rYJ) <Дrу(Vаlх Wqr): О,

что противоречит ЕешрохiдевпOсти распрелелени;l dс,о
3НаЧИТ, ВсТ . По сишrетриt:ндш сообрапеншям, Д сТ

ЬДr}lЧАIlИЕ. lДтак, линиf, тOка достаточно tiного, и лишЕих
среди них нет. ато ввачит, что дlя каждоf, лишии Toila [€ ,21 ,
дlя каfiдого а. А 0 [F,21 ,_rуществует yZ Вп ГF ,2] , 

-rо-

коfirчто v перевоэит dJрuэФв цlшобlнтttоrдtя
кашдOг0 уе Brlff ,|1 момо HaiiTtl з .А"п tf ,21такой, чтс
У перевовшт aazla пз а , у

ПРЕДJ[ОjШНИЕ6. ll н о rе с т в о Т к ош паfi т н о .

наа.
.о
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ДOЕАаАТl}ЛЬСttsО. ftcBo. что 7 есть ограцпqевное Iвoloclao.
Пусть дапш лдЕпlt lо8а [€,пr 2rl , содерIа[це точвп 2а ,
причоI_ýrп* ýо, |rо- ?о | Zrrъ*2о1 frL+*. Тоглв
ао€ /€"r%l , а по нопрервЕосrч фувпцпл

0(?")- t2 (ý_) = l ý. - 2"| _

Еслп ýо # Qo . то Jrc . [ý" , ?о J содерlштся в вевозороfi лшrr
това. Еслп fo=)o-ao | то !еш бодее jco е АсТ . о

3lýпчАRиЕ. Ссшлаясь на прддоreнпе 6, шt часlо булоr rrезь
8 вrлу reтOд рассуцдевхя: схоляtся Еаq8ла п BosrE лшшlf, то8а,
по Еопрерввостп Фпrцrr 'r 

оуцрствJеt llЕIя lorar 0оIор!авя
пределъшлfi оtрезов.

дРРД[Oiшн!IЕ7. Пусзъ даЕц лlвrя !оаа
[f ,21 ' lочfiаа.GrZ). Тогда прп
8_аIлОI gшсле€>О ваf,де!ся ,If,сло
8rо !а8ое. что еOлп JIlвшя ,оfiа
[ýtr2rJ поресокаетоя с f, -0крест-
ностъо tочвп.z r tO[ftr?rJ содер-
lх!ся 8 С _овресrцос.!п лlflluff,?J.

ДOfiАЗАТПUЬgIВO шровелеr оЕ проt[ввого. Пуоть 8**Qm.--,
а f€й, 2_ Jn ес!ь лпЕпп tоttа lакпе, чrо /ý,rз , 2-J пересе-
каотся с dtt, -oвpoctвoclbD tочrд .z ! вшIодr! ха € -ов-
pecrвocrl мшс [ý, 2 J . По прллоrовшп 6, суцвсtЕJот лrrшя
това /ýо,2о/, воторая содорш! !очtw ae(Sr2) х вцходf!
пв с -оrрестности ппЕпп [ýr2]. По прерrоDвlD4,!аtr во
бшэает. Д7

,J 3. trпrrцово :воf,ство лпнld това

Пустъ Д еоtъ гхперплоскосtь в Rfu !апая, что суlцоству-
Е! ,trвrrя loвa, пересеsаDnвrl L в олпвс!вошвоt лоч8е. Ее слу-
rацЕП вш BaчaJtolr вш кOЕцоI ало& лrвшп tоrа. Чороа Е1 ч Е2
обозвачпr оtкDш!ше поJ|упрос!рапсlва, пороцддешцв L . Цусть
дапш чпспо l7 > О и векrоF Zl , Zce RЪ lа8пе, q?о гI_
першоскоOlпL;-41 *LСЕl ,l1/,2, уддлоннот /- па

tвсс!оявшG И . Чареа (соотв., И/ , l=42 ) Vro обоз-
шачшr объеддноЕпе всоч J:иuitrt ToKu (cooTB.r хIеDцпх пачала в

a

a
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Еr, i=fr2 , и) перосо8апцt'х а Li i t Д" . IBorecTBo

К"=Vl,rЛL(соотв., Кir-V,iПL , i-/52 ) будеr паацвцть
IцоDстЕоI следов ва Д лшцпfi лова u8 Vп (соотв. , V; ,
i=|,2 ). Еслш И дооталочво цад0l tо Va{ Ф

ПРЦЦJ[ОIЕtlИЕ 8. (а) V; , К:, ,,i./,4 , кошаrтнш;

Q Ki пк7 =ф.
ДOКАЗАТЕПЬСТВ0. (а) докавшвао!сяrlзаfi пIЕдrtоtoвf,е 6. Еслш

лоrво (б), то лчбо J Eerotopx дпвrfi tока по два вачша, чзо
лоrво по определошш1l лшвпf, зова, лпбо существупт пар лшвпf,

!ова впдаt cEatol, [f,2] ч [ýr,?rJ . А дrя этшх пар вопро-
вп (7) lf-2l + lfl-fl. lF- ?l + lýl-?|. о

ЗШВtЦНИЕ. Теперь IoIBo рассllатршваtь !ольво Ki n VJ
х подрsауIевать, ч!о од!овроIенво рассIgtрЕваптся Kfi п V:.

IIРЦЛJtОШ;ШllЕ 9. Рао.о l оя в п о а(/) (соотв.,6rРу
о, ваrlала (соотв.rковца) дшвпх !ова
с0 сIOд0I ? д0 r есtь полуно-
прOрцЕЕая сверху ФувкцЕя.

ДOКАЗАТЕПrcШО. l!уам |п. KL, 3-- {. З [ý.n, 2,о7
00ть дпвlЕ !08а о0 слод0I {rп, ýrrr- Fo , Zra* ?о . По
предлоIOЕпD 6, сучествуо! Iпшlя юва [Fr2J l оодOрI8щЕя от-
ре8оr [f", ?.I. Тогдд

agLlý--{rn| -lf.-?./< /f -?./
хлl

ф a-Q,-)< a(F). а
tle теря обц!остш, цоIао с|п!атъr ч!о L-{o/ , Ro-'r 9.R|.

Тоsвп (Оrц) е 4 . rrorno ,оtоIдоо!Еля!ь с точк8хu ц€
опроделеЙшо Vr| , пrcrл Vy е K|n a(y)r,l"l < бф)

Е 1 J&, у)е Ra, у. Rа'! а >О!.
Полоrиr

{,n=lr.z,yk R\ у. К}, О<а<а(у|,

Ф|п ={r.z, у). R\ у. К io,- б ry)r - < OJ .

R"'! м
Пхlсль
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Всяrrl Eortop L=(al,...,-t-)cR,Ьшшо аапIсslD Е ФоIг,lо-
свпх rOOпдlЕа!аIз

zl -lъl Ф! Q 2

э'.:'.*.'!:.п:,
сп-r|'l-|Цлt,qq.., +i+ъ cl21-2 оо! {a-r э

2р з |7./4d+ъчl ... *i++ Чп.l э

lда {tr...rЧь-l octb аllпероDш углц Еовrора L , прlчоI

Чr-фrt) , потоцу ч!о Iш буIеr полагаl!ъ, llrlD ?l>O .

Пхlоть двва дlвпя юва fS, z]. V,| со ололрI у l цуOrь

(8)

Ч1(!)э . . , , ?rъl (У) .есtъ эf,леровш упш Еовrора ý - О, ?)
Дм(аrу1. RlХ K|n полоЕI

fi| Ь, у1=6а Фз q(ru, уа + z aia- Q Q) c*t tla ({) э. . .

..тзп+.zФt %(у)... *Ь чо-r(у)),

lЮ Qa , . . . , N) = у.; яспц сшдуDqдв Фавпl з

Fj ro,y1= Q,/ ;
sе'тOр Гlrе.Цу)- fur/ хшеt ty Io ллf,цr !у lo порвуD
воорлшаrJ t !е Ia а!лвfовш угtц, чrо l веrшр f ,(оr/.
3вачп!t IBEoEc?Bo (8) валаез отобрrввпе, шоrороо совцолдо,
оtреаок Fбq),а(Дr{уJ с лшшеf, това со смлоl ! .

iРýLiiorBiilB lo. c0l..., t|a_l еС(Кr.
дОкА8дТЕllЬсТЪ0. Пуотъ $/а 

. Kl , Nm* |о . .[оryстчr, чзо
?ёr{,J- ?jrш прэврпr, sю ?! =tlaQJ. Ешr эlо ЕвЕорЕо,
tоrпо пIЕдJIоIешхD 61 t вас oclb дво лlЕпf, loBaз !а1 i BOto-
роl эiлероsш угш ес!ь {i (f") r в ,ar у BoTopf, эf,лорsш .чг-
лш есtъ ft" . 06о лпвшх шЬш обцrl сдед у. , чrо пр0!lЕо-
рочхt пIвлдоDвID 0. t?

здIв,.lдffltв. ппв, Fj с, С (Rtx К|.; Ro). По проалоlешD 0 ,
это оюбраrвЕIовэашЕо-олlоавв,гвпо аафi.п tJ ф:,п r пtшtlol
ta ощ)одвIошllя Fi слЕдуо!r grо(F')-'( ) Йзоrл вi од-

Bofl точrl ддя ваrIого r.Fl(Ф!rо u ф_',r).

ilувъ I >О .
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ItРЕ,цлOшаШЕII. Вс о главвшо Itrш0 рн
Iа!рпцш пв веJlпчпв

с!рOг0 подоIl!0лъЕш.
дOfiА8дтЕ[ьсшо.

Zе Lfi,
l( Ёrа6..rzill5

lij =

О" l(&ar,...,Э)l ;_,
Оzt - ) L=ll

t Т Цl,эь...,z)l ,L+;е ?tlЭа

l./=- t
6*=ffilnEL=E,2,

Воrr вов clpoвl ЕаrsД шlрпщ.,IЕопlъ па f(lralr...r4il|4
,о гIаtЕце IшорtlIпO!а!ся Еа сloпеЕl Е!Oг0 чrодаr ч!о tо
поDIlяоt Еа 8Еап. Поцучrr шршцу попрIрs

(
L.,-_J-!"-rЭ, L*j,
"l |tr'*z. , L-t ,

ВолI гIавшrt шпор'шоGл раэiор z-r z r !о слаmопе afrr, ,..
...1 Ф2п, учао!ЕуDqlе в дlагоЕалrr, шlво ЕЕесtп в сосtав lЭ,
а поrоI заrевrrь буrву Z бушоЁ /а ; [poro ,огоl

dot al/-z|.. . zf,drr(+),
r пр, э!оI обраlапrя 4ё :l цуIl, ваа булоr впдво ootTac, шо-
по! Ео досtаDЕt. Поосrлаоr

ld
f,r-z

,.,,-tý

a

*

0т эоох o!рOs оrЕrшп пооIодlпt. Дrаrювалъ булgл rrelb впд

# *#, r.tъt
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все остальшrо чхспа в orpotrax, BpOIe посJIедсш, будуt цшIпr
а послодняя отрова во п8Iевr!ся, ш посдодlпi столбец прпIе, Еlд

4L+ Z*
а2
-tъ

l-z t

дпя всох ч}rсол сlOлбца, ЕрOIо послOдвего.
Тепорь к последваf, с!рове Iш прп i=/r..,,п-| пршбавхI

l-yn oTpKyr уIвоIеЕнуD па

z,l
2la+| + 2,

гдеЕ -Е';.*qf . Все чпсла, 8роrе пOсдедпого, Е ашП с!ро-
t(o olaвyl нуляIш, а посIедЕв0 будеt равво

, _ 12-Е,, FJ -i ?le+E +ZпП=Т-!rЦ'йry;.
Остшосъ проэорl!ьr чlо это часао > О прп 3; > О . Еолr ш
дOцус!пIi чlо Х>О, !о логко пOлучпI, ч!о

2(lе+Z) ., ts _*t
й:'!ай+Еt'

Тав как ?le+|+2,rl'*E, !о получеЕЕоо шоравоЕс!во Еа-
д0 усилlЕать вOраЕепсtвoI

2 (lq*E*) (|"*Е) > E,"(2l2*E * Е) 
"

Е 8о!ороц. |2оZоrЕп t 2 lе*2Е >€Ьа+Е+ Е о. о
Прш *> О полозлr

g(Y) = t Q чrr/rсаз ?а(у), *i+l- qrQ) ф1,1g Q)...
--1 

"ьъ 
уа(ф. . +ьъ |о-, (?)).

зАllЕЦнllЕ. _ В фрlryлпровво сдодlDlцpло продлоIевшя говорш!-
ся о вшборе i , хо!я в за$дDчеЕпп предлоIе8Ея * ве пуrов.
9то оdьясвяется tоI, что вшбор t испопьsуется прп проворзо

ЕвIDчевIя вбво!орх воr!ороЕ 
" 

F/, (Ч" U фi).
ПРЦЩOЩtllВ12. П pr п одходя щоI вшбо-

рб *rО суцеоtвуеt чlсдо Р.(О"+-)
!акOе, чl0

V у,,/а. К|о lgq)-g(t/,)/< р lуr-зr|.

)
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I

д'шд3Ат!:JiiстВ0. Напротив, догJстич, что &1я каtдоIо це,,I{JIсI

N >О паýцюа !а ч {'il пз KI таýиеr что

lgcyrl- g QJl - N /уп - ?п/.
Еусrъ gQu) - €il, i = 1,2 . Расоrотршч эеfiто;ш

( l, {r, * € п ), ( l, furt 
* 9ел), 6, l, Ylv' Х t), ( I, {a,l - !2 1,i !,9'1

По определеввэ Fjrпgч Еацд0I {.Kl Ф3Q(р>о, ilоэто-
цlпD прдрrаппо 8,

../=l'| & *ЕrQ)rО.

Всл 4-(4Л , то пврвtfr r тртпf, (соотв., вlороfi I чет-
эерша) пв везтЬров (9) левт ва лпЕ!п l0rа со следоу /tnt
(соtлъ., уо7 ). Деf,сшц:ольЕol дрп *в @rу)

й:<М,
аrп0 опрдоtrcвп Vj, П 1аq)rаq). Следоватедъflоr векtорl

rtr*lr; (ф, #п,) - (t l., fuм t € i,t)

сOдер!вlся а лхЕ!t ,ова с0 сподоI 3iл, . Итаr, ш вшберш
аfiоо l.(Ooll/. В flораsоЕс!ве (?) bi' ,z, (сооlв., се ,

fu, за ) воашоr первшЁ (ooolB., Btopof,, тртrfi, четвертшfi)
18 вовтороз (9). Поцучпч

|(2l,2gr)| */Gl,2*r)/. /(еl,уп-{а,* ёлr , €-)l*
* l G l, -(? п- ?е) * 9rл, t !а) l.

В эrоr вор8эошс!во обовваsrц чора8 а1 ,а" (соотв. , 4зrdц .!

первоо п в!орое 0шгаеIшо шв девоfi (ооотв., правоfi) част}t:
аСt+dаldз+.сr. IЕя ФуЕкщ /a/r,.z-eRar{OJ, форцула Tefi-
лора пIое! впд

fz,h./=/э/+#- !а#rhrhl + o(h/2J.

Ч 4.! (соозв., dq ) полоrrr /,2=(Оr{лч-{еr) (соаtз,,
h =(0r?аr-{п)), п форrrула Таf,лор дасi равочстзо

_a
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dз t4ч = 2 /(е В,9а * 9ел)l * 2 Diу [/Gl, 9п* €er)ll' rro,,(зh-yil)Qi-t"il- 0(/Yr,7-Yuyle). \--'

Здесь ш в дальвоfiшеч Dii[.../ оввачае! опоратор BTopof, част-
Hofl пропзводпоil по переilепвшr / -оfi п j -ой, а сJIIшрOэадше
идеt по i , j-2r,.., /z, потоlу ч!о первше коордпЕа!ш пршращо-

ниfi всегда булуз вуляltп. fiоордшватш / -ур, j -уо вбктOроэ

|л, , !ш в обоавачаеr черев {irl , €il п t.п.
В de IIодошш h = (0, qert-€ar) и, учштшвая (I0), получпr

4f + а.-2 = 4 /(A,gll)/ *, # 
*

* Z D,j [|(1,9il0 G!п, gi)Gb - gi)* o(/Ql,,t - 9"u/1 ' (il )

< 4 / G, 
Еr)/ + Е D 2; [/ (2 l, э,,, - в ) /l Q L - у!")И- Уil *

* о(/?,"-?-f).
Полоплв h=t (orgrr- til, будеч ишоть

nl (,Щ, )t = 4 (4,gr)l t 2 <(|,9,i l (О,€е,t' €,у)> *
l(C,ql)l (I2)

" !Е Dr, П(l,gru)t]G;" - g;")G!n-ejr)* o(lgr,,- 9лl2).

В веравевство (II ) это рвлоIенпе прдводпт к воравовсlву

t Z э r, 1 trl, 9 il I G !,n - g h Xg!"- Ei) * о ( /grl - €,u | 
2 ) <

< Z DE [/В l, 9 п t а е,) lI (у!r- у ilQiп- й) * О(Qаl - {r, /е) .

Так Kart Ktr кошпактцо, а Фунлция е Евпрорвва, !о на ос-
ЕOвавшп неравевсlв

l!,n - 2ал, l > N l Уu, ?а, l' О

I0ш0 счtilать, чr0 прш

Q11 ,€al-Qo) !аrfu*?о.
Подставпц go вхесlо Qпt п €u в проIавод!шв в Еоравов-
стве (I2). Нврвевство (I2) сохрвитояi TolibBo в O01r"-!rn/a)
n 

" 
O(lylt-!artl') появя!ся добавкш,ого Io порядва Iалостl

(ф(а.+Ь)- l @)+(.f@+lъ)-|(c))). Теперь подошI А9 -9u-Рп,
bфi=g2l-gh , taв I0 пос!упlI с А{ \ (A{)i, r (12)
прOвIвтtl!ся в

I02
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tZ Dц П G, g")lJ В dt(ag)r * 0(/А!|е) < 
(в )

<2Е Dri[l(4пц Gy)lb/i + 0(lдул2) .

По прешоrешrп II, квадраtпчвдя форrа о rоФФпциептацп
Di;[/(I,g)l] полоfuтельво опродопоЕа, поатошу ваftдутся чшсла
с'>О g lDl>O, заsпсящ!о tолько о! эlш( воэФ!пциевтов,

!акlе. q!о

о.' С/Ь-ё |2 * o(lg lr)= ! (Dag I ag2, o(lagll) <

< е (Day lo? > + О(/Лg/а)< 2//Dл/дglе+O(tау/е),

гдо чброа 7Daglbg) п(Dауlау} обоввачеш соо!вотству-

Dцпе ввадршшчвво Форшr rв (I5). llш продtодооо", n opoo*o,
поэrоlry

о< t< Ф {erDl#, " 
Оrf#| 

1 = о.

Это доrшrо ЕоравsвOrва.

ý 4. ШвtегрrроЕавlо по lope Iобега с поцочlЕD линпi tока

прццJlOIЕнltЕ Iэ. 0 т о б ра I е в tr о У*g(У),
.Kl r пореводшt чвоIост8о ЦП-/у-
epBol лебеговоf, Iерш Еупь Е

нуIь-IЕOIесtво тоfi Ie Iорш.
ДOКАаДТЕ[ЬСТВ0. Пусзь 4 с RП-i ость куб с рброш t, О .

Всп {t , {с€ аПК!, !оrпо прплоrовпп 12,- 
|g (у,)- g Q)|<(п-/)t Н.

СлодовашдьЕо, 9 G П К!,,) оодорrпlоя в вубе с реброr

efu,OtP! . Поэлqцу ддя оIврцtого IBoIoclBa S. Kl
dlоlG6) <2п,t(п-л)4 p"'d1n" бs).

Предлоrевпо слошоl !опорЕ rs роtтIярвооtп шр Jtобега. Е
ПРЦДЛOШШllЕ I4. tr е б е г о Е а lt - уе р ! а.я ш е-

ра IloIocrBa Еачал trпЕпfi toBa
ш8 Vl раЕва ЕулD.

ilI

р
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ДОКА3AТЕЛЬСТ90. Пусть На есть IEorEclBo всох Еачаг дш-

Hиti lока пэ Vц| , rcмwх в гшпершIаскостп IЗJ Х R*'l. Точ-
$r из 1-1r. пцепт впд (, У +QQ) ), гдв Фунцltця Е
коэдх!ruиептоr, J . Еслtл Шл' (Нв)>О t !о >О

взя!а G

п (п-/) -
uерпая лебегова церs IнOйвства 0лвдов пппцй !ода с ваqалаIш в

Н4 . llo црЕ 4 *1а эла IHOteclEa сIедов Ее поресsваDтся, t
dr,ft](КЪ"l<+ * . Значит, d7-a_1 (Н) >О юльво длв ве-

ji0lс!,ог0 счствого сецеfiства чпсед З . Поэточу

dJ-* (у Щ) = ! О"о (Ц)й = 0. а

3Аl;ЕЦIlИГ. Ilo сишшетршчшч сообрreЕшяu дIя dzn пре-
, ,,(,J]ena!r:i коншr.лпниfi тока.

'iустъ ý с Kj захкнуl0. 0пределич ряд чноrеств:

|/s ={ё,{). RП, {- S, - tCP= z< а({I ,

, l/s,l={(7,/7,Rb, у. S, -lilcy)<c< laQ)}, 0<l</-
Jlcнo, ЧТС Uз , Uý,t r О С ЕIIП Ш

d, = F} ((/, ) , ds,B = F} 1ur,o)
ко}rпаJстЕч. 1,1поrвсшо *Uu, dr,д о?лпчаетOя 0! dý ToJrьBo от-

сутсrвпеш начал п rOЕцов пвй loBa, щоDшlдх сдедл в J . по-
этохуrпо преллошвшп 14,

d2(BПd5)=dJ,(B o*Unrds,B), (I4)

ilo 0 л ds)= &n 0 n о!р, dr, il. (I5 )

Полошш

еj=Д Лdз1, е -oll.tQt, €'= 8 П dr,

ё'а= В п dr,r, ё = д п dr, ?'=о!са d 3 .

прЕлJ[оjщнпв Б. dLord - dхп(е,).
дOкАздtшtьсlъO. По опрдалеЕпD перевоэов,

ilо 7е)- у(е х $) -у(ех е) + v(е х(О,е).
Есдп шiаваlБi чtо Y(ех(Е,е))-О, lo предлоrвппв будеt до-

а
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ва8апо, потоrry что тогда по cuIlolptlttвшI сообраIенияц

d..1,oG! = У(ё хё'),
шrпо проддоIоЕхD I4,

dJEёl - &2, G), lр(€ х ёt - yft х et.

Пtав, доваlеI, что Ч(ех(6хе'))=О. Досtаточно проворшlъ, что
tPgl(Bxe)*g, потоцу что ез с, € jt llpп t<3' п e=Llec.

Пуаш f е Q1 l ge8xe1.OTpeaoK [|,.2] ши в одЕоf, лхвии !ова
Ее содорш!ся,_ поатOцу.сущвстзуD! Vee. Ч п Wce . %
laкnor чю Р (Vsu , Wgе )= О Прш ФЙвспрованноll 2 в
сипу коша8!ностt{ 

: .:;:r"i-;, 
" " Fe - ев та*шGr чт0

Полоrпв

булOr пчоть 
W? - 

'!!'е 
W* ? '

РGj, Wr).Дс Р (Vs,ехWgr)=О.

Таr ваr 8 re' olшIшtor !о lolвo счп!а!ь, что V/2 < В-€' ,
а В, e'IoEo повЁrD сIIотвцI coref,cTBol овресrЕостеП вшдв
W2 , о!цуда ?(ес х(В,.е')) - О. а

Полопr'-'W 
={ft, у)е Ro, у " 

K|n, G, з* tg q)€ Vl J,

R(t y)-ar(x)=(t,? * ёg(il, ft,P . Wl ,
где фуцкцttя 9 , с BoTopofi шr работалп в продлоrcвпях I2rI3,
lеперь свабrева_коэфшцпввюу l./ . 0чевпдпо, что R не-
прорвпо, а Wi кошак!во. Фувшцшя Р определова на всеш

К!а . но Еб ддя каlдого / G,y)eW,l . Mnn G,/.W/o ,
то будоr говорпть., uro Вr(у) существуот. lla просltрllнстве

С (Vil 
" R. С (Щ ) расслоtрпr Фу цкцлtовал

N,lъ"R* t. hd,хr, h- C(Vi).
vtr

Ясво, чtо сущос!вrет цорв ,р. C(W;.,l*r**, .lrо

р

\<



t(ь"R)-t.h" Ra2.
vti

Пусзъ }l-/'-rЦ' есзь офчво0 topltsпoвo рошоtвЕIо re$ /
Прr этоr .ll| с lr- сосродо!очеЕн, ооозвоtqстЕеЕtо, Еа uвo-
IocTBax 7 ,DёW;, шо обяэатадъЕо адrвщltц, Ео з8tо !оа
пOрOсеваDцшrcя.

прщtлOIЕшшЕ т6. jp,(/LoR)-0, ье c(Vj).
дOкАзАтЕ,дъств0.

,| . h " Rф+ , /,ъ " Rфr-= 
"[ 

lLd1.o*^i[ ltd,Zn .

Йl й; Kic) R(a)

Так как CrlD+d, тоR(QпР(D) содорптся Е цвOа8сlво Еа-
чал и кOвцов лпвдi !ова пз V/1 - По прддоtоддD Т+rRG)ПRФ)
првнебреrишо Iля dao. Пустъ D есrь аашшаЕпо чпOIос!ва
Б . У!з обшсщ предольЕцх сообраrввшfi получаоI

" Rdy- = -J h" Rdv--J lъ/.tо>О. а
D5

ЗД!ЕIlАIlИВ. Твперъ IoEo счпtать, что _Р r-0 .

r']PEДO&EB}IE I7. С у щ е с т в у е, ф J в к ц lt я
{.L'OVird.Zo),y'>O т а к а я, ч т о d7= /&* .

:lп drlr7eYo, ес Wf,
дOш te Rt

прОверпtь, чlо р(е)= О , ес-
d-X.o7e1 -/, то-прr пOчtт 

'at_

О,- Jh
D

дOкАзАтЕ'lьстВ0. Достаточно
. Есшл

""{r,,io предлоrовиш I3, прп тех ш /

qca/pl,#r' = О ,

0т8уда

td"lr=tdZ-O.trе R,G)

Такпr обрвоц ш доЕаааJи, чtо для lъ.Ll(VJ,&r)
"f ьщ = [ (! h.62 /с dJ)d..zпч 

эtil Ёъ 'F,

dz--0.
l Рп'f

t



гд0

е

LryY t
*,4

/(Ьу), ft(ё,/. Vl,
о , R(bp- Vl ,

hoe"ly1, RG,у)еVj 2

о , K(t,pe V/r.

(Iб )

Доlсrвrтельво, фуввцдя |ъо€t 0продошЕа ш аа Bcel Kf1
Ео всrп al(?) во сJцOс!вуеt, tо /еQh2, поолоцу rоrво
ЕIоа!ъ (16). ПолучrI EoEyD Фрry прдловвrя ý.

Подошr
In,з-{deftl: аr(у).А},

l6,r=ft- R|,6tQ). В} .

ПРЦШОШШИЕIS. Ддя поч!l всох у-К!,
J{re-!/"&.Iаzч IE,N

у*! /, & , у*! /, &.
'1r! 'цу

Поэтоrry lвIopпIor Еапр!шер, IEoIeclBo

S = {у. Kl ,r{{r dl , !,l, dlJ .

По IФодпо!овrэ I3, dXo_i(S)-O , !ап ваr

! r,!,tdl) dln_t rl =! 
$/, 

dd)diooQl п

Пусть еще

f ={g.Д: /(R-/(ý)-zJ.
прts]lлошпшЕ tэ. dъо (Е)- 0.

ДОfiДЗАТЕПЪСТВO. Есш /д есть хафупвцля Е , то

dlo1)=t. U х, "6c/rdl)dt*_l=0. о
Ki, р'

ДOШАЗАТЕIЬШtsO. Двrарш Фуввlgп

,!}
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ЭАilЕIЦd,{Е. В частвостд, прх поч!ш кацдош ?. К!, пвросо-
чение Е с линшеfi Еоаа, ишеDшрfi слод ? , пiеот чулеЕуD
дл}lну.

dз прдлоrсншя I8 легво вцводlтся фкт, lсотопшfi в8х Ео
понадобится: еслп начало (соотв., конец) вокозороf, лпЕшll то-
ка леш,tт в АП В , то Iошlо счпта!ьr чrо ковец (соотв., ва-
,lало) этоf, Ie ливип тока топе лешlt в А П В

ý 5. Вшвод осtlозшого реsульта!а

Еслш нац ддна г}tпершоскость Lo , to ш будец счt{тать,
что дIя нее уilе построевш всо IHoIoclBa Vп п проведоЕш всо

р8ссуцдевlrя ý Э 
" ý j. При N.l>l'l2 Vцr. V"". Рассrотршш

Ж':,fi fl ":iil'"r.f i,жЁ.'ititi:;;:):ж!fi ilj}r)"
teaz, /{у""r/r,ц, 

d1o.,1dt{ 
цG"Q 

/",i&^u)*.

llоэто\у cyrcш}re /r" 
"^ 

R-l{V|rr,/ совпадаеr с Уп, . сrcдова-
тельно, разJlичать ф!нвцпrr ln, " l". ве нуIЕо. Еслr oBareT-
сяr чt0

AuE а !,oV",
то шоtшо будез добавитъ к рассхоlреЕпяI счеtвое сечеfiсtво
(Lл) гиперплоскостеli, параллелъЕшх До . Затеr пз IшoIocTB
VM , строачlихсrl дJlя L- , бJлеч иэшйть лиltии тока, уrc

пOп;rзццб в построеЕия д;,п'Lо,. .. , Ln_, . Если сешеЙство (L-)
дос?аточн0 06шtирttо, т0 за пределаllп шOсlрOенпfi окацуяся лшвии

To:la, параллельнше Zo . liлЯ них ltofiBo вэять свое сецеЙство
гиперплоскостейr , т.д. - лсег0 не бOлее чош /'L рав.

СледOвателънсr loltto 0пределять а - т0 oтoclpatreнnв, о

которош спрашпвается в задаче 2, - рабdтаа с фttксировавuцI l|Ho-
]recтBoll Vi l построенвLiш дtя фпвсltровашвоii гпперплоскости/о.

[lосrрошr KoItaJtTaTиBHJn дпаграшlу

a

t

l,ъу (Ia,

у



t

i":":i:o/',M,rSi\:";{,H*tr{цg;',.ffi ::ъ:,у-;|*
опредалово пOчтu Есцшl, 00хIвяя0l Iеру- (l.e.l IoPa цЕ0I0сlва
совпалае! с шорfi ого обрва)lв88дIЕо-одlо8Еачцо ш отобраrает
с_воп область опродопоЕlf, Еа поч!Е эае Iц, (ооотв., hr(Ia)з
t цу ). По продлоrовпо I8 , Iошо сsптаiй что

гд0 для
(ооотв.
Iв,ч )

Фуввцпl)

J/"al-J у"ф,

у*:Й 3*{:yý**i;" r,r #{it,

Ь(ц=/ {",llЗ t - [4 (?),pQ)J .

4(?)

По tеорше Iобега о продqло под пЕlег[шtоI прOIеrylOЕ

j"= { t' е [aly),pQl . h (fl - /ъ G)J
прп фппспровавЕоI t ваIIсЕуl. floBo, чзо еаш h(t") rh({l,
хо ) (b)tlj(ta)-d . Всла h посlояшIа яа .fto,l../, тоrпо за-
rеiввпп в воtцо ý 4, чоrво сtlllаtъ, чаg фZ1 (h,sп [d"r{]),O.
Звачпт, пэ rlr, Iошо 18мзЕ IEoI8clBo -<'

j = In,! 0 о!rrJtо,ъ, tъа)

вулавоf, Iлпвш п lafioor ,lro досле ого пвъя!хя Ё двлается стро-
го воврасlапцвfi ва lo,lrj . 9ту фувrцшп Iш l Еавове, hу о

ЕСЛП ПОЛОШТЬ

"{tl 
- jr,{ r, d.l', L. I r[у1, lсуil,

!о шоlво опрвдолDltь ФJшвцшп ag , ваs бцла опредедопа 4i;'ffi ;;; Ё ; i i;,;) 
-. ;;; 

"fi ". 
ь,й., y:;;|i-,v 2 ;; i u,и,l

JIпбо супоствуоi L!' , шя во!орого. fu|,fu?(ё), лабо ди лIF
бого Ёе.Ir, l hу(il> h1 апп |Lу(U< h,,. Пустъ, есдш верно
в!ор0 у!зорIдввше,

!;;У rb |, u, 
Ь ft) > fu , J, t - З ц { ё, Ia, r, 

/ч rё) < h а 19 GЪ h1, h, а"

р
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!,

t l.dа - о,

поэтоцi G0|lвсlзi,е" ёв.(t2,tr)п I.1_ . trlФ hr(t)- Ь, .
тогла f ёtl , rоля Ё< tr , rлtо;"h, а) < Ц, ,qд tlаЦ,
хогя d7 > la . Звавпт. шtlвo,lntm fшgmе. Eo,rаt ваrqру

J {"&=t /-&,.(у) l<y
то,цроIеýrЕЕ hуФ,r) l ц (Iцц) соlвIgЕ. Е,lre аtоrо,
пу , ty опрвдвдвЕ, ,iац, qlo

/ /. а" = аz,(ht(ф, ".Ir,?,
! l.a" - &"("у(ф, €. !а,у .
е

Полояшr Ёr -z/. hо. .l[паrршва опFдедева.
Буrвоfi ё обоаватш отобрrеше IЁотесtва.

nl - 
rУ*!о,r, 

{у}

t

на шноIOс?в0

'L= #"rIr,r, tyl ,

Н"3.Т, 'ari/flrii"'lY'?' 
Еак ёу п Iцl 'Теперъ

!л3 
*"rV; ,R,ё,, /tdl)dзо,, ,!"G,R,c-lo R'ldt,o,

.Подоппr а| R-ё-'о (-/ , IB9 к бортсв Е GlrшЕш Еа
Atr t 8 (-'- в Gyrвlxl ва R(Bi) . По шоец опреде,дешв,

д деfiеrвrтедъпо 0оцвЕявt loпtr: вм. е.В/, r t0

dl. h-rса)=оИ*-ir{tr cr(e)" Во ёJ/rdtldzп_, -

* 

r{ui/"""'" 
do*-J' 

,|,d,Ln, 
dъb (а) 

"

Il0

1



тдв lэ всвь вЁrшцщ Ёвtlt?с?эа е
Остадось трвgдшъ, чrо ЕвI,Езоа8а

Y7 (е1 а е)- dX,o (el п a-a(cn)), q х €2 с, Д, 8,
оll!шхэв.

пРВllошшlВао. IlycTb для дDбцr 08-
pecrBocTBl V ,0qЕl с-Д r VИ !сч-
в l усВ vl(Vrvl)>O . Вс л r х ( соозв.,,/ )
Ео 8ctb ЕаrIаIо (соOlв..ловоц) Et!aBCil
Irltl !0Еа, !о .z l у деIаl ва
одsоl lrцrпola.

ДШДВД[ЕПIgТИ). Пуов а IBIE D lnrEltx ,о8а Q, с.> О 1

а l>d подобряоrIо црIдo]lэпD ?, пЕ лдЕЕцr Ф l ý
цуоrъ V= {ý-A:|9-+k8J. htl цё|l . !о lolao sэять 6
ЕаDтоJIъЕо шщ. тло е - шрсrвбозъ 11 , ggдврвЦlя a(u),
lе пsрсэчвtсt " W={2.E,l2-yl<cJ . в

1тOмл-
ЕOrоро
Еавчр0
Длr Еа
El У I
ц8с!вJ

Пусзь
s dl21
адоЕЕш
rIol о
орЕ .ne
о! ро!

аВ
t.
ввOз-
су-
-0П-
!0r-
l !0-EoolbDr tI

B8r чlо l
дOЕАцIЕ[ьсltso.

дапа 8адача 2 |

tIoo, Еа д l l
рвIолвll
ьЕо! перд ва ts
адачr 2
аЧс!

IB лlпI
а Y .о

трротвлrя I-20.

Е

пе
BD
пе
0r.

0р
п!l
бот
вЕп
ров
цаt
р8в

асЕ
Iад
а0
08
0зв

!8
03ý

П5tсль валача 2 поставлева лIя вппJ8ш( ЕвIIOрсо.ЕаDцлхся
воrдавrов / , В. R2, пFqвI 0<йе(д)=d7р(а) , А
rоlш! в озrщзоl шравоl подJпJlосt{осrl, В Iеш, в озшртой
псвоf, поrдплосв(юtц. Iсrаsовш цреIдOЕЕIо 12. Цдtсть пщшrе
[4' R' а {,lJ х Rr r рвsлеляол / l В п яо дере-

сGsаD!вя вп с / , lt_Oл Q, . Вr- (О,у) (GootB., ?(У) )
ес!ъ слод lа ýршt ft|хRllаооrв., аiлЬров,угол) пешЪtоро.l
лрвrr !08а. !о церооё{еý!Ot JЕ8заýа0& ддцrr зоЕа с лряшой

ý 6. .Пrшrп Tora Еа,Ilлосаос!t

,

III



tlJ ' Rl _ (соотв. ,.{,l!r^R') oro.n тQsва ( t,y-l| ?q))
(соотв. rСl,у:ёЧrrrД. Еслп дасш лшЕlп тоIGа со слбдаrrх
(оr?) а ТQф) , to п0 !вореrc о 9редЕOп лпЕшr ,рапецшш

пшееш

€ l у,- зrl - /Qt-ya) - t (q лq/-ф прll/* Ф, - у) -
- rЩ чQ)- ф vryJl> еr/tL,лQ)-Ф qы|.

ПРЕДЛO}Еllt{Е 21. Д о п о п Е е в и о tc I ц о I о о r-
в у Т (crr. 8аlечавrо посдо праддоrешпя 2) о в а а в о.

ДOКАЗАТЕПЬСТВ0. Эtо доподвеша оtкршto l nlee! ,одьво од-
ву неOгранпчOвllуll воIпововrу свя8вqс!п. Провершr, q!о огtввп-
човвшх коIпоЕввt воt. ДопустlI, ttlo точ8а 8 пеш, в ограЕt-
чевной fiоIпOЕенrе ,(е r7 . Тогдв шаlдуtся дзо лtlЕшп !ова с
общпч началоI !авшо, ,lto вшуlрш оdрэоваввого пцп угда даrпt
Z, и нет точев пз Д . Ечв ваf,луtся дзб ппвпп това с обцFц

воЕцоI l88ие, ч!о впуrрlt обраsоэаЕвого шt tr угда поп, 1, }t

нет точок п8 в . Чтобш ве бшо про!пЕорв,tшя с проллоrcцшоI
4, пршдется счи!аrь, что 8 во оуцвоr8уо!.

:]АllЕЧАtiliЕ. liш довавалп, что оделш лпнrf, toBa оосtашяD!
отрозок, сваtеurfОrt J , Еа оGч {oJ х Rt.

IIусть l(з -ln{B|R', /. а, da. IIолоrшr

!z_ ._,_ э ,, Г/Р,?*rФ rQ),(з,{+аt9еQ)еА,
?(сrt+!Ч r|(Р"1

l. О , (з,! +зф чqlа А,

Gаrц=It 
l-#r, |, (J, ! * lQ чQ)), д,-

" [ О, (t,?,лtрvr/)еД.
Рассшоtрешше фувrциrr ?// оправдвшо афодпtноfi ввпрершв-

востъD функцtltt Е . Еще полошrч

JcB 1
@@l

В (z., у)= Ф4 EQ) Gr* qQ ( р .

'*увкция о(и определева в прдлоIовltп 9, длпва отрозкs

[aQ)rar{il Ьудет рцвва длшпе поресеченая д с лшнпеf, тока

a

rl

II2.



с0 следоI У . Теперь пIооI paвoвOtвar пOсIе 8оюршЕ rош0
прхсцrпа!ь к вшвOлу 0своDЕого рO8уль!аrаз

L t|az"-I (/ /dz,)a =

=!ur/(r,r-r;;а) 4t?*зф сrчDй = 
(17)

=!{"r/(ъ у * зф ,rQ) G, Q) ф) й -

- Ь, ( Jr^*o/ r* v (у), у t .z аi+ъ u rф 0(а, у) а") ф.

Переходя к форryпrроваЕID верOцовввх э8двчt дOшаIсвl очо
олп0

IIрЕдпо)шн}lв22. Еслr гравшцш dД lОа
IEoloc!E А п а пе содерIа, вI
0дЕого пряIOлчшеf,вого 0!ре8ва,
lo IEoIoo!Bo 7 совпадао! с Еш-
пуклоfi оболоqrоfi rBoIectBaAUB.

дOкАаАтд[ьстВ0. Супвоввупt !ольво дDо пряIЕоr про Bolopdo
Iolвo с8аватъ слодупщЁ,е: аlА U В оодврIпrся в одяоfi пв
полуплосrостеfi, порrдевtшх прчой; 6) перооечевшя А п
В о BTof, прrоf, шоцус!ш. Вовьrош одцу пв э!пх пряIшх.

Пусзь ова пересоrаOt аД (aootB., Dб ) в шчrе ý (со-
о!Ео!., ? ). Пвгrо видеtь, ч!о !аlвя !очва Dсего одва. По
предлоrеЙrrп 2I9 достаточно проворl!ьr tllo [ýr2] есrь дf,впя
тока. ДопJс!хI проlrвЕое. Средц всвх лпшпf, tова & с цача-
лоr f IоIво ваfiзr лшвпп С , соо!аЕtrяDwп с [ýr7J Iици-
rдлъншfi угол. АЕадOгхчцуD лшвlul чошо шаiтп средп дltпшf, с
вовцоI а . Пусть {z| ="А rl С . \оrшrо сqп!аrь, что Z деlш!
впуrр}r угла, сос!аЕдонвого С п [ýrZJ , мв ваIG в пр!чвЕоI
случао вшутрш угJц, ооставдепшого Е п [ý, 27 , rcшrл перо-
сечевrо е u ?В , l lotнo рассуIдд!ь спrшетрпqво спедlD-
щеw. Частъ 2/ доIа! BBrTpl тругольнша 8f I r п0-,
атоIJ lo]to ваf,тш послвдовsтепьвосrъ (ý) наiал аошпfi то-
Ica !8куD, что fo-* f , а сооlветствJDlцпе rонць 2 ь деfiат
ввутрп треу_гольЕива zý2 . По предлоrевпюбlсYЕлоо!вует лш-
нпя то8а 11 с Еачалох f , tsо!орая соста"ляет " [ýr2J
чевыпшfi угол, чеI l . а

р

TTz



3tДдIЦ 5. 0спдаrся ш в€.ршI IDаIIцIвЕде 22, есм с Эд
l ?Ь 0sя!ъ оцпшсешэ об ссрвзваtЗ

ЗДДАtЦ 4. Опрвещrо Ir ЕIýлошгпrо 2? " 
Rn ?

аrДАЧД 5. IIусть шеlшоозосtъ Н tnвпвrsо, шпrшпq mr-
п"*rrr / l В эаддчr 2 в Ra, аа пересеsаяоь с. лш. Ш!в-
i, ш вещrсtуD щrt?еsпоо!ъ э Н . шоt8сЕво Н ПТ Z

34ДД'Ц 6. Цово пr !gп8опть s R' фш.ч вqIош в0-
рflащ с Еiоftадп Fil , 8аЕ , фозryrе (t?) ?

ý ?. t шшtlш Ецу цроgl9вдсzъвл, LP

Пуозъ рвш BorпartTl r4 , В. RL у Фццдr L > О u Д
u lc > О Еа В , grцrlUеше пD dZa . Пrводош. тrо
IоF {ldZa l |2d,3o ц€9l ЕашIЕIJFЕIпе рвGпреIвлэпrв l

t/rшо =t /"dtа .

В ýý I-5 ш lо Еоль8озалrсэ rцЕаIпаsrаосlъD lop Лофта ов-
i{ю!rедьЕо сдDlгоз, loэtmýr шЕо tlоllоIплъ лооIшэ ýý 2-5
Iш reр {db l {rd.| r усlslозЕъ сit сtвоDаЕrо о!оФs-
ввrя / поттr эоето / ta Еочlr *в б $lffого, tпo

i(hdl, *{"ilо, ес А. Gs)

fuzl, А = В , т0 Gв8тала IDпо слвшilъ парллааэшf, поtЕtoс
ва вевтор_ d лапOi, slо ,4 п (6 с!)=41, а поtоI ЕЕсOшrрцDаrЕ
д =Al, 5rДt : д*6 +6 . шоцrдпо вхдо!ь lЕшосrrъвоо!ь рs-

эолслв (I8) l
lg"o hdZn -t а /2d&, 1.L'(/.ф*).

0тспдв сIедуаlr чr0 Ерл t<p<+o I Ерп сIелаltдшI оrцOс!-
!едьво Д , В, {ll У" Йщ9rorвЕlqllрФlрацсlва r&й)
I t:GrdJo) вэолоlрlqш. Lah),L-GrJ tо!о rзоIоlрtчЕur
поlоlry ч!о сл,уtа!, соцFtвшццtп в oоOtЕstсrвупqщ L' .

Пrtорs!ура
I. кдtrIO?OВшtl tr.В.. пrБlшппЕ$fl г.Д. 0 вевозош пDоотIвIс!-лз ед!цl&8шrт фупrцД.-Зествrв дпУ; Еro 195?, с-. 52ъ9.
2. РВАЧцВ U.А. Е sадвче о перOIедрвrr racc.-B вп.: OЕ!tшlзащя.

Вшп. 9(26), Воэооrdвров, lgЪ| о. 2Ф-209.
Ilослупrrа в рд.-tвд. оtв.

6. УII. I9E г.
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