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В.l1.Iшявов

В ваоtояцвt 8ахо!rо Еоцучово рошоЕпо сшсlошl уревцоЕшfi!
оппсшвалцоi oдЕOпрOшв!овуD дlвsIхчоовуD I0допь 080ЕOIшсп, п0-
с!рооЕцуD в рботе [I]. ВшсшсдеЕш Ео8отор{о эвоЕоцlчосвпо па-
раrcrЁ, харss!орпsущ!о раsвп!по а8овоIпчосво! спстешt, 8а-
даввOе по!учOввшI р0!0вlOц.

Для удобсtва кра!во ЕапоIЕII поо!роовио Iодвлп. Рассrаrрш-
ваоrся эttоЕоIпчосвая cxctela, в tcolopofi сO8да8тся 0дпв пр0-
дувl. Trc) - расурсц тDудв з IoIoBt Ё - ваддвпая фувк-
ц!я. Ввоштоя Eapaxotp -Lft) - rrп (плп отрJк!ура) оовдв-
ваоцшх в lloloв! lрslовп t вовшх Фовдовi хдрsstорхвуешrfi це-
Bof, (вшрашввоfi в продуrте) ошв1,IвlЕ Фовдов (Фовдов, првхо-
]ццпrcя Еа од[Еtцу !ргдв). Прдпошпае!ся, ч!о Фовд, соsда-
Dаошlо в ваrдfi IoIoB! вроIоЕп t , одвоrппвце ( .Z(t) - од-
Ео8Еачвая Фупвцlя t ). Чорев ?(t) обоsваqао!ся пвlоЕсЕl-
воо?ь соэддЕшя ФоЕдоDr !.о. llё) dt - :3ошчOсtво вовшх ра-
бочпх lосз, соsдавшI s8 врrя [ёrt+dl] , tогдд Z(a,
. ?(Udt- обьоч ввовъ совIавЕшх Фовдов э точ IE lЕIорвsле.

Оувца Lit) l Ц(il в IоIвII IодIоrа! вахоIдаЕхI}.
Прошопагаоlояr чrо Ео8Iоlцшо проtsвоI0tЕевЕцо способш хв-

раr!орпsrпвоя проIslоIо!ЕоЕвоl фувrщеl tlarР, Bofotla'l по-
ва8шЕа0l вOдlчOсrDo ,лlо!Oг0 прOшЕ!9 , сOЕIлDа0I0г0 !руд0I 

9/
пш попоIь8овавпI оововш ФоЕIоЕ Д в одlЕtцу BIEIoBц (й
вачальшil roroBT). 0tпосплвльво ФJшццr U(тr?) промомtъ-
Blot, ч!о оав ,DIяоtсi поIош!ольЕо одЕоролЕоl первоl сlопввп,
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l.е. l.{[ХъrJуI= ja[zryJ лgп .Х>О , п бавшруезся
ва опЕпцапъпнх способахr ч!0 двлае, ecTocTBaEшI ttродшOrоtе-
нше 0 Еыпуliлооlu U (а, /).

Учёт теЕцsосвого прогроса в I0двш прпвЕовrоs следlD-
lцuч спосоdош..ПредпошЕаотоя, что воJtпчосlво чцо!ог0 прryвта,
проиэвсдевЕоро в едlвпцч врошеш прп даввоlr раsцере Фовдов u
.QETp8Tex трудаr Bo8paclaoE акспоЕевlщальв0 в 8явпсшIостш 0t
кOшвЕ!а совддвпя ФоЕдов ? - превосходtt в е'" р" ( 8
с,икспрсванr:с9 вао!рIца!одьЕое чпсло) коIuчвство продlffцlп,
ilDOвввOдичсе на Фовдд:ь со8данпцх в начальвМ rl0lевl, прп !ех
nc услоЕпях.

Предтепагаеrся tавtа, ч!о Е процессо разЕи!хя авошоrlшкu
,lpolacxoдrт оЕятп8 !рудовш:х росурсов с фовдов впвrоf, струвтурш,
Iraнee еоввнвнх. Трудовшо рOсурсш, вшсвободпзшuеся со сЕятвI
фовдов, шсполЕвJrDвся Еа ввовь оOsлдвасшrх фовдвх, ос!авлоЕЕшо
фовш в ддльпеfiшr Ее псподьsrпЕся. В проддолошппп вепреIшЕ-
нOг0 рOсrа орпапf,,rесвогo сцOоЕпя ЕаItI!вла (повшх фовдоэ) пь
лдтшка вшводв Фовлов па прошsDоЕ!вв Iпрпtoрf,sуо!оя фушцrеfi
tтъ(t) , lleвlo в IшеЕql EpaIaEr t ввсвобоцIвозся воо фоь

дщ, с08Iавпше д0 ЕоIO!орого Iш8вlа вIЕIOЕп ttz (U. Фувrщя
ttъ(ё) в rодош поItrоЕ! оЕрgIаIоЕlD.

fiаlпталошmвrяl rшILо Еа уЕолrчоЕrо (юЕовЕцЕ r оборотш
Фопдовr ааIацЕ, чор8 пI ЕшввсlвЕоGrЕ !аr, srо lft)d.t
объвr rапптадовлоrавd Ео вIt€пвЁЕоц пЕаFЕло ftrt +&J .
Фувкцlя 2(х) Ев!ае!Gя Е Iовп вадвпвоЕ, оЕдао 2 ё) Io-
mт фв пос!аэIеЕа D эавlсtlоG?Е ot ЕаIвоЕалБsопD доIов Е
шоцевз f, хш лпrпr lвFIатров loElt.

Спсtвш уввшопd, оп!вlващ roElbirnвol впдз
.?(t) - T'(U + ?fла/UJ rtъ'(t) r 61J)
7.(tlq(U=urt) 2 (L.?)

а п.) u [rril, i - u (l) uL tlrQ t] - Рdц1 t{сIrлhЩт з l
СпстеШ pcraeп' ry1 trtн (tr' - фrrсвроmшоа вrолс). На-
чаIьвý9 услоDЕа в .|F tl(tн)--rън (rп.н€tр ),
ЦU -Z"ft)п eftH 7 Ql G) пр Le ftTq2,dJ, ryз ьэ;,8-
двЕвоs ttlclo, ь 7аl (il п ?н (ё)-8щ, аqВDIЩG вgаtrькrв
распрв!вловr8 (пr tBftttyrt"J ) Фопдов г rпrЕ..
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Уlвввввпэ (I.I) oTpraoT балавс п0 ,рудýl. Урвпевшв (I.Zi
orЁla6! фдýс по Фшлац. Урввевпе (I.5) явrяе!ся J{,дозшош
лвфорццrалэвй оrпrrдваrщr. ЭIо llоIOзп€ 0эпачаоr, чl0 при-
poal чrоtоfr дIIDаlуltцF в rаrшfi I0Iош BpoIoEп дOJltак бнть
IавсшлъЕцI, Iпгг-r.r QЕоэаIIr.фуввцrп ttъ(il | ЦG) , .ZGJ
дщIш Фзь шрлолэш tав, чтоdш фtrlвrця dРQ/ dё бшда

lвrочшлъвd в вцЕrп шDIOш зрш8вп t . 3двсь P(Lr'-Bo-
дt,кю!во чпсtоi ЕрDIуЕцлх (пацлопвгьшfi до:сOд)r шýOпзsOддчцfi
в цшввз / в FociiTo ва оIrшщl эрвцеш. Для Рft) сшра-
эцдllэа форцуrа:

P(il=i C8taЦlr"/,lJ lrft;da. (I.+)
а,&,

2. В apor цуlпо sададшоя кOЕ8-рэlЕцr вшдоч Фушtцлlt
111цц1, ТG) а a(il . IIроrвводсtавЕЕая фувrtщя шшоот

vча 7j72,ц)=эауt-d (O<d-z/ ) - Фlпrlшя fiолбба-Дgгласа.
Рвоуgсш rрiдд рот!! адспоЕоЕtщапъsо Т(ё)-тёrъ l Iда р
- двrогваФтвсЕая ЕOFа poolar Ъ =Trcil - !рJд{вýо ресурсш
ва пачятьвьй цоIоЕ!. Пдолносль каппrшовлOrенцЦ постояЕцп J
a(lJ=& _ IолоIпl€дьвоо ,lЕс,п0.

Пр тавош аадаЕII аЕ8опввЕцх пOрIеЕцш otcletв ypaвHoEmi
(I.I) - (I.5)rошслващдх IодоIъ'пIйобртаел сдеýвцяf, вид:

Е(ё!=Т. е\ rtm(t/] п'G), G,|I
X(tJ|GJ=t t (a.r)

qаr(ч-а.с1--r(t)- е'СПru'fu)z.rо"/tл1= 2 (2.j)
Будоr rспатъ репбвхе шоfi спgтошr урзвоввЕ для t > О

(tH--O 1rmr=о . Швтарал ftъprtr7 в o!0I слJчао аы-
рOIпаOIOя в тOчпу, сдадоDатодьЕ0, Еач8дьЕше рвоilрgДgдовшя фэн-
ДOЕ u 

'рудд 
завЕа!Е Ео вJшо.

БУРr счrlатъ, rI!0 вештвш Р с Е ( 
' 

- доfiа3атедъ,
хараsloршsуощil lоlqшоскrf, прогtвсс) чшlн, q!0 согдасуется
с0 с!а!хс!!qвсЕIII лЕавш!. Ердропоrпr, чr0 olcтOtra Jpaвtla-
впfi (2.I)-(2.5) шrоот ршовl0 r фшцдr ruft) , s?(U .а tit)
Iorвo ва даЕервадо ( 0rТ ) раваоrптъ Е Iи]t во е89flеýяч 

'пр:
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пъ ft ) = m. /t) + Е пъ х /t) + р ltъ р 
(U + 3 

2п 
р 

(thpl пr1 Gh реmr, (t) *.. .

?(lJ= е. 7s1* l ц/t)+7э rрlЧlЕ2rs" rt/*pl ur6 (t) +р2е2е (l)l .. .

Цl) = .l, (! + 8 l, 
7 

(0l l р2р lil + Е 
el 

х е (fl + р t172 /9 + р 2, с ft) + . . .

Подстаэпш эtи рядд з сшс!еlry урввониf, (a.I)-(2.3) п п0-
следовательво опредапшll функцши taoЕ) , Цо(l) , 2о/t) ,sа-
tол lll5rc) , Llrlil,I.s(il п fuрft) , qрft) ,Zpril .
Членацп поряд€ шаJIооtи эшше порвоfi отвосплолъво J' а р цро-
вебрегаеш. Рассшотрпr атоt процосс подробвоо.

llахоlданпв Фчпtшпfl m"(t) . ц"/ё) g l"lt)
Полатаец Л=о n р=о . Систоца урввевчf, (2.L)-(2.э)

прпобретает сшдупщМ вttд:

.?о(t) = Yо ftъо rc)l Lfl! (ё) , (2.4)

'l.ft)r,(t)=z l (2.5)
q" (t).t:(ё) -?.х!"е)- ".(il_Z!ta,ё)J=o. (2.6,

Восполъвовавщпоъ ураввошпеr (2.5)rзапlцоI (2.6) в впде:

э-"rrcrr"Й-ffi, =о.

3ашввяя !оfm.G)lr"э"" ffi (rв урввавшя (2.4)), поду-

ча0I ха прбЕлуч8г0 FвOЕсrва lалOа ураввOцlа:

э1./f G)tO-а)- [ra! /ё)J-J = О ,
ппI

. ruL(il - .Fэ
L

лде А=(|-1)' . Швtогрпруя Е!о ураЕЕовп8rllооцз mо(ё)=
--1зt+с . Пв уоловrя Озmо(ё)zё прп t>O ааrtrDtIаоI,
чло С=о . Получаоч для rtzо(ё)шrеNDцlf, впд:

m.о (ь) =pt, (?.?)
Подставляеr ваf,девшrfi эшд фувrщш mо(U з (2.а) п получа-

еш фупtсциона:tьвое ураввовше ддя Vо (U
cl" (/) = q" Gзd)F.
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Рецевпе 9того уравЕевuя lчOш в вuдв Ч.(t)= CLr+ В. Дя опре-
доIовuя с , В rЛ подсtавIяеш q.rc) сЕвопредвIовншIп
rофФпщrевtаш в урsзЕовпб ш пршравЕхЕаоI чIOвп с одlваковоl
степевьп l . 9вая, что %(tJ доJЕЕа бчtъ подоlrrcдьвоfi
Фушвцпе[ (по поЬтроовшп чолелп)rпоryчаоI для воё слешlпцrfi впд:

%a)=t, (2.s)

где 4 
-процввольЕая поIоштоJIъЕая 8ово!ав!а.

Подставшоr ваfiденшй впд Фушцдх ?.(tl в (2.5) ч ЕаходхI

-2,ё) =# , G.g)

Решвппе (Z.?)-(2.9' прав!орпsув, IввЕl!по эrOЕоIlчеокоfi сшств-
шшrопшсаввоt в Iолвд! прш о!сутс!Еlи tахшцчасвого прогросса Е
пOсIOяввшI rпудовшх рOOурсаI.

Подоrлц впдsовпе 4=/ , lогда рпоЕlо (?.'t)-(2.9) дIооl
впД з

fuоrc) - pt, (2.?а)

%a)=t, G.8а)

hU =?lt. G.9а)

Дпя эrовошr looгa в двльвеf,пец Фаоr опоршрора!ь с рoцOЕf,-
or (2.7а)-@.9а), а общво репвшrе (о прочввоIЕЕшIп воЕс!а8!а-
шu) прпверI в воЕцо.

Шаrоrдввпо фуввшd пrр) . 'lrftJ с Zta)
Ддя вахоrдввпя впдr озrх Фувrщfi поIаmоI р= О r подс!аD_

IяеI в crcвally (Z.l)-(2.э) tъ(0-;по|Р+ltпj/ё), ч(ё)=
= qrft/ * 8 еtrfё)r,2(tп|.7о(tlJ+l71 (7l. поп5lчаеr олошlDqуD сшсте-
try ураввовпiз
i.й),iurltl={".fn,G/"ým2ftJ1,8rsliп.rchflщ(fl]]tm/аЬlп$ltl,

[1.0)+111d[цrr|, ý asG)} =z,

z1 [ 
". 

(l) +' rtr ftл n 
t?-a) - 

" 
t С *Ъ G)' l П 1 ru' ЦДа! (u+ l ry ft .)f} = 2

0тброшэаеч воIпчпЕш порядsа Iалостu вшшо перgоfi цо / ч
ааIевяоI .|7z,+8Р на сf(э)t|ч|@){ , а €ёil аа frEa .
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i}aTer прrlвэвЕваеI чдевшrсоаеFaч f, в перво8 с!впоll,
лучаоI сlсlеIу уразшошаf, дIя 0предапаааа ftъ|G) , qrё)
XjftJ .

ч5ё)=q!hп.(tJJп!Нtц(il+m!,(tИt!tъ(ЦсqЬПъGOttсilЦl(2.I0)
1"0)qrъ)+ ?.(t)lrl!=0, (2.II)

tr{5ft).tп.Qп,!rU-!-:ё1-o. |G.I2)

ilошауясь заюl ta"(t) t fs уразЕошя (2.I2) пDпJчаtsцз

m!rt) =,F|-tQ 7 .

п по-
l

2
Двтвrтпрgrя, поJwmslr

agC=O , зак кав /
Дпя фуЕЕцд}, пlG)

rпs (tJ =

пOлJqаеrl tадо0 вцраtешlе:

+С Довстав-

пр л.шбош t>О

(2.1з )
е

+

Подставпц в (2.I0) пшIJчевяflе вшралеппя gм ltъg(t) , чп/ё) п

пх lil . ltrвer фувкциояальЕOв ураввевlо дJlя ЕахOцрцхл |tr(il з

Чб (il=pLls[ptJ* #
Рвшевuе аlого уFввевrя вцрI в вsд9 Чl(t)=Сlr+ 6. пOд -
ставпяеI alol впд фуввщr etr (il э JравЕеЕпе ч опредвляеI Ее-
д8вествЕвповстацтш 4 , В п f. Получаеч:

с проlsводЕвOчl=* l f=-/
И внlвlевпв ддя Фупкцпп t ft) шsе! сшдlрщпf, вшд:

rбftJ =t * t,
[овставгу е ЕOдатаеI pBBBofl * п ЕолJчаоI \ё) в впдоз

\(t)=#. (z.14)

Теперъ rB (2.II) ваходпш вид Фуппцлп .Хх ft) з

-;',ftJ =-'|:u' . (2.I5)

Наfiденпше фупкtши (2.?)-(?.9) r (2.I3)-(2.I5) повволяп! ЕаI
лрJgса.тизпрOвать раsвчтпе эвоЕOtaпкш в рбцItах постровшвоfi rrодв_

Ан-.ь)
ее
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п, пра пOсlolЕ8ltх трудOвlц рвсJрсах п IадоI вJIЕяЕпп !ехпшqе0-
воrо програсGа. РассшO!ршr одпо пs рGшевхfi уравЕошs Iодsдп
(аадаваеrоо ввбороr rопстапt)з

ttъ(L) = mо rc) + tnar(t) =rэt/+ 
' 
#tJ ,

ч(t) - ц/tJ* 8 ?tH = ! [f + l #],
_Z0 = L&/, 1.16 7sl =zltl- 8 #1 .

ЭtО решошпо пова8шЕао!r tITo прп учёте техвшчоского trрогрес-
са спевтр лшпов фовдов пеекоrБво yEr а вворшше фовлш шшевт

бошо вшавоо с!роеЕrо шаIц!аJIа tr вводЕ!ся опr о бодыtеfi швтев-
спввOG!ьDiqоI в сщlgа0 о!сутствпя l0]ЕпqескOг0 прOrресса.

Пъхвлаrrпо бчвшдМ, Пrft) . аеё) з2р(ё)
полагаэr f,=о п по;Е!авляsI в GIGIо\у уIпвпоЕхl (2.I)-(2.5)

tn (Ц = rпо(Ц+рrz/t I clft) = еоё}+р llP ft),.2l8 - h /tI р2лt).
Поryчаеr спс!оцl JрrЕешdз
лl.|tЬррftrрТ"еG{у;пл*rп/tлl,рrrtйt}рп/0llh{,/0,рфlЛ

П. G) * р4 Н] t9" /а) +р ?р(ЦJ = 2,
ч'fq" lt) + р Vе /tд- {н -d - гпl. lц *рmъ ltJгJ = 0.

Рассуrдопrлш, аЕлорзlщ trIrэеIвЕш вшЕ0 ааЕ!шlаец ,r!o

rc2(t) =О , (2.16)

?р (il=T(xll)/(l-pt , G.L?)

Хрlt)--Т" эt#р. (2.18)

Orопsаloдьпо ЕЕл Фушцr й(|) , t(a с 1ё) , дапшl р-
leEre Iодвш прI шл0l роG!а !шдшr восJрGоD r слабоr вдrя-
EIt ,еIцшrGсЕого Ероr!ооо&, шlпlпд, ,8t:

lъ(|) = tno fth Im1(*ptap(t)=Ptt Гt]|t l. (2.I9)
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ilt).{.(ё),E?60J+prpftJ-ttr,r# * еЩ1, (2.20)

.Е7t1=1оlцllsft)r3е/ё)=zt F-l# -rТ #] . е.2т)

l1B этого роtпаЕЕя rotвo ваIсдDчп!ь, ч!о pool lрудOвцх росур_
сов нв вхIяо! ва поIlluву вшводв Фовдов 18 проЕ8в0I0!Dа, уЕв-
ппчпвая Iпlь пЕтевспвЕоO!ъ со8даЕlя воэшх фовдов. Прп 9!oI
(волерlвпе послояввоf, пвtевспзвосll аапш!аловлоrввпfr) вволl-
Iшо в про!ввOдсзЕо Фопш пrеэr болое вrвrоо ортввlч8с8ое сrр0-
евп0 кшl!алаr qol в сIJчаo пOсlOявЕцх трJдOвш рOJрOах.

ПрrввIоr ро!оЕlо схо!ош yDoBBoErn (2.1)-(2.3),оодораqе8
8овс!а8rц, Bolopo rоцlt бшть опродilеш Ео пропвDодьЕOr вав
эrо одЕtаво вшло, а сооlояЕlоI Iодв!х в вовоtорfi шшов! Dро-
Iевш.

,171=рt[/,f #tJ,
цrч.t [/*' ё:!а *рт#] ,
I(ёJ,trr-tЩ -ръ#]

Здооъ Cl > О . Папоrвш, что / l р-достаlо,tво Iалшо веIш-
чпЕцrrа8хе ч!о.ЕапрхIор, ус!оЕхо tп(Ц zt Фдэз вшполпово.

3. В отоr пуЕr!о ва!Ёr ЕцраrcЕпя псвO!орtх авошошчвсвпх
паршaо!рOэ, хsраsloрпsуDцlх рsавпr!в авOп0Ilчосвоl опстеrш в
pвIrax построеввоfi цодош.

Нацпональmfi доход Р4)'(в ешвлцч вроцовиl

М ФуЕвцдш Р(/) валlо бшла пршводопа сrед/Dцая Форl|у,!а:

рG) = i_,Nr" l/ [1ё), а рв)dt.
Продолавпr Фувrцдэ Р ft) Е впде

Pft)= р.о * f fuft)+р Рr(t) + .. .

ВоспольвовавLхоь DпIоI Фуввчlш U@/, ltl(t), tlЪ) l Х/0,
поtrуqш вrд РG) , сооllеtсlDуэqшfi 

-aaBнolry 
IЕдOЕпD.

а0

a



Нахоrдевше hftl . tlрп f=0 а р=Озrпft)-пъо(ё)
'lir:a-7r-, iЙ=i,/t). CootBoTclBeEHo ддя Ро/t) получi.

еш эшраIOЕп0
t_t

Р lil-I1ircl?ftldc = 7а/ 1,<''/aldo = эсаё* p.I)
П,ё) ttъ(ё)

Полагая р=О, Еаходщ Рхё) r в8тоI опредеIяош PrQ). .
Ше прпэодя внмlадокrаапшшош ововчатешшrfi впд фувкцпш РG) .

РG)= 21tlП+ 8(dё +!) +рТ" (сt +a)J, р.2)
rде

*ý;L#,"=#,d=#.
Вшраrение (3.2) дsR! вавпсшцость рос!а ЕацIIоваJIьвогo дохода
(в оллtншцу врешевп) 0! дошOграФпческоfi норчш роста трудовцх

ресурсOв (паршетр р ) ш параrcтраrхарактеризуDцог0 технп-
чесвиfi прогросс.

[Iооlвлив эФФевтшввостп капuта:lовлOlевиfi .

Этот парашетр аковоttпчесвоf, сшстошr опродопяотся прпростоц
(в едпвпцу врешовп) проltвводенноf, прOдукliипr oтЕеоешвоfi к зшв-
вавшпч ого допOIЕптолъвшч вапптапOвJIоIевшяI. В рбото [I] бш-

ла ваfiдева форryпа ддя вшtlпсловия эваqовuя ворцатпэа фФевтшз-
ности (Фувкщая furil ).

п (tJ = 
" 

t{ u! [х/t/, fJ.

Предстазляя Фувшцпр rЪ G) в парашотршчоскOц вuдо

п(l/-по /t), lпl /fl+ рпо ft)
и воспоJtьsоDавшпсъ зшдош Фупкlщп l/ёr{) , ttъ/il , .//U u

Ха) , ваход[ч аавuспrостъ норчаlшва аDФективвостп каппта-
ловлOrенй от дешограФшсескоfi норIш роста трудовнх ресурсов Dr

параrrетраrхарацторяsуDщеDо тохffцческпft прогросс. Не пршвод
п porrely т 0ч Ешх вшrладOв, 8аIIпшоI ок оЕча!епьЕJr n форrулу

7ъ(t)=а2а-!е-l{1lХ H,d!!a,a) *рп #J . р.э)

2l
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