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В баваховоll прOсlравсlвс пOлугрупш 0псра!OрOв пэучаDrся с
п0I0щьD рOаOлъвбн!ц прOlввOдяцрг0 oncpalopa; уФOвпя пOр0l-
довпя ва.rпЕу!шI опараtороI А поIу!рупlц лдвЕого 8лаооа
(зсореш пороrдсппя) яшяDrс_я, пOоуцOс!эу, огрsЕlчOвlяш
рос!а с!спGвсf, рсаольэсвтш А . од"a*о э сдучао до8алъЕо
Ешувлого прос!равсrва прOпввOдяцli oпOрsloр, Бав ЕIввlдо, ве

.xlca, рсаопЕЕевtш, пr слодова!сдьв0, в8 вIо! случаt Ео поров0-
сяlоя !сорецш пороIдоЕхя, !8всстЕцо ддя бавахоЕа сJtучая.

В атоf, работо строптся ашара! для пссдедOваЕш полугрупп
в локаJIьЕо вшJвлоI прос!рапсlве (л.в.п.). В вачесtве хара8_
!8рпсtпкп oпераtoра прOддагае!ся !8а Еа8шва0llая р080лъвOЕlпая
послодOваlшъвоOть. 0свовшое опредодяDцоо соо!воIlовIо длrt П -
D680лъввнlц:

|zt - Д) R nkZ)- I + 
"-f,oy 

(п,7) (ReZ ,о),

пе [l(п,1)J Ц Rel. >0 1 - акЕпвепрершЕое сбllеlсlво 9Е-
доrофшвllов. Повятпо lz -реаольвовпl по8вOIяо! двtъ содврв-
!вдъЕш0 0прOделЕвпя IваJtlчЕшх 8шссOв пO!угрупп в л.в.п.r пс-
0IвдOва!ь их своlсtва п рошаrь для Ечх вопрооЕ пороцдовrя. lle-
l0доI реаольвевтвоl пOсдодOва!ольЕOсII в сlаrьо lвучаD!ся по-
дугрупш 00 сх_Oдr!Iшся Е !0IдOствOвЕOIу 0пOра!Oру чO3арOвсtзl_
II сродЕrlll l -го поряша ( #= Оr/r... ).

Часль ре.вупь!аrоD адовсIроDаЕа в рвбоtе аэзор [Э].
Вввде х о8вачаеl оlдвлIIое соавоЕ|цальво подвое 69sеsвое

т.в.п., Р -lrynbllвoplв, ааддDцаrt loпoJtoгxD , Х , La) -
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прострапоrво эЕдочофп8Iов Х . ООовпачrI для крашосl!
Пч ={l. С | Rе Z -BJ, R+= (о,* -l R*- 7q* -1 П= П u {oJ,

гдо П - IEOtootEO Еа!уралъЕцr чпсод.

I. 0бцrе сэоlсзва /L-pOaOnbBoltE

Пусt_ь / - заrв&Iшl rrвеtцшt опорлор в Х, Af,=,U-A
(.L е С) l пе.f,L .

ОПРE.ШIВЕ[Е I. 0юбрвrешо Rо'П" * L (Х) ва8цвае!-
с, 4-реводъвопзоl опеввтора ,4 r есдI

Д Rп спJIьЕо аЕалItlчЕа в По i
? А Rпа), RпG)А G€ По) ;

э {eh (A,t. Roa- I )] ct . П. ) - аввrвопрершвЕое
ooreloTBo опOра!оров пs L И .

Последвее условпо, оqовlддо, IoIEo продс!аЕI!Е в вхдо

2 А, RorQ= | + g-ПZу (п,Z) , цв {9(п,Z)J (l.€П")

- sквlвопрерцвЕов соrоIсrэо п L (Х)

В свявr с otII Rп чаоtо будоr Еа8цва!D 'l (Пr,) - ревопь-
вовло! опоратор /

Ееrру]чо вf,до!ь, ч!о лля лсот ,le По опорslорш Ra(J) ,
| (п,Z) l А порео!авовочЕц lolmr собоl.

Пв уоловrя f поду,rаеI

R.И= RoQ)[Az Rп0) - е-2П y(n,.Z)J-

- (r. -/) R п fu) R о G) + R п 0J) А/ R," (8- R о Q) е - h tl (п, z),

0rцудв lцtоtrао! сIодуDчFfi ацалог ,оtюоrDа Гrльборла:

Rhrj-Rо(r./{Z-//)R"0//&fl)trЧл(цZ)Rо(Z}еdRоQ/уhЦтl

Вслп )(п,ru) l Rъ|Z) порооrавовочщ, lo па (I) олодrоt

Rпа) Rпа)-RоG) Ro(a). G)
С поrоцьп пЕшrкцш провоIпе!ся соо!ЕочеЕIо

Ro 1z), р1 G, д)*7l,'д bko7l1, 
"4,1n, 

2) Р* (z,D, (5 )
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где

Лустъ 9А
эввfil 0пешlв!

*r-'hр* (1.,д) - (/ -П , 2о П"). (4)

(9)

[з (3) зЕlо8аоl продвдъЕоо сOо!вOдбЕlо

АlRо(Z)qz=._ (а. Х). Ф)

0чевlдпоr осдt IBotOcпo {Rоа)Д1. ll./"/ отрпrчево, tо

-Z Rо(2)ай-а. (6)

Еслп огравrчоЕо lнolocrвg {R,ъ(z)Аа, l.Z. П.J , !о
Rn(Z)ar;*-?. 0)

Пустъm.fr- , F*:{р,/р.?J , гдо

р^а-Ё рД- (q.9Д^).

Хульrпворш 7' преврбцдоl ЮА' в сокэонцпадЕЕо поJI-

воо л.в.п..,Пв соозводечrя Ф) п условIя 3 оледет
Д*R: (il . LФ (,ze П, , tr.*), (s)

чтOi 0чOвпдв0| равЕOсlдьЕ0
RTril . L(x,gA

Далве, для зсяЕого пъ.П ' 
(l=0,...,ru).

R|^'(а . / (х) (,Z . П.). (Io)

Доf,стэптельво, еслl Ki-4a) . / (Х) , lо хв авад[!пчцосlЕ
R fu п бочвчпости Х спедlет эквшнепроЁвнос!ь oolof,cTBa

(ИуJ (.р.ý), где ýs - пеrоторшfi ааrкцзшI ш8р с вшко-
лоrъш цепlроI в lочfiо Z -, 

содерrацлfiся в По , п

ип = (z -/r)-' I Rr |(а- Rf-'7) J ,
чrо вIосlо с l/oa;2 P?ra- ft.X) влвчёт (I0).

спраэOдJIхэо ЕкJlDч еЕпе

пдолно в Х ; па суцвс!вованпя /z -ровшь-

ф=Х (п-tZ). GI)
В caror дело, попOlпI
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Е0 поааза!ь,
-2А,

R,"(1*)X= Ra(f,-) х--r. Ro а)Х;
о!sуда получаеI Xt. ,1,1 ^Ro (f,-.JX; - Х^.

Jm )о
Дs доваsаtальG!Еа вrдЕо i что аац ЮА соrвоЕцдальво

плоtво в Х r !о| проl8водя цад 9А" опоFцхD овквовцl-
адъного 8аIнвавхя € m. Bsls.- поцучш Х

Еслr 9А = Х r colilf,clвo {aRo&)] ё.R) аквlце-
проршвЕо, lo 2А' оеввэвцrальво плолво в Х . Дя доýава-
tо!ьсrва дос!аlочЕо вахоrlrБ, ч!о (6) вшолЕоно ва ЮА' ,
плоtвош в Х, ч!о зIocllo о srвIЕопрершввостьD соо!вотсrэуD-

X,n-..r!.o RoP, ),.. . . RnQ) Х.
L-tс.--ttъ

)_ слелуеt 
--''Х;"- 

9А* 1 t.0. досtаtjч
Дrо=Х. Ваrry_Р),очовlдlо, llool Х|
Xt =А . Еоtrl Хл-t =Х , !о

(8us
чlо
,.0

щого соIеiсrва.Ълечёt

Z^R: rZ) _-* ,z (а- Х).
l++ е

(I2 )

0первтор / пoJtBooTbD опродолsоlоя cBoof, У(Пr,) -реаодъ-
Boвlofi. Точвео говоIяr оолl Rо являоtся V (Пr, ) -роаолъвен-
lоfi Еово!орQго sашсIJrrо"о опоратор В l lo А = В .- Деiс:-
вшlедьво, хв условпя Э получаеr

А, Ro7z1= I+ е-Пz л(п,Z)= В2 Rоft),
о!вуда AR"&) = ВRп0) . Пусть !опорь а..аВ ; tогдв

Ва Ro7z)Ba.=Az Ro(J)8.z=AtBRn(z). =А 7z ,
tдо !1-Az Ro(1)z-7 прп Z*tф о Тав вап при э!ош

Ayr - Bz Ro G) B.z * BQ,
lо в ошIу заllЕЕутосlх опора?ора А 

"убgуц.аА 
ч Аа,ýд

.Как пррltло, П-рволъэеп!а у операrора по одlЕственЕв.
Пусть R: ос!ъ Vr(п,.) -р€вOльвеl!а А . Тогдд

К'. rzl - R n (f.1 - g- oz 
I R о 0) \ fur.z) - r(ц zЖ l ril J. оэ l
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а-ревопьвов!а с!апевп /

I?(/r.r)rесIl 7=(о,п)

Z, ослп t=O.у 
(t).z =

?

т
Ддлео Bar повадобятся олбшrDцlе огравпчевlя ва zz-резолъ-

вOшцr.

ОПРВДЕПВНПВ 2. IlycTb Rо естъ 'l(п,.)-роаOдьвGЕt8 0It0-

раlорв ,r4 , прrчёr 'l(пr4) ='l(п) Ео 8аЕпсl, ot J.По.
Еслr для ваIдого а е ?А' tBoloolB о { Rо P).z, /J . П" J
огравпчеЕо, !о ,?r, вааовёr .
Есди €=0 , условяо, 0чоЕ!дll0r разнос}tдьЕо эвэuЕопроIшввосll
сеrеfiстэа [ R," G)} 0 е П). В эtоr сIJrчао R," вавшается
пагyляояоfi /Z-DозOлЕэol!оfi.

_ Веаде в эrоI параграФе счш!аоI вадаввоf, пOсIедOв8IодьвOстъ
{RrJ (П.П) а-ре8ольвоЕ! сrопоЕх / ошорвлор /

;" l.ti а.?€Юl|'е/7ЮАЬ* оооr"..о

IIG,d =вtО |зП 
КgэЙ dx р. >о). Fц)

}la сооtвопапrя В) сJIоýе!, ч!о пЕ!еграл схOдl!0я лдя всох
t п. повяtво, не 8авlспl о1 а. .

ут8ЕрЦЕн!tЕI. пусt ь ае2Д'*" , tеR* з

под0llI

G5)

Тогда уОЪ-ФуЕкцtяr Еепрорнв-
Еая по"t-R' п опредопяоIая дlЕъ
оперsrорош А

ДOкАзАТЕJlЬсТtsO. Дя а еЮД|*' ,, (э) поIуqавlt

R. @ - } а * j, А а., } Rпр)Аь - е d>л7rъlQа - * А.),

где rsоIос?ъо {R,(Z)A% 1t - П"1 огрsнlчово. 0tспдд, о

учётоr очев!дЕвх сооtвошевrrf, ,

fr' , t>O
О , Z.O

РпУ'JЗLа2 =
ЕПо'
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для t - (О, rъ) чIееllз

I!(t,х),а*tдzt [!(t,*)_ G?)
Ха (I5) слодуел ооо!Еошовпе

Ro,r(z) - Rо7з)=е-dfRоё)е-zу(п. t)- ч(п)Rо.,(t)/ ;

у,шrшвая >'(а,)АЬ - ЮА€ п |(п,) - / (Х), поJlучtч

t!'tцr)-t!(t,r)=рQ!Щr"/к.а)/у(п.th,tпл&.,(d/А2dеа

Мав, S/()z - фунвцltя, пряqоrr дJtя te (Оrп)

/(ё)"z. =.z+t4a. * I{(t,.). (Is)
Авалогпчвшц обрвоr с поцоцъD соотвошевшя (I3) получrш, что

Ч(t).Z во эавlсп, от вшбор /z-резольЕевзш (ковечвоfi сто-
Йевш) оператор / ; т.о. оп.редопяеlся лишь саuuч А . Цq-
тру4Fо,вшдвтьr sто ФуЕкцля t (,, а) flепрершвЕа пg lе R*
а I{ (Ч.z) = О 1 !.0. (I8j-справедлшво для эсах t е. f0, ruJ,
что озвачаоt ЕопроFвЕостъ У()Z ва R* . УтверIдевше
дOкааав0.

Соотвошешие (I5) будвт олуrпть осЕовЕнц процессоц пороI-
деЕпя подугрупп. Пвучшч подробвее оператор ц(t)(tе R2.

УТВдРЦШниЕ 2. п у с т, m.П, d. ЮД|'"'*^
t.R*; шIоD! хос!о cBoficTBa:
а) з (t)z с ЮАп ;
a,l у ft)z = f_re |-'trДЬ * $." 1t,a1 (t - /о, п]) ;
в)су цесlвуD, производвше

/'*'(t). = A}(t)z =/(t)АЪ.

дOкАадтЕ[ьстtsо. fак вав дZ . юд t'2, 
,о lнrеграл

I:ftrJ r) опредалёв I, в сдлу за"*"уто.r" / r раэов
A*[ftra). Otсплвl с учётоr (I?), поаучаеr а) ш paBoвclEo

ДРrOе = У(t)АЗ. соолношевrо б) слодrеl ив Ф) п (16).
Нашовец, в) получао!ся пв б) о поIоцъD очевшдlого сOоlЕошо_

"u 
(If,.r)rd(tr.) = Lo (t,Дtr). уrверrдевхе доваsаво.

Lц?



Сеце!оrво oпеFrоров {у (t)} ft - F) Обшлвоr пOлу- ll
группоЕЕI овоЁоrвоl.

утВЕI;цввffЕ э. Д r я .z < ЮА.'
I00r0 с0O!ЕOtrOвl8

гд0

Аваrогrчпо

В (l, t, а) = (уrt о- :/чJ# к" 0' Rп аИ Ь а' ф.

el* 9 tI00!

y(l)y(ё)z=y(l,t)a (l, t - r). G9)

ДOША8ДШПЬСТВО. Процо вGего 0!Io!II, ч!о Ц(ё).z .ЮДЧ
t.а. УF)УG)Ф опроIоIоlо. С поrоцъэ улЬорспоrrя 2(б)
ПO!уtlrц

у 
(l) у 

(t)z, - ч G)a, + л А у ft)z *

+ (у Р) а - а - l А а) * t(y 0)А q, -A.r- l Аk)* В (l, L, -), (2о )

В спду !оIдOс!ва

RоиRоr|=ру)-[Qh}Rош)-еgRо(|/л/п)+сdкоИrн1
B(lrtra) рвопадао!оs Еа tlolвBo lв!e!p&Ia. Тав ваl ваrшfr
t8 пlI, очовtдЕо, сходЕ!оя абоолпt5о, t0 lоtsо Iоlя!ь Iор8I0l
rп!огрIрODsЕпя. Пilшгая Q1 < Q.а l п>t+! , IIоOIз

, J, = ( е t ) !/"пъ9еt е (2 у)-'R" (/r),|: dZ ф -

= 
(2с с)' 

// 
e r7i K,Or),l Ь r4r, Ll- Э ty - ) dy -

-[y(l*t)a-!-p*t)l.- ry'дЬ - 
(#-l,al -

-iy 0).-.- з А. - {ДЬ - * lb t- tq7Й,аа-il* - S'АЪJ .

Je - (е t/)- У е/Ъ rll - Z- е 7Z-2- | R оО/ А 1z /2 d7z =

= (zt!-! ea/l-"4ra,l Ь (lz,|* ,Za) dz -
-l[у(l)Аz-Аа-tА%-{lЪЬtуrrЬ-.-tlr-{lЬ-r$ДЦ,
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ПааоЕоцr пооIодЕIо дЕа IвrеграIа, в сцлу условпя {+4 е(Оrф

равцц EyJID. HyrBoo ооо!вошеЕrо !6поръ ододуо, rB (20), ооtrl
вшооlо B(lrt, а) подоlавf!ь Jl - Je . УlвбрIдоЕlо дова-
8еп0.

В олуч8оr вогдв Rо - рввольвоI!а А G.а..!(п): О ),
ов8 подIосrъD восс!аваэдIваоrся Ф зG) (dе R). Еслr ro

Rfu - !0лDко /L-рвольвоl!8, !о о буввальвоr её вооста-
ЕовлоЕlt говорI!ь не пршходt!ся. 0двашо пF вево!орOЕ прод-
пOtоIеЕrяI tлsёtся пOсlрOlть ЕOвуD роsольвоЕtцуD пOслодова-
золыосrь .4

Ддя ..,ЮА€'" l Z<По полоIlt

?/n(z)a= fr ztуааll. сн)

rав ваr ЦOq, Еопроршвпо по t->O l to Iв!еграл сходдlоя;
пlп 9lolo Uп а) дпвеlво по .2 € ЮАё*z х IBoIoolEc
IUfuа)а/fе2"/ огввпчопо. Попя!воr tllo Uо()а- аь:fl-
,rчосЕая Фпвщя r

u:l'a.=(l)n,t-zt|rura, (t.п). @)

УtВЕРlШЕШВ4. Пустъ ЮА ооввоЕцI-
аID,Ео пIоrво ъ Х t д!я вово!о-
рого dёП опвра!орч ц(п), ^l Uпа)
(-Х.П.) iопрорцэtц ,. hДd*ltL :
Тогда о!I опора!орц попрорчвЕо
ЕродолlаD!сп ва Х l дIя ElI
опраDодIlDц 00оrl0]0llяз

АzilоG)а= z- е-dу(п)а (.z,aX)" (ё)

Иоа)Аrс = $- е-Й ч(п)z (с е ЮА), е))

ЮЕАаlТЕ[ЬСТ80. Праrltо Еоого o!Io!ll, ч!о ЮАd-l'2-Х ,
tooo lolвo счrlаъ {(ь)./, (Х) п Uп&)еL(Х!G-П"1.
пусъ .r,еЮдd'l*3" I rепа l/or,J)zi U"rl)tb оr"оr"-
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А L/na). = ио (z)Аа= 
SZ-"rvruladt -

= I:-"+ (/).z - 
"-zar6)a- z, *,Z7/nrs),z,.

Пусть rеперъ аеХ х.2.+Ф,
Тогдд Цо(Z)а, r* цо /2)Z l

юАd,с*.,

Drоя по форryле (2I). В сщу уrворIдошlя 2 rцвоr:

гд0

/Uо/z)аr:ZVч(z)zg-qэ*е-dуrп)аr*ZZ/о(f,)z-z+е'"!rаq
чlо ввlшl заlшвутосп .,У оавачаот (23). ДоваIоr (24).
Воэьшёr q . ЮА f, рsссцотрll ? = /4/ а ; пус!ъ /s* 3,
tдl?s..Uпо'''.'^ . Прr элоr, попяtю. Rо(7)у!:к.iу/tr
, А\Ojу?*lRпQ)у . 06оввасur a.r=R,"Q)ys; с учё-
ToI сооrЕоIlешtrя .z - RпИц- е-|ulу(п)а: lIооIз

.r.ЮД]lt'3 , l
€J***e-Elll)(n)., | (25)

l4 а, r* /а + е- П/ 
у (п)' u . 

J
Пв (25) х сооlЕошевrt (23), (24), 8цподЕ8tшх дпя €у l
пOпrчаеr' 

|,Lna)Aa * е-О/ LlпG)rh)Аа= Ц Z/o (Z),|q., =

= Ц А Ио 0а, = А Llп ft).z + е,п/дUа(l) >l(п)аэ

чtо.в спду про[авольЕостп внбора .р € П. оапsqао, ао(?Аz,-
= АUп(l)q' t.o. (24) п ?sI oaIшI у!ворццOвrе дова8аlо.

В касестве сJIелс!вия поIучаоI

УТВЕРIДВНПЕ5. Пуоtъ ЮА соввовцI-
адьЕо ппоlво э Х I для Еово!о-
р ого d. D опе рд_!о рч цft)(t,еR*)пв_
пDсDвввв la aridobe-, Оr. е. IоаIо
..ri"r" ц(ё).L(il. Есдп дIя la8-
дого а,вХО Фуrвцlя УОа цопрбрвв-
Et по t>O r oyrfrpJoIa Е EyI6,
,о Uпа) распрос!р.авяеtоя tIo ве-
шр9рцввоо!I с Ю{Zl€ОQ ва Х l
1JпО- р в гу ля р lая [,лУГп)J - р в s о д ъ -

Bo!ta оцораtора А .

t

4ýо

Б0



t

ДокА8АтЕПьсТВ0. Возшёц .tе Х , ZаП. х pacctrolpпI

Rn,u (z)o - [Ъ-ftуОl,z d,t (с --о).

lfiB вспроргввостп |()Z п бочечпостп Х оIOдуOт эsвшшепре-

рЕввость cerreficTBd./ ц(t)} (t е [с, п ] шя проивводъltого
се(Qtъ) i поэто"у" Rа_€(а) - Lft) . taк вох ц(.,)а -
суццшруеIа в пуJIо, то ceiref,cTBo {Rn,, rZ/} 1с - (Qф)
эквинопрервво 

" 
R4.. (Z)a"=o Rо,"rZ)qlq.У, откуда Ro,orZ1

. L а) . так *"" ," юдd't'е- Rп,оrD совпадает с
Urъа) r то вшполненш усдовияуlверrрвчя 4r?.о.сп[введдивЕ

соотнодешия (2Э) п Gа). Qсталось 8аше!ить, ч!о Функltия
R1*9()аggалитичва иi очоэидно, ограничеЕа в П. , что в ctl-

лу Ъчочности Х озшачаот регулярностъ [-YrO/ -ровФIьвен-
tа Rцо. Утворrдевхе докаааЕо.

Зашетиш, ч!о утворIденпя 4 п 5 справоддuэц для плотЕого
ЮА , ocJtla проотрвство Х подво.

Установич lеперь Форцулу. обращевuя, с пollolllъD KoTopoft бу-
деш 0цеЕкп дJtя пOдугру э теOреIах поропденпя. IlycTb

?,
пOлучаIъ
П"* Х _ аналштпческая фупкция; обоввачиr

.t) I l,]
4! (t,D!

ý(.z,t,/ =r-" Е rila). 
е6)

УТВВРШi{ПНИЕ 6. Д л я в с е х а . ЯДt*', dB(O"n)
существуDt предOлш

fuý(J,t, Rn(Jz)= fulrr,ц Z/ооф yG).z. (2?)

ДОКДЗАlЕЛЮТВ0. Вовъrёr а е (О, Rеl) ш рассшоlрчI

I 0) а - (2t4 - / ifoe?oaг J Rо /ч).!.z # .

Ноtрудво проворпlъ, tITo

ilo G). = .lZ-"td, - r.r:/O- * е-й / 72),z. =

= Rп(2)- бd Yfu/lc+a 
+ е-пl I2)a .

I5I
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Пв ([r], тоорош 6.3.3.) шоlуот, чrо суцсствус! предод

,Ц_ ý (z,l, ИоО а) - у (l)z ;
поа!оцу ддя дова8ателъсtва (27) дос!а!очЕо поаа8а!Е

fuý(l,t,v) - о,

*ýrat, ?J-o,
tle {t 

(1) =,Z,le-f,L, ?" 
(J) - 

"=Ь 
IG)z.

3ql9trr, что ддrt проIзвопьного l , а

gla|zl - - / |Ъ 
-"dtJ'a* #,

поrявутоil loopclo пв [r] ,
Srl,Ц tone-o' Д)r?-!

сOгIаоЕ0 Jr,

paBEolepE0

2ё

(28)

zc (Оrп). 1ав Еап

/- e'Z,

r!0

(z9)

lo 8 (Z, t, !l) 2-,_О раввоrcрво по d е 4 . Доваrаr

lопорь второо lЕ сооrвовевшfi (28). flcвo, что IO * - аЕа-
дllf,чесв8я Ф!ввцllя по i е Пп з прх atol

{nb. =l/ Gr)-||:r'у-'Rо/.а)lа #rrn., .

Таr rаr l,tl,.ll > -Z-a uя у/е2Па l .Z-a_

Е8 Dсяrоll э8IЕЕуl0I пршсlу!80

е, r-l)trse7ltrl r-lt t!fr1@T

p(I|grz)-) 
=

4/ Нр (z)

е

по Ир(z)- еф(е.с)-!/!лt,Рrк,[а)Дz)/фl (р - Р).
Далсс, llccll ,.*7":;7ii)*t'o= 

*, С| r- оlВЪ- nZ / rD(t) . ;
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с другоfi сlорOЕшr

[е-Иz-'1rcl б ll 
- 

Ё с!пt,i 
",пz7 

/2l-/.

Шэ эшх соотвоцевrП, учиlшвая рввOцс!в0

(2-r2-tъZlr0 _а) О 
l (r-, .- пJ1 r! 

,

с почочьп (29) похучаоI оцовву

р (?,o(z) . е- @ Иprd[{- l)r9 /аа -alJ .
IlycTb топерь tr= Le(Z,a)-et ; о.Ъ",

р (S(z,t,ч)) -p/"-u Б ,-"; 
i!::}";!orz)1.

< e-l?a- И, r.dе-dz-.Z1/,-ё). S (z-o, ts, Р,,) "
ца /j* t s Z(l-t)* -2 at п9п Z**oo. таш кав
порэое пз соо!ЕошевпП (28) вцполЕяеlоя рsвЕоIорво Еа каIдоц
А,lo

ý(z -а-, tz, 9)r;!,
чrо BIoclG.с послодllI верsвово!воI дова&rваст (28).

3. Новоторшс обцшс своtотза подугрупп

Напошпl, ч!о д9дlЩ, ЕавшЕаоlся оtобрrеппо Т' F
- L (Х), силъЕо вепроршввое ю t > О Е удовдеlворяDцво
услOЕf,яц

T(t * S) : T(t)T(l) (t, l еТ) ,Т") - I .

Пвйrвrтовпшльвrfi оповтор А. попугрупш - эlо сIдъЕшf, про-

дgл прц f7*+O опеDатороЕ Д;=h-/t&)-| ; ааIшкаЕпе
А.-А , вогдд оЕо суцооtвJоr, ва8цваотся пDоllволяцII оп0-
раtороц Г .

Будеr обоввачаtь

^"- 
rUoT(t)x , ц =r\"[тrilJ'/;о1 ,

т5э



Z - {z. Х| 1 fu"ТСlz = а }, J, {.z.X| 1 |Та- а } -

Для се 7 , t.П с t- R* полошl

C(l, t)q, - t-ll/1l-rt?p)*a. (5о)

Оператор C(i,L) ЕаэшЕаоtся Jrooo""""' .*.""" ,{-оо оо-
ояIва поrчгоgппц 7 . ВвеЁr шIошсrва

Н1- {.z- J l 1 йо С (l,{)a= aJ .

наконецr обоавачиr

Н -{- - Jl 1 fu:к:(z)а =а} ,
гдв 4

Rirlla = ! "-о TG)adt (.z..J). (rI)

УТВl;РДцЕниЕ7. Вс о вво дё ншцо llп 0, бс F
ва явдяDlся пвварпавrвшчп под-
просlрансtвацl Х о!Еоспrольво
Тrc1 (t-R) и сЕяаашш вкIDчеЕшяIп

A".Z - Ht - НL, . lJ . J. Q2)

!

ДОКАаАТЕПЬСТ80. Пвварпавrвос!ь оtв(юlteдьнo Т(ё) аrc-
дуе! пs (52). jlдя уOmЕоDповшя подо8Ешх в дальвеlлеI сооrЕо-
вевrf, доваrоI третьо п чешёрое rs DrлDsOЕIf, В2). 0сзальшо
трrвшальЕЕ. Дя а е7 с JeR* rз В0) IIооIз

J'tn с 1l,t)a dt -!2ц'rr-4LТfu),zduJdt =

= 121?е- u)Iтfu)dч - Ib - u) t T(*).dll,

t.0. получа0I coolЕoreвno

с (I,f, J) - l-r''(l,r)Itn сG,t)zdl. о5)

0шцв ясцо. ч!о C({.trl)a ;оа r ослl а.с, if j.
Пусtь тсперь 

^а
[oQ).z- f ra - 0t Trc)adt (z- ?). о4)

Iя



t
llBlnylBo 5lбодtься. чtо

С лругоil оrорIц,

Ёu t' c(*,t1zd = 
I! У. - с.Ч 

t'_ # Ф5)

I|-ohl=* -"-uо,ЁfuЫ. ff)
Olclp поrrч8оI

kJ, * ; /z).z -.z) = !?_+F z t I 1с r/, /), - oJ dt.

0човrIпо, ecll С(lrt)z+ 2. а9а t*+ О , lo праDая
чаоrD IBEoBorBa обрtае!ся Е цуль. Уверцдеrrо доваsаво.

Шав,r в баваховоr просrраЕсrвоrпровоIпо!оя, чrо Ао - аа-
воlшй опорв!ор, 9А.' 

"Ь"р"""i"i 
orio."n.n""o Тё),GеR)

l оодоршlоя Е Z ; полIросtравсмо ЮАi: Пrgr:
совЕовtцалъво пдоtво в Хо . Всtrl ,zeflAo , lo

dT(llz I

ffl!.t Т(t)А,а -- А,т(t)q
длrt всявого t > О пr слодоваrапьво,

Ft_et Tft)A" а й = Т(t)а -z, (з?)

( швдекс z о8цдчао, весобсtвовшшS rвrеграл). Har пошадобяt-

ся fакIо слошDц!о своf,стза rФrвчrOвпrаIьЕOг0 0пOра!Oра.

I,F) Boar .z.еЮАо r t0 А"а-Ц'*R -дrФфвревцrрув-
ФуЕtзцlя; !0гда для

утвtsрljшаш8 8.
2) Пуслъ /,
Iая в Еул0
,z.e Н1 t

t-'/Jo /alTЦ.zй;'/ra.. cJ8)

Э) Дrя всявого а,еН1 апр8Dоллlво
Ri raa . 9Ао ; А. RiO)a =lRi1l)a-a, е-dr(фýg)
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4) Волr cJlec!Byol д=Т. r !о дпя
в с е х te Rt

То[ЮА"l - юд: - ЮАо (п.П). (40)

}tштореово вЕясвlть, вогда операюр А. аaIBEy!.

УТВВРIДЕН[В 9. Пу ст ь су цо с !ву о ! про-
пвводяцlf, опора!ор А r у Еего
во!ь )(lъ) -роsольвеЕlа Ra r прl-
чёr )(nlX-H/'. тогда Ао=д i Tqr в
!опьво !oI случ8о, sогда Hi=X

ДОКАаДТЕ[ЪСТВ0.. Ео4л f= Х , ,о, поЕяtво, дlя эсявого
,2€Х l hc R* Аl'Т{а)qdl-Тh)q-з; о!сDдд ocll
а. еЮА а Hlz=\, ю A2,z - Е'|LТrоlАэй^- /z,

t.B. ЮА с ЮАо . 06ралво, аслп А= Ао t !о ддя ,2ёх
2 - J R1 (z)z - А R n (l.)z * е- d У (п.) а."

ца Rо(l)а е Юд = Ю/4о. Н/"- , ДRоа)z = д"Rп(l)а.ц',
)(пlz- Hi , !.о. ,z- Нr" . Уrэедгдешо до8а8аЕ0.

Вшясвrr !епорь, sOгдв у проrsDодlцOго опеtв!оF ос!D Ь-
ревOльЕOвtа

УltsЕРIщпшЕI0. ПусtъХо=Х r аучооl-
Еуот Д-А. ЕслI дI8 ваIдоtо-?-еПо
опора!ор R}rZ1 допус8а.оt Iопр9.-
рввЕоо раошIроЕl9R1"(J) с,Хо ва Х ,!0 RoO €сrь [-ТrЫJ -ЪrrольDеп!а
А; прх oroI

ТG)Rпа)- R,.(t)ftt) ft.R: t.П). (4I)

УоrOвlя вцподЕяDtсяr D чаOrвоо-
lIlo ooJll J=X ; прI 8tot Ririlel1)
, Кь -регJIярЕая lъ-ро8опьвов!а.

.ФrДЦТШЬСТtsO. Сооtвововrе (4I) сrолув! I8 поресrа8оЕо,I-
воо!f, R;(2) п Т(ё) в Хо. Йiе, оогIасlо 89), uл аеХ

(A)l RоG)а з ft-е-dТ(р)z. (4а)

Еош Jз -Ю_Ао , ,о I8 (4I) по.uучацАъRо(t)z- Rоiz)Аlz
h:'*;Rпа)4а, !,0,
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Д. Ro(l)a = Rn(x)A"a.. (45)

Ilyolb tопврь аеХ х as+a, гдо аý6 Хо. Пв (42) пrееr:

Д. Rb G)q у * lRп ё)z - Q + е-Пl Т(п) z"
чtо влочё! Rп(J). ЮД п AlRo(Z)z- а-сФft)z.Всм
ееЮА , !о для шо8оlошl 2э.ýАоаý*zlДо,zr*Да, !.е.

А R оrl1, = ? А. R o|Z)z r= /tgп Rоа)А. z, = ft о р)/z .

0слалось доваsаlD ав€лп!пчвость олобрrав"" Rоr)Z. Учптш-
Еая аЕшrшчвосrь RiОТ(rъ)Z r rs (I) получаеr

(/ -,l.)-' IR ofo).z - Rorlla,1 = - R n а) Rn (Z)a,

+(р-Z)-|е-чс9Rор)Т(о)z-ефл-Ц(Кi,Q)-RiG)Т(-)z

* - RЁ р). - пе- il R,. (t) T(n)* - е-йR il цИТfu).z, 
.

Еаrовоц, осл J = Х , ш. Ri Q)е L(X) Фu.,""орпIер,дока-
8аrо_пьо!во уtверпдэвrя 5); прI E!oI, очовIлпо, оочоlсво
IR"па)J ёе П) эвrво!рFiвво. УведплвЕtо доIа8адо.

4. Творш поDоIIовrs * *ооо" С7

0oroBBol эопрOс loopшr поIrгрупп опвра!оров - 8огла аaI-
ввушf, опоFrор пороIдао! (!.о. яэtrtо!ся проlsЕоляшI опера-
topor) поIrгрJrппу ддввого власоа? В claTbo аDtора [эl до""-
вавц ,oopolц пороIдоЕIя ддя влаасоэ /. п до . иcciofrer
вопрос порIдоЕпя д!я ЕвцрорЕЕшI по Чвваро Е цуIо поryгрупп.

ОlIРЕШ,IЕШШВ 
'. 

Полугруппу 7 оtвооёr s sIаосу Q G-tL),
есrr Нд = Х з бtлэr вавшваrь 7 чеваровско! полугiуппоl по-
ряIrа {. __

Еслвоtвовво Btacc Lo поt гпуЕп, вопрорввшх в вуло (з.е.
у Ео!оgrх Z - Х ), счr;аль 

"oBapoBcBri 
вtассOш порялri а .

1EOШAI. trпвоlвш! 8аIввJзсl опо-
palop,.4 с пдоtвоl в х облас!ьD
0прOдOIовrя пOрOадавl пOлугруп-
Еу Т влаооа е lогда l !одьво
!0гIа, 8огда у вOг0 0учOс!ЕJ0!

a
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ре8удярвая реЕоIьвOЕlЕая цоOде-
дова!епьЕосlь /R,"J, tаваяt чtо
сочоlств_а опора!OрOв

{#K'j'al (_z.Ri, t.П)
-аЕвIЕOпрбрЕвЕц.

ДOКА8АТЕПЬСltsО. Необходшчость. В лкачеотве R,, вовыrош
R;O. Согдасво уББй Ю, Ro- регушрвая п-w-

аодьвеЕrа Д ; прп эrоI, очозпдЕо,

pR'!)rz)z1 = р Q".-o(-t)IT(t)ad,l)< ио*(а) #,
lда -Х. -R* п Ип,r(а)=ffil p(T(tla1 (р-Р) .

В сrлу бочечвостп Х условше доЕававо.
Досrаточвостъ. Еслп вшполвеЕш условlя !оороцЕ, то

Q.,r(а)=а,tц{$ pG!)alr1|1.€ R*, 4.ПJ 1 + е .,

Ясво, что Qпr, - нопрерьгвЕая полувош в Х . Подагая

ТG)z = (ru, :/ "u 
Rо G)ad,z,

lltя Z. ЮАе ч te(Qo), в сlду Jтверцдевпя б получrш оцоЕку

р (T(t)z) - p(fus- T 
F= # K'j)al *) 

=

,h_пUf##r, Qп,р (z) l! __

J|,l
=fu!п-"-ft) ?n,o(z) = Qn,rr.z).

ОтсDда олодуо, вопрврtвшостъ Тft) по ZсЮД' , ,rrо в оlпу
бН" = Х поэвоJlявт счиrать T(L) е La). При этоl, оче-
видЕOr

р (T(t) z) < Qп,, ra,,) (а. Х, t - (а, п)) .

Из этоfi оцепsr спедrот аквинепрершвцосtь сешеf,сrва tTrtl}
1{е. (0rп1),^что вшесте с непрорfвЕоёtъп Т().z по L >- о
для л €х)А' (сш. утвертдовпе I) влечёт cxдbвyll непрершв-

I58



lоо!Б Т . Шв утверrдевпя 5, Е88оЕоцr следrе!, ч!о 7 - по-
пугрупш lr lBI оаIчI, Т= Со . Согласво у!воцдошD 5 оrь
браrOше Ио:J- RirZ1 асм [-Т(п)J -_ ревопъвопrа А .
0двашо, Е сlrлу утвервдввчя I0, Цо оатъ [-ТfuI -wаолъsоЕlа
6 -проrвэолячЁго опоратора 7 , чзо оввачаез б -4 . Тео-

pBIa дOааваЕа.
Топорь,сопедувч сrучаl *>/ . flшоlвll, sзо 7 прпmд-

доп, влаос! Ао , еслп Н-Х . ttв JIDорIдевIя ? вцlаааDl
слOдJrDцlo 000lпOцOЕхя IвIду rлаOсахl:

1. Ct - С|,, - Ао, Ф4)

Дш поцучовrя условп! ЕороrдеЕrя оператороr ,4 попугрупш
аласса С| Iolвo, в9плу (44), прrде вцяс!хtь, :лоллв-А
пороIддо! пшугруппу 7'кдасса Ао п Balol ваf,лr доподнп-
lодьЕно JrсIовrя, прl во!оршх Т. Сl . ПршэеЁr шорецу по-
роtдвЕfя дпя влаоса ,4о , довавацвй ч [э].

ТЕOРЕШ2. JlnBef,HBf, 8aIKEyTцf, опе-
Раlор z4 пороIдае! подугруппу т
8дасса Ао ,огда I lолъво !огда,
ЕOгда

I)ЮА пдоlво э Х ;
2) сущосrвуоl реsольвоЕтвая по-

сдбдо.ва!ольЕос !ъ {R"} опе рат о р л А,
рOгудярвая п ,акая, чт0 0BIolcT-
в о о п ь р в l о р о з [-ZRoLz)} ц -I.еR*) а к в п_
пOпрOрЕвв0;

3) дIя всявоf, полуЕорцg Р,. ъ
fнаtдёtся_ЕопроршвЕа.я Фупкция

?р:R+rХ*F r tЕваяr что
'а)fо(t,о1 :о(ё-R")
6)iпя Bcox.zeX фувкцпя ?е(,9)

суIIц_руоllа,._в Еудо ш ддя l.E,
а.е ЮАе l 1>"о

rGP?l*)= /З-zt7 | ?, (t,а) dt.

Шtав, пусть / шороIдаоl Т- А. . С поrощьр fr-pa-
воIDвов!ш Rо = R;O обрауеr оушlу
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/о} (Х) 
=

'!1r. K*(o)J'i'U_o. (45 )

!
IЕОРtsХАЭ. Полугруппа Т вдасса Ао

пршЕадлеIх, 8лассу ct , ослl
!оль8о осJIп ддя вевоlорого (а
lогдап ддя 8аlдого) rbelL о о Iеf, с л в 0 0ц о-
ратOрOв

ftп, il f[r-zl', u{;'a,, l *l$"ffi а j "K'!al J Фб )

(-Z.R*, m.П)
аввпЕOпрOрцвв0.
ДОКА8АТЕ[ЬСlts0. Шеобходrrосtь. Ilустъ Т. Ct . Тад вав

для всявоfi попJвOрIц, 0чеDшдв0.

Ип,о(а) = а,ор [p(CG,t)a) l t.(qпJ}<* -, (4?)

то опредолёв опор8тор

Fъа) = IZ-u с(л,rй. (4s)

Шв равовства

г"*'rа = P)^/:-hl* C(l,i dl (49)

спелуе! 0цеЕ8а

р G/*'rzl.) * Ип, р ёу ; -k J ^/а = 
ипrrd ff,.OOl

Дадое, 8ашетlц, ч?о

Io{i) = Ih-t)iПt)dt -

=#:, [!Ъh alTodrl/ 
=о-/r*Rоrл)J"'s-. ,

ч!о вIос!о с €5) шоsёt

l ?-z t 
r 
с (l, t) ас = ff eorll- * Ё;р- в. rlJ "' li.gц
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}lз (5I), (49) п (45) слодlе,

гil'аl = y'o,ta) *(-/)tft K.ra.

(./)l"o'l l. tz! /|* 2-;-,t; ! 1-1.1j'/ к! rzl.

0т да дп пропзЕольво"о п".Е tllooI:

+

I lr,?, .

Воспо ьэовавщпсь уодовхоl !оорЕшl, шIееIз

}tB атого соотЕоlllЕвпя х оцвввr (50), в сш5r бочечпосш Х ,
следуе! эквппопроЁввосlь сеrеДсrва (46 ).

Досталочносrь. 0боввачпr чоgов Ио.о(z1 сrпреlуI со-
rеfiства (26 ) по полунорrc р . ф ,"' JЙ.rrr. а. Х . Ес-
лп вцпоJIпоfiн уоловllя tоореrш, 'то /4, о- вопроршввал полуцоF
uав Х.МяJ>/'полошч '-"

с (r/z =[ r+ Rnk)a - /ъl G) aJdH .

Тав как по условuD

рР+! R.k),z * y'o,r r4,,./ * ио,р7z.) !т,
no a(l),z опредвдово п

р 00/а . IWdz = Ца,rь) 9!/. (5э}

Дапсе, очезuдно,

6!g= ('#I 
Rorl.) * f 

",р 
(2). (54)

(52 )

(|rL-Р !i!

Шав п прп доваааlепьстве веобходиIос!пi поIучsеI

|h,Dа={/оr- 1.11l'^'./l.rп/ (4*tt -/)! (-"ZY

,zT rta-/li!
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р(Gh'h)d= Ч# Ио,, (,) (m,П). (55)

Шв (53) п (55) Dшlotatr, тrо

{#, С^'РЦ (2еR',m,П)

- э8вrЕопрOрвЕоо оеrоiсtэо_r s. / а) . [услъ !опор / - Х',
Iоlшо уЕrsа!ъ чполо I - .l/(q, /) $sое,- $о

lНсrzl.)'*'| ./# G.4;*.П). Ф6)

Вслr lr/ , !одlя 2rО поIошI

рr-Ц --f*/ G(g)zф.

[в (56) олошlоlr чло g(J) 0продо!ово; прп 9lоI 

'oa=/C(44
I 0праЕOллrвш 0чOЕ8r

l ц'da)l. lr# (-?. R*, *. ГL).

Птав, Breole / "r"", 
l-l ; поступая с а(2) авалогlчЕцш

обраоr, чсрв 4-,/ загов прпдёr в Фупщi g.(), tакоf,, чло

glr,ara ={c(l).z, (5?)
о

пршчёr

lgfu'ra t . "l/# Р? с Ri rп - ГL). (5s)

В TaBor оsJrчао (cI. цшрrшрr[2l )ваtЁтся Фувrltrв f= fa,rc,
!88al, т!0

lчrо l . Jr (з . R'), (59)

l дшl зс9х ,Z ' R*

з. а) - I*"-unB) й. (60)

Iэ (57) r (60) cIoIyOt

( / G (s) d'l = y.4)(.z) - (- /) 
l 
1 Z,a l I rr, й.

С другOП с!оровцi D сlry el), Фе) ч (49),
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} ( / G 0)а,)"'- (-f) 1 
1О" -3 а I 1' С а, i z dl.

llB атrх дЕrх соо!вошовrfi слодуо!1 r!(l [J!я а е (о, ь)
/С(В,з)q- vGS.

0тсрдв п па (59) слOш/оr, q!о шоц,Oтэо {С1l,з2аllеQп!
стабо огрвхчаЕо. Тоглд ово о8tЕвlчо8о, ч!о в сrл,у боsочвостш
,,( оввачаоr эввпвбtIрIшэвосlъ соrоf,оtва {СG, il } 1'l с (q п).

Тав ваlз С(i,l)а,* аэ ttDп !++О ъlя.zе l/4 l Н4-Х , ло
сшдъшfr *2rъ_С(*,|-I , ч!о п оаЕачаоt Т.Сl . Teopara

1++о
дO8а8аЕа.

П5rстьтеперъ Х - баваховопроо!раЕсlво, 7 -полугруппа
IGдасоа ОrА) а Q)о - её зrп. М,D>Qоаоловч ý(l)=

-е-uТG) G- q*1. тогдв R (t, Аj) = ft (1,+tllrA)(-le Пцr_ц),
tдо А g Аа - проrsволlшlе оповlоЁ сооrЕо!сrвеЕЕо г ш

J . ttеrрудпо убодtьоя, чrо

I;- " t* cu G,D dr - j{ Rа,д).
Еслr 7С С1 , а вЕачtlrп ý.Сл , lo оЕорqтор

F а) = Ii-u сз (I, t) d,t

опрододёЕ всплу цд Х !

F'*'(z) = (-/)

Шэ прпэоЁвшI ооо!ЕошоЕш! l цв доваваtoльсrва looIBIц 5 сле-
лrо!, tllo l лапвоI сIrчао lolвo очlmъ /nl(l)- @ . Учrtш-

ваяr Еавовец, q!о (-Dj(i[lR'i)(f,Дr) : ýi'l (lrо, д)
ддя бsЕаIOза олучая вOдуlraеt слеryэщr8 ре8уль!аt.

ТtsОlЕIД4. Пусtь / -Ероl8Dодяцпfi
опоратор поIугрJ Епц Т аI8о as (О"А).
Ддя !ого члобш 7 iIрIЕадлоrада Clr
пеобIоIlIо
дIя роаOлъaeR l И.R*

r ýксr,l).

l дос!аrочЕ0
ъоаtч А прl в

, srOбш
оЕOrOрц]с
0цOЕ8п:
,l)/

Бэ

пъ!
и



(.Z. R*, t,,, ,fi-)
зJшетиI, что Е олJчае 1= / к:ьсс cl l,cтb клаос l'0rC1 .

ilоследяяя tеOреш прll а!оr превраIЕется ts uвBsclвyD 7,-0ре\у

Филлиl;са 1cr. Il], Iz]1.
TBOPEIIA (Филлипс). П олу г ру п па Т кла с с а

(ОrА) пршнадлоIп! Ехsо су (ОrСа) тог-
да п тOльв0 l0гдаi пOгда реаOдъ-
вента проиэвOдяцOг0 0пора?ора
при Еекоторчх аsИеR+ удовлоrзо-
ряет оцеЕваI

l|7.

||E,Z'Ki (-Z*ФэА)/l < пъ.и (1_еR* rn.IL).
" ,j,r

В аалдпчепrе aвtop вшра!аоl бдsгоIдрвостъ D.Х.Вувувrшяцу
з8 посlоянвоо BExlafile в рболо.
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ltJl. I%2:
2. PEIIIrIлB В.В. Дц tдтсгllоD fоIцДа fоr Iдрtеоо Ьаав-

forтB апС .сцL_6lюqрt of 1tлсtа ора!аtога, lщ. o,1 latb.,
I97+, у.59, 9.*7*6.

'. 
ИВД"НOВ В.В. Револьэевtная пооIодоЕа!ельЕость в Еопросах
пороIденхя суrшруоIшr поIугрупп операlоров._lДош. -lll
сссрr, Iуъ, |.2I3, l 2, с. 2&-285.
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