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Ввеловпе

Рассrозрrr sалдчу дrвеiцого прогDацIrроЕаЕrя (Iп) в 8авовl-
sвсвоi ФоDшо, сослолцвl э lrшIl8ацlr rrBof,Bol Фупrщr (С,q)
на rвоlосlзо воо!рrцдrедьЕIх poroBrl clclolц дrвоlвш ураэвевri

Аа, = t. (I)

пусъ ||=рr2r...,fuJ- IBoIoolBo ЕоIоров crpoвr g д/=lr2,...,пJ
- IЕOsсOtво воцороЕ оtолбцов ш!щtш A=A[M,N] рмft,ftа<rL.
Прсдtrолоrrr, чtо в эrоi rаtрrцо DIлOлоцц подrцtрrцЕ (Фоrr)
А[ЩrNл] , опродоJtяошс дIя ваlдого {с P={1,2,.,,rp} uвч
rootiCrr 

- /4 п Nl EoIopoE с!ров л отолбцов ооо!вето!воЕ-
во, прш эtоl- |rlд(l. Р - рвбrавпо шоrосtта Д . Сововуп-
восльпар /Пhr-illG.Н BaэoBaI блосноl струк-
, у р о r ЙтрЙ А [lulrNJ r ссдх вое её воцулэвцо эдоrоltш
эавлDчавш в бловах А[Иt,Nt] , #еР. (ва рrс. Ir 4 ааплрr-
IоваЕвшо ч8сtх ooorEarolEyD! ЕrрIаЕпцI Фоваr).

0двrч rв пуrоf, вовшrавrя ФФвrlввоOlr 8овочЕцI lе!одоЕ рs-
цсЕrя 8алачr лП. ;авеоrЕЕх под BaEDaEIlIl rоlолв послодовqrсл-
Еого ttrучпбЕrя допусlIIого EotloIB [rl, rлr сrцtIовс-I6!ода [2],
яЕtяоrоя учо! опаtцФшr блочвоl olprвrypв rаrрrщ / . Ввэрвrе
(1957 г. ) ва всвоtошil rдаоо tsвого tюдв sцдч trп Фrrо обраЕо-
Е0 BEtIaпlo Г.Щ.Рубrвrлоlвоr [5] r q!о посtrrr.по ooBoBol сов-
дшlrя аJlгорIтrа [+] дL рlсвrя эадвч лII о rатрrпсl ,4 . D

бrочвоf, olnyвtypo Bolopol Nр - N , IBolEcrBa N10< 4. P)
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а б

Prc" I.

обрвуэл ра8бlевхо IвоIэо!в8 il , а Иl=tlJ ц/з l< р ), Ир=
={prptfr..,,nJ. 3al0l, s8д уrsвацо в рвОото [5], В.А.Бр-
даэсвпf, (I%4 r.) прсдrоцл обобцрвIо аrого поддодд ва боrоа
шпрокиi влаос валвs JШ с rаврrцоЁ А , э блоsвоfi clpJкlypo sо-
topofi ооrеf,сво ИlftеР) язIяоrся прtвводьЕцr рзбпенrоr
rBbreoвa И , а'Nл (/< l<Р), ваш t рааоо, - вовоrороб раs-
бповие шошоrва /У (prg. Ira). lta это! осЕово раврбоtав ш

роалпвоввв ша 9Blt ашоршtr [6].
9rot ra чаалшfi 8лsсс 8адч о другоf, lotrвп вревхя пtучаIоя

рное (I%0 г.) Ддвцrгоr п ВулДоlr [?]. tdопольвоваппМ в ux Ilа-
болах привIцп девоIповuцпц lllcol глубоввi Евовошqосrчfi сIшслr
п поGтроеЕЕшв Еа ог0 0сЕOво олгорп!ш допусваD, обобщрвпо на
sаддчп велишеfiвоrо прOграltuрOваЕхя. Чrо ваоаоtся вадач лп, tо
дtя Ettx, к8в поаавцваЕ! опшl, болое ффовllэвн алгорIttш, п0-
сrровЕЕшо ва осЕово обцrr rвtодов [rrа].

Ддльввfiдое обобщввпо уваваЕЕоsо 8л8соа ваддч JlП сос!ошt в
lоIi ttlo lвоtосrва N.в (t - р) в бдочвоi с!рJ8!уро ,атршцв /
раосIа!рпваD!оя ваа прошввольЕшо пошоаsства шtоIос!ва N

све Р удовлоrворяоl уоловrD

("{*N.) п (.у"Nо)-Ф G)

для лМЕх восраDвIIвх эдоIовrоD i u t шв Р r !о слоIвооrD
]Е080rOрг0 эвtllслrloльвOгo процOсса, пOсlроOЕвог0 Еа 0сЕOве
воЕечвого f,оtодд [I], вавrоrt Е ocBoBBoI о! чдксLIадъво! длrшr

l цопrI) вупорядочвввоIцЕоIOс!во Р.Всвязп с эlnl
DоввIв8о, sадаqа опlllалDЕоsо упорядочавlя lвоаос?за Р r прц

*) lзч.ýжзrр t;T:r", 
уЕорsдочоЕвsя чsоrь ,порfiдочовво-

г

а

29



вO!ороI ЕоIпчшва d ачм ф rпвввльвоl r вцподЕяtось бн ус-
ловпе (2). В molBoolr, дlя вшоса э8двч, 1вссIо!роЕЕOго Е

[3-7], !?вов упорядочовtо oчавпIЕоs 0Ео опроIоляо!сЕ сооrЕо-
шеЕпяцl haр7lЗl.р), прп alotl l=2 . Раэrшльвшr пршо-
pol Явше!ся зад,lа trП о rалрrцоt, сlоlаtrчпо пвобрrоввоfi ва

рпо. lrб. Iiрr аё хсOдодоваЕlr в рбоrе [tO] веявво uопоJlьво-
ва!ось лrвеПвое упорядоtlоЕrо IноIоOIDа Р l прl воtороr l-p,
в to вреш Katý для оцllцлЕвого уЕорпдочоsм L,[Соg"рJ .l .

Уодовша (2) оввачае!, ,l!o rаtрца .4 рsOпадао!оя Еа сrрOвв
обцого видв l бдOчво-дпагошальвуD часш (рrс. 4rа), вацшfl
блок aToi часrlrв aBoD оtIородь распалаоrоя Еs оrровп обцвго Br-
да п бrоsво-дагоЕаIьцуD чао!ь (r л.д.)1 прп эtоI ,lхсдо сшпо-
Beil tаrоf, lорqрдt равво l

Toopаra, дов88аЕsая в ý I цуdлrшуоrоl clalbl, повDOtяо!
ЁалдчJ пооrрооЕlя опtхIапьЁого порядЕа в rпосаашо Р оDолl!ь
r88дачошЕаIrчосвогоЕрограIшровачrя [lI]. В ý2 l 3

раосIа!рЁDаDЕоя rодФrвацrl Е усIовrяI цродлапаоIог0 пOIхOдд
осlоввц ,рудоiiцц Ероцвýр вsl;tого Еага IotoлB [{, ооолоп-
цlI в сIоN/DtёIs

I) proBro сIо!оцI дrвеlшх ypBBoBrl

yt|,|].A\M,IJ -"[IJ 0.N), (з)

цо Ц[МJ , c[IJ - olpOшl' АUV,/.I - rваrрлвая веоgобов-
вая Йтвцд (во варуцл обlЕосп. будвr очrtаrьr чtо АtЦМ] -
одЕrчвsя шlrцв);

2) проворrа Eotвsorotвa

{[Цt:Д[М,ll]<"I0; (4)

3 ) praBro clotelц лпвеfiшr ypвBвoвtd

A[M,I].?tI, j'J=Д[М,j'J р)
прr Boвotopol j'- rV_'/ , осIх оо_оlво?.G_tъуDцве Bopapo'Gt'o (4)
й сtоrой Ao[lrl,i'] оiроцц A[M,N] 

"Ъ 
,"о-"."Ь (адооь

l {t,!;;i'il"i2ir, t l в Iаlшцс А п"l,(I, {iJ) u (i t!,
ваооофввоозь Bolopol обоопочrваоtоя вшбороr Boropв о/ое.{ ,
в чао!Еоо!r, tB ,сtоDIя ![J.ri'I+ О .

Слоrпооtь поопадввt пDоцолуtв эаDlсrl о! споооФr psrob.,
сlоrоI (5), (5). HEtpBrep, octl эrоt споооб oocrol! в lоЕоtь-
воDаЕIt ralprlЁ А-'[IrПJ , !о п..4 овол!с8 Е оIЕоIу sагу
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rc!оIд подолЕоЕlя 1ra] шя обIвц9впя шв!Fцд. В вацеr сцччаа
п..!. _сосiлоI! D пооrрооцIl IвsлоIоЕЕs Е!Dпщ, ошlчалчOlся ol
AПV.IJ оплl оtолбцоч, в Ероtsволэше IЕrI IаlDшц drочв_О -

,роугопDшго !lпа ва баэо шоDqOгооя равrоIsЕts larDпщr A[MrI]-
9зоt процеос овод!ся (ý 31 r прообравовавш_6полов с BoIetBIп
18 Еоtо!ороfi цопr упоршдочовЕого rBoroolв Р в шлрцдх, об-
pBByDцl:l раsлоIэЕlо А[|4,.Г-l. Увава"шi полход поввоIяаt ро-
цбЕ!о cшolol С5), (5) taBro cвocll (ý 2 ) в послэдоDа!аIьЕоцу

ilн"нrýж:rЁ, :r"r**щrх 
dдоrаr 0 EoIoIшl па веволорой

В ý 4 рассц!рlваолся олучаl, 8огдв Е Iаtршцо А[И,NJ
lIоD!оя столбцш, sЕаqr!оrьцо ппорвящеп оё сзрувлуру. Коrбr_
вацlя прrёrа, продлоIовЕого в [r+], с ler, воtорй раосЕ!рпЕа-
0!0я aBtOpoI, пo8вottot, с одЕоl с!оровш. шоlтратrвова!ь вI!я-
ЕIо э!хх стодбцов ва опtrшльшЁ порядовi а с дwгоi - учосlь
чх споццфпву (еош ова rчеоrоя).

ý I. Iloarpooвto oпIхIапDвшI Iор8рхпчооЕlх ЕордЕов

0тволаrпе порядrа < в rBoleoTBo Р EaBoBBI rер(rрцqос-
BxIr ооIЕ для лDбого t е Р co,Iaв e

Ll=tc.P,l.tJ
упорядо!овЕо8о IsоIоо!в" ( Р, < ) явшелся цопьD. 06оввачшr
чоgоа Рrr2, Iвotoorвo всоI ш8хIальЕцI элоIовrов rорsрхffчесвп
JпорядочоЕвого l'oloclDa Р, полоIшI

L
поЕlIая вдось l *":,m
rooTBa | . Ра8обьаr tвo|Bolвo

/Lp/,
чlсI0 9л0I0в!OD rOЕачпOг0 rEo-
Р ,л часltr подошв

|./з ={l.P , /L з/= l-.з * |J, 1= 1,2,... , /. (I.I)

BBatIBo опрадаItоl орrввзrровавпrl грsФ ( Р, И ) бов вовtуроэ
с IЕоDс!вяl!! Р l

V =ftq А), с< lrc. Ur_r, l. Ur, о - 2,3,..., /J
ворпrf) I дуг соо!вO!с!эовЕо (очrtаеtся, чrо шlm (Ц ё )

r) Твщвоrогtяl lаоаDцая.;я грфов, сооllоrс!вJоr [rЭ] .
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ЕапDqвIош пs Ь s Т ). По а!оry гDаФуr Bolopfr шt бJлoI Еа-

ЕЕвчЕо эосо!аваDtrlваоtоя oIoдlDltl обрэоr: t < i, l aaal С = А
шl суqэс!вуо, пуtъ IB # , С Еа.гDsфе .\е.У )._,

Прr валввшоП блочЕо! clprltypo И* , ilъ (! 9 Р lшprlц
Д [|rlrl/рассrолрпr вOоршоЕrlровашнrй грsФ (Pl(1 с rвоrесrва-
чРс

R={[l,сJ, Nt ЛМ#ф; i*с; l,а.РJ (I.2)

эорlrl п рбор соо!во!о!вовво (рrо. I12).

аdвr
792.| 3 2ч

l357

сог!асоваЕЕцI с R (rш допус!шшr дш R ), осдr Ь<С саа
С<А, для ваrдо! паDш/Ё,tJ-R. Эло в'вачrз, шо ва граФе

ФrV'l отволовпя d rсоDласоЕаЕвогос R, ес_тьпJлъшв{
з С rлr rв Z з & лдя ваrдоl парш /Ё, CJ е R (prc. 2,5).

РасоуIдевrеI ot проtхDвого Ео!рудво прверr!ь, ч!о оогласФ-

Brn(2), 8впрадпшоlавrl Щ*Ф лляЕооI i.Р Еерво
06ртвов.

ЯOво, чtо лпбоl лrвоlвrЁ порядоr в.rшоlасtво Р оогласовав
с лпбшч lвotocrBol (I.a). I0tустъ t(R) - Iвоаосtэо Есох оогда-
совавпцх с R оор"Йо"'" Йоrrсrrе Р . М" добого O.t(R)
чороа /(0) _обоввачrr шsошцlальцуr л,IхЕу цвпх в упорядо,rоЕЕоI
IпOtао!во (Рr0). ПоFдоЕ 0eO(R) бJдоr вавшва!ъ опЕпIаль
EшIr 00trt

t(0) = fu^. tP). (l.э)
0B3(R)

В ваsоо!эо !рпrсра yBaIoL"оооr"о R , пF rolopol граФ

Prc. 2.
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(PrR ) полвчЁ. В alol (l tошrо в этоr) ClyTaB дrвоlшt по-

рядоЕ опlrIаIов D Р
абвг

t2 3 2t 3 2l

q э 7

Prc. 3.

болъпе ччсла сDЯЕцOС-
lш графа (P,R).

дO[А3шВпъстВ0. Поrоrш
Ptr -{с. Р, t4l J , l- Ur. G.4)

olomlor, чrо cololorBo (Д.4) обдввуол рвбrовlо IEoIaolBa Р
r ч!о црr шбпх рвrшrщI alolollax h l t lB U{ l IDбцх
ое Рj l се Р, паро, [orcJ lс ЕрrlадIоrrt R . 9зо I

о8Еачао!, чtо ,llclo вошоЕоЕ, свявЕоGlr грsФ ( Р. R ) Ео IoBb-
." lUt/ - чrода IааоlIадьЕцх 8lоIбв!ов IЕоIбоIDа (Рr().

3arcпl, ч!9 црt lQl> / olcrora (I) всцаrвеrся по BpBl-
Bcl rop в lU1 / воэаэrоrшI пololoror о ш!рпцвш

Д IДl И", Дl N"J , l. Ug .

0боввасш чорв ýr (RJ rпоrоово DоаI Bбprlв, oIaIцц о

верпrвоi Ё ва гвФв- (Р, R ). Шя IDбого Qc Р пoIoItI

R@ = {[l,с] , l - Q, tе ý2 G)J,
l пус!ъ (Q,V) - орО дrвоiвого поря; , 6[ , а (Р'Q,0 l

6
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- грsф оп!хцальшого для R, R (Ф порядrа d(РrQ) з по-
IBclBe Рr0 . Подоlшr

V'= Vo ч t u {@rm)пQ),с.(РхQ),rrдоJ, (I.5)

цо (Pr Q)rrrno - IBosOclBo всох lввсшIальЕlх эдоrов!ов оц-
гпшаJIьвo упорядочовпого IвоIаоtъа Р'О . 0sевпдво, грвФ
(Р ,V') эадао! в IBoIoo]lBo Р порядок О' , аоrаасовапшfi с
R , п /.о) = /о/* L(o(PxQ)). прп лпбош порядве Ое O(R)

пOлOIчч

L- п /= t!Ь*Lt, (I,6)

лЕuхА 2.
1Р,R)

(Пришчrп оптrrвльвостп). Е с л r г р а ф

свяв8шД, т0 прч JID
!шllальноr ддя R поряд8о

б
б

0I 0п-
в llB0-

аество Р п лDвоуQсL rвдJцпрО-
вашвшfi порядов з IЕоIесlз9 P.d
являоIоя оп!хIальЕllI ддя RrRG) .

ДОШАаАТЕllЬСТВО. В счлу cвrtвBocrtr рФ ( Р , R ) ш лешrr I
Iвorecrвo (I.6), о!вочаDцоо порядву О r вопусt!о. IIрп апбоц
Q. L вераввЕоlво

L0 (р, Ф. {Zка (/Ь*/'- /al)

проtпЕорочп, оп!чIальЕос!l порядз" 0
[уоть Р - в880lорцfi шопустоf, вIасс ЕOпустшх часtоi IE0I0-

otвa Р . Пg дока8авнtх дош расоуцдоЕlоI о! про8lвЕого даг8о

граФ (P,R) овя8Е_шl
оп!пIалЕвоI дIя R
IBoIeclBo Д оодор-

пOIучаеrся

тЕOРЕlд I. Е с
ш прп дпбо
поряд88 в

trI
I
р

Ill нOв0!0рOе IвоIбс!з0 8IасOа
9, tо одIв r8 ,aBtI порядвов

опреде:lяqtOя IBoIBclEoI (1.5), в
ro!opoI а удовIе!воряо, усдовlD
Io.t+tO(P,Q)) = ;,ж {/a'l*t(OrP,a))J, g.?)
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ВаIе!шr. чlо усдовпо 0вяввос!п граФ ( Р, R ) ве обреrевш-

!одьЕо. Вслш граф (Р, R ) раопалаоlся во IбЕоо llou ва дво 8oI-
повоцrш cвявEoclltr ,о loopolry I следует прпIоlяlь Е паIдOЯ шs

этlх вOIповOв!.
Шв теореrш I вIдЕOr чl0 ваддча поO!рOовIя oпrllвJlьttогo п0-

Dядса в lвоtосlве Р rоrот бшть офорryдшроваЕа к€к задача дл-
Еахtr,Iес8ого програrrпровавIя. Долагая, вапрдrорr ?-{(Ёl, Ае PJ,
догво проворuтьr }rоподьвуя дешry [, что дш эtого 8дасса при
свяввоtl графо ( Р , R ) эшполненш усдоЕшя lоороIц I. 0дtако по-
лучш!ъ в аtоI сдучао унпвероалъвшfi u дос!атOчЕо эФфоктttвпцfi ал-
горп!ц решения пос!авлЕЕвоf, вадаqи ЕрЕд дп Boalolнo. Тец во цв-
нее, подбпрвя подходяцпI обрвош власс ? лдя fiопrретвнх Iво-
rectB R , в вово!оршх сдучаях IoIHo сдоlаtь ввбор вашлучдtого

BapIaETa ва каIдоч ш8гв ддваIпчеового процеоса Бедлrапа очевш.щ
lцI плI тробупщшll вебольlдого поребор алеIовтов оз .ооrr.т""f
Рассчотрпr Еосаодьво tакuх прпIоров.

I. Есди прх llвкотороц R цноrвоr"о O=ft.P,Sз(R)=PrtBlJ
ЕопJстоr то есть на грфе ( Р , R ) еать хотя бш одЕа верщlва
*, с возороfi сцеrнн всо осlальЕlоr !о ддя 9= {OJ все уопо-

вхя ,оорII I вшполсовш (ршс. Ira; 4rа).
2. Прш вевоторош цоJлоу ? > 2 расоIоtриI IвоIесзво

R= r.Ч., {[i,t*LJ, /<L.?, ;=p-lJ (I.s)

(prc. 216rв) ш аачетшr, tlтo в эtol спу,Iае волlчпЕа (I.5), во-
lopyD Iц обоввачrr черэ Lp 1 язаяс'rся ФувдцпеЁ шшь чIсда
8лоIовlов цвоlеоtта Р

Есш,11Рё? r tо_граФ (P,R ) полвшil в лпбоt лшнеfiвrй
порядов опllrаIев э Р . Прп р> ? поIоtlI

Qtr=ft,lrl*2,...,**Q-l}, |< l< р-,? . (I.9)
В_9rлу_ усдовпя q> 2 грsФ ( Р, R ) овявввf,, а поо8одьlсу
l'|rР]ё R, зо f,птшшаrьшfi порядов в Iцоtас!во Р ве IoIe!
бшtъ дuвоlвшr. По iошо I гвФ СР.Д , R..R(D) рsспадАоlся
Ео I0ше0 ч0I ва лЕ0 80шOЕOв!ш свяЕЕOсlпr 8 18 дOпJсrrIOсll п0-

рqдва слэдyоt, чrо lt-аl>?._ uя лМшх равrrчвшх t а А Iв(Р'L)пrао ш дпбшх С€Ц r бе Р| , ш всrь lвotoclвo
(I.6) ооаэрсr! хоrя бш одво хв IBlIoclB (I.9) пщ лМоr опвш-
IальЕоI упорядо,lеЕш rвоrосша Р .
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l|сполъвуя о,rовIдпоо воуФrвавrо Lp , ,"rg!дlо поlаsа!D, чtо
IпЕхцlI Е соо!шововrп (I.?) дооlrsаоrся ва шоrевле (I.9) прп
А=[ф-9+2)/еJ 1prc. 3,6.в). 0тсплв лдя Lp см$м ро8ур
рев!пцо ФODryrвs

Lr=P (<p=d; lp-?,/* 15 (Е-[Щ, л, р,2. (1.I0)

IЛспольв5lя (I.IO) r oBolclBa Фуввцлt Ь!" l 'цвlая qаOrь чl-
с:tа.l. поIrчаоI

ф, oо([Ф+/ l- [r-u-,)/, 
О zzЗl 

f 
rl,

оt!уда {р=/ФРJ+/ пw 9=2 ,

3. РассrоtршI lопоlороо обобшвrе впасса IBoIoorB, 0пDOд0-

ловЕцх в (I.8). Полоrшr

R= pl.p {[l, l, ёJ, /з L, ?l, i,p, l J,

lltо !з>,2 - цошо чtсла !аsto, ч,о

9t,rr,?д-/, /<l..p. (1.ш)

06овшачrr чореа L(trt) цrсхIqлььуD ллlЕу цsпI IЕоIаоlва
P(i, t) = {L tt*/r..., t.d-fJ; Р, оплrrалъво упорядочоЕЕого лля
RG,il=IqdеR,€,tсР(1,0|ш эаrешr, ч!0 в схJI, условпя
(I.II) прr l<t< ?с а!о! порядов лпвоf,вшil. Прr />?lpr-
cIOlplI 8!аOс IEoI8olB

Qf,=lt*lrc+2r...re t2r-y'J, {ecz l-t,9, .

flоtрудrо проэоDrrь (подобво lolry, 8ад сдэ!аЕ0 в пDпrgро 2),
чlо ддя 9!опо ltаооа.вшпоrвоЕш уолбвrя !оорвш I. оскуIа сле-
дуD! Dе8уррOвtвв0 форlуш:

/(A,t)=

ё, /- t=2t,
. ftlЬъ 

^ 
{ | 0 /, tпаа р (t,c - l) ; / (t * ц, л i,T _ 

97_ |} 2ь<t_ ь*t_9х 
ё , ?r ,

Такпш обрвоu, пр l=l п t-Р поцучаоI xcкollyD ведичп-
на r, "'J- oJ п опtшrальвнi порядов в цпоIlвство Pr/rp2=P, 

"о-

l



lорЙ эоос!аЕавлrваоrоя обЕс!цI в лtвsllчаOвol прOгршIхрOэа-
ЕIп [II] обрц!вцrl IодоI (рпо. 3rг).

3ДХЕЧАllШЕ. Пусть в IвоDо!во Р вводоr поDпIоr ( i оп-
тrrальшf, дrя вO8о!орого lEoaoclвa R , l пу_с!ь 1У - оtвоше-

шв cIBBBtIoolI в упорядOчоЕЕоI IEoIEcTBa (Р, ( ). Тогдв по-

R' - ý r оп!rшльЕщ, ооtrц R' R'- 19 .

ý 2. PoreBro одоtоI лrвеf,ввх ураввовчfi
с I8!рпцвш lрOугOдьЕ0l0 lIпа

I. IIрIподоllI, ч!о в IвоаасrDо Р вводов Еоrо!ордf, по-

ввдвtова воособеввая шаIDа?Еая подш!рrца д [Yl,.I/ с rшлу-
щроваввоl бrочвоЁ alpyBlypol И1 , (NзП I ), Аэ Р .

от.д|lшlрЦЕ A[l'lrNJ а ваIдвво! бrочвоi отрудтур.о_fi Цl,
NjQ.РJ.оврлолпtъ dлочв5rо сtрJв!уру l4l , Пъ (t-Pj,

;ffi'"!l N. {wc.,I,6; 4,а). об,валаэryэ сшлуэвrrш oBofl-

tl^ ilл П NL- ф лля лпбшх восFвЕrшЕ atoloвloE А 
" 

t
18 Р . 9lo своf,оrво совшдаоl а (2).

_ ?) lr! лDбого IBoIoctBa I. N i пpti Botopol Iа!рrцв
А l MrI t вэадра!Еая r воособеввая, oylocrвJo! raroo рвбrевше
Ij (А. Р) , чlо

\. Mg , llbl =lMgl , А. Р,
rо Bpolo !ого, alo рвбrошrо оIвоввsчЕо опрlвляоl tввлоIоцrо

Д[М,I] = Br"1,I]. ЛF,l]., (2.I)
в aolopol BIM.IJ - *rр"цв lpоугольlого !lпа с drочвоt
alpyBrypet Mi , Шl I") , {. Р , r паоообоЕЕцIr полIаl-

рпццI ВfМj,IзГitr.Р 7, а

.Z[I,П =EII,IJ * ДII,I]. (?.z)

3дось Е [I,/J - ,лr"""Еsя lцrрlцв, 4[I,I] - IаlрIцs tpo-
!rг_олDl_огo !lпа о dдочвоl оtрувтуроl Iэ,-С!l L) rl Nд
1*с Р 1.

д

э?



liатршlдш /[I,I] а B[l"1,IJ в раsдоIвнпш (2.1) будеr ва-
внв8ть согпасовапЕшIr с разбпевпвr Iз Ge Р) шноrеоrва / ,
а calo раэбпвпив - бавпсншц оlносп!епьно А [lvlrI] .

аб

vI

vz

Существовавпе баапсвого равбrешпя слошlеl 18 !0го, чlо ддя
швоrества .Г=М с равбпевпеч Ij=M2lAe Р ) эернш равеЕсrэа

Д [и,I ] = Ь [ ln\,I ] = 1[I, I ] - Е Пn|,\vlJ,

a ra*t. rrв_€y lцоствованшя баашсного .относяl 
"n"^o _A [ М, b{j") U {j }J

рзопепия /i (lBP ) rноrвства (Цtl"Цu_Еi'l np" y.iJin,
суцвсtвова"шi баввсвого рвбшоншя I|"(t. PI шшоrества .r .

IIосладпее довававо з ý 3.
Едишстзенносlь рsвпоlешпя (2.1) прш каrдоll ба8исноч раэбпв-

апп Ij (t. Р) получаоtся ин,\уктпвншll пJтоI tia соотношенIя

В[И,I].rП,I] = В'[И,I] ..e'[I,II G.э)
r предlолоsенrяi что для чокоlорого Q. Р , в частнооttti дJIя

Q = ф r спразоллuвш равевства

BIи,I,J=B'[l4,I!,,?[IB,I]=1'[\,I}, i. Q. е.ц)
Прr этоr для всех A.Q шtоIес!во Р2, опредолонвое в (I .4),
содерштся в d . Лолагая ? раввцI ЬЬоr,у ха шtвпlальпшх
олоIевlов IHotOc?Ba Р',Q (прш@# Р ), уIноtая (2.3) ошача-
ш слеЕа ,аЕ [Ц,ИJr а затоI справа Е [Irb] , легко пова-
аа!ь, чlо равевсrв8 (2.4) справедJItлвш ч пра l.C . Сладова-
тольвоr а Iоп!о ааIониlь на Q U {CJ

Как будет показав_о нпао, дJrя рошевхя.спсrвI В). (5) п лля
перохоjв ot А I4rI] к Iатрхце, отлшчапщеfiся одви!r столбцоч,
ва каrд0I паге дOсfатOчвo шеlь вшчшсIоввшIх лппь бловш
O[ЩrЦJriеР, д шrрItцl A[I,IJ. Прш озоr ве!рудно под-

п

Uэ

4Ршс

l

ё

.,l

I

J



сqштаtьr что общ9О чполо ЕовуПевцх алоIеВrOв в бпоках/l[]trl] ,

|- tlз , ддя лобогg 1n/,2,..., е ше бодьшв

,,= @ /IB),(In(iy,PI ,Е., F*,/I"l)2 (z,5)

посlзольку rrEolвclBa Пg rc. Ц) попарво не порsоекапlся
(рпс. 4).

2. Воспольэовавшись рsвлоloцt{оI (2.I), рассшOтрш рOшеflj{o
спсточЕ (3) ш проверку веравевства (4). Ее шарушая общвостш,

будец счпта!ь чlо сечейство N"ltе Р.ь) обрааует раабие-
Еuе llноtества lr/ , ш Bвltotltll, чт0 в оплу блочноfi структур,я

чтр?цц !\M,NI для каIдого jeЦa, 14Ъ Qryr) р столбце
А [M,i] 0Iлшчнн оI вуля_ра8во лпшъ частпАfi|зrj| ,tr > Ь/ ,

Пусiь для Еекоlорого tc Р сlрокш у [Мtl,'-'" l А , вЕ-
чrслоЕц. Полоrич

caINI="tN]- Еэу[Ц].А[l"Ь,Nl. (?.6)

Вдось r далоо преддопЕгаеtсяr чtо роаульта! оуIIпроваЕпя по
пустоIу IHoIocTBy равев вулD. Учитцвая Фtочцуп струк!уру lral-
wу D[M,I] , ваИдеI с!ро8у ч[l"lj| Е8 сlствIц

з tVl , В[Мr,Irl=zз [Iз1, {2.,?)

гдо otpora ЦtIL опредепоlвая по форцуrо

zr.[I J= cII].IrI, il -ё ry tP|tI.BIM\,IJ = ca[I I .f,-rI,IJ ,

очевпдlо, я8ляется решенпеч сшстеIш ZBIII.I[lrtJ = С1 [ Ii
Учrтшвая (2.2) r бпочвуп с!ру8!уру чаlршlщ Л[IJ] , стро8у
Z2[I зI Iошlо вшtlлtсли!ъ по рекурровтншr Форlryдшt

ц [Ir} = "в [I rJ - F.tzt [Ic]. А [ I ",IJ, L 4 i,
ЕачпЕая с IlвиIаль!шх BoIopoB IBoIoclBa Ц .

Для лпбого l'е P,rr2rpoltoвшo ct{cтel f.Z1 слелует прOво-
дrть в порялшо хrбшвашшя ЕоIера {с э цопа L э.' , Еачхвая о
t =.ttЪz_[ro Еслп прш_ t= l' ддя Еовоtоролi i'- Nз, иIооц
c"ti'l- УtПi,]. А [Из,rj'l< О, to процЕсо внчпсдеЪrя cTpoкr уtИ|
8аваIчгЕае!оя, ! сIеду9! переlтп к рЕшоЕID сrс!оIц (5). -

a.
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В проtrввоr оrуqао (прr Р+ Lа, ) черв t обоввачнш rrшr_
ш.llьqц IE !оI aloloцlo3 С > Ь'; дш 1oroplц {aePr!_r,:a<xJ*
+ Ф r и продоIIlч проц8со с лпбш шоrcроI 4i Lэ, ,-Еа во-
tоршll в Р Еопосрдс!вешво оаодуеt l . Црr элоr- BoBtopB
ц[М"] , A'<B<t i IoI8o П8абш!ьП п Bloolo JпоDядочоЕЕого
iHorBcTBa Р прп провоItво цоравовоrsа (4) Iвоою!роrь ого
упорядочоввоо подшоrоаlв0 Р, {а, t\a< L}

3. 0tвоповше поряша < в IвOlос!вб Р расшrрш Еа Iшо-
toсlвo P"=PU{OI | очrtая l<O ддя лпбого &еР , l
пореllоr r роцоЕш спсrоIш (5). прrд0 всого вqfiдеI poroвro
с}lсrOIв

В[И,I],lII,j'J=Д[М,i,l (/'.l,/r). G.s)
ПредцодошI, tlro для во8о!орого l> t/ столбIЕ .Z[bri'J ,
Те рхДrq, вшчпоtеЕцt прuчоI оrшчlш о, ryля раэDо дrш
Z[Ir,i'I,*'<С< 4. . Стодбец a[IBrj'J Еsfiдвч пв спс!оIш

BtMrrIJ,1,IIt,j'J=AlIMl,j'J, (2.g)

гдо с!одбоц Аз ft4ri'I опродошв по форryде

Arst4,i,J = AIM"i'] -Д.**Вt|,ЦJ.zIIr,i,J (2.I0)

n !IoB! оlлlчвцо о, шU:lя часлr.46 [M6rj'] Dsвве дхщь для
в>* . Iспольв5lя (2.I0) ш 1Z.f1, получаоr

AbIM*,j,J -Д [Мь,j,I-Д[Мь,I1.|е [I,j'] .

3деоь сшдбвч 
f j[Irj'| яЕtяоtся роцоЕlоI с!с!6ш

1П,п,3 b[I,j'I =rErn E [I,Ir1,1[Io,7'1 , (2,II )

прlчеч оlлпчЕв ol суtя э воr ра8во дr!ъ,Iacrl fu[IyJ'Irt<i,
ко!оршо IoIBo эцчпсIrrь по роЕурревlццч форryлЬr:

Nt[It'i'I =ý",^ |'!;' ,{,!/:,'i!|.rr [Iu,i,J , L. 4 ,

вачlцая о IапсlIальвцх EoIBpoB lцоtoсrва РдrtАJ .
Реrопша ctclol (2.9) следуо, проDод!ь в поDплЕо Dо8рsо!8пIя

Holopa Ё в цепr L*,, вачIЕая с i=l'. цоrошil оtолбоц
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a

g[Ir1'1 r 8а8 оtвд/ет пэ (2.I) п (2.8), яЕшоrоя ропевпOr

сiошш (2.II) лр L=O .

ашвцшцЕ. М рrовrя oncrol (2.?) а (2.9) а rаtрчеВ
B[И1-Il] IoIBo поподь8оваrь, вапршrорr обртвуэ lв!ршцУ

{tti,йb].

ý ]. Раэrоrевпе Isrрпцц с бдочвоfi оrрувтурой
в прошводвЕхо Iаrршц блочво-троугOдьвOг0 !Iпа

I. IIролдодоIцIr чtо для Еоlсоlороrо IEoIac!", r'М , прl
во!ороц_шt,рпцаА r'lrl/ швадраtвая ш воософпвая, шшоеlся ба-
8псЕоо раэбиввве \(3. PJ r оогласошЕЕоо о HlI ра8лоIоЕlв
(2.I). Пуоть для Еовоtорого jo. I*_(l..P) lшrtwвД[Мr7,tj"ll,
tю tr= IUq'], tarto ввособвввая.- 0зсрдаr в qас!шос!lt, сдоN-
е!, чt0

2[f",i'l=1.Q.,1'I-tl[1.,II,gII,iJ + 0. €.I)
Проrлв чоI перхOдi!ъ в пOс!рOOвпD роадOIовпя

ДП,t,7,,1i"l=В[М,7,,ц.1].I ry, {j,l, /, {i.lJ, (э.2)

введоч вовоторшо определеЕля r обовваsевшя.
Счп!ая. к8к l FBoE,P.=PuloJ r ддя дпбого l.P под

(lt) будвll повпrа!ъ адоIоЕЕ, вопосредс!венво следупцrfi ва ё
в цпоlосrве Р- .

Раsбповrе fn {*. е) IвоIсоrва [ = I u { j'}. ,ауе2 наашваlь
бавпсньlц отврё_чтольво ррячоугольвоП штрпцi Atl'ry] , еслl её

подшrlрпца А [tlrГ'. 7./ 
-"""двrrая 

u воособвввая, Ъ рвбпевше
h Ge PJ rвоdозiя" f,'r" являотся бавпсвнll оtЕоошrелъЕо
а!оf,_квадразвоf, подlвtриtщ. Если прш эtol шrршItЕ 4[^LJ'/"]
пD!Orr'J"7 соглаооваЕц с равбшевноtl fu(AeP - 

lrцorocт-

ч[:r_" 
-,.,to 

шtprau l1t[JI ч ВП4,Н , rдо стопбоц
/l la|\lorlot язпяв!Oя рецOвиеI спс!ошш

в [м,7,7.1 .л [bb,LJ = А [M,I,],
а otpoвa /1[bJ] п стодбец B[M:I"!^ iуловше. будеш навш-
ва!ь согпасоЕаппццп с раабчовшеl Ji (leP"J чвогоства /
8опо, что пропаводовшо ш!рIц В[Мr/] tt '

Х.Ц,I]: E[7,7Ittl[bil р.э)
двв, шlprtry А IMrI]
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Процвсс пооrрооltя Dsвtоlацш В.2) ооозоl, в lдIоtдсвrl
ковечвоfi пос!одоDаlоjьЕоо!п бавrсвц равбповrt IвоDо!Еа dr ,
вач!вФ с rэ-Il(iвР)_,fi=tj! , 

"о""ая 1взбrевrоr-/2(ltcP"), в Bolopol [.r ц,i. П;ш alol пооладпоо рабlо-
ЕIо долrво оrпtlш!ься о, ,0Iодвого DssЕб пlfь laolвolBarr о/Ё ,t>4.. Поrаlоl, чrо !аIчD посIоIоЕа!одьЕосrь Iошо ЕоIучllD
пошрвшп порос!авоввахr э!оIев!ов в шоIооtтах Т, , l > i..

".::fr:'НЖl,Ж:3? 
iп7 fi ;Lнi,{чfi i*T Б.i' *";-

сrэа оГ будоr вввшва!D доцус!шоl, acat $f,Оrояrе

f,l,i. P.,{*,.J; ( {*,tj)U{i"l, (f,ц,Q.)u {i*J О.4)
rBoractBa / lasto яэл,lолоя бавlсшrr отцOсf!олъво A[tlr/I .
Шав булоt поваваЕо вlш, прпэваs бaBroBoctr рвбпопrя В.4) ва_
Bшcll! 0т ЕOдlчrЕ

д!(l)=|*tjt[l.{20ьjJ,хth,i.I},е< A"F, cJ.5)
ца f = r?oth {u, tttarz/lal, а Glpoвl 0Рв [h] вЕчlсдпD!ся по

ровуррвв!вш форryлrз

t* ЦJ = Е [i",/J - Е [i.,/J,

?ыt/I=1!оr{о, til -nntli, ht[b,ilJ,a< д<f . cJ,6)

Олtаtпr,. 
"то 

f*{n)=A[j-,Jr] l ч!о в ошу (?.2) ч dдоsвоi
с!рувryF rs!рпщ Лtl|i ЪЬвrо_рl rrll] прr лМоr rt>*
lloDa оlIlчЕшс о, ЕrIя чао!l l>j[/"rtПjl рвsва дrD gяt2А.

ПВША 3. Qtавrшрсlrlа доцrоtllосrr по9ос!аЕоввr). Д д я
,0го чrобв равбlOЕlо Ф.С) бшло
бавrоЕtrIl EOoбxoIrIo r Iоо!8tоч-
EOr слобш

д|GJ+о, d4 l<o. (э.?)

ДосtалоqЁооlь. Bcll цl=О , ,о усrопс (r.7) айвlDаrоЕ!-
l0 t/OrOвrD

д!(Ъ)+о, *<A<f. cJ.8)
Поrаlоr. ч!о Е alol Gryчаа рвФепrе fu (ta D rповства 

7ГяЕIяе!0, бssпсЕtil о!вооIrоIьЕо шrрпй

ц2



Д'[М,1] -Д[r,t]l " tД[рl,j,l-д[м,j.1}, o-ryI . сr.9)

ДоlслвптодЬЕоr в спIу условшя В.8) Iotвo пос!рOх!ь I8!рпцу

Л'[L/! , поrаr'ая дя ваIдого 4. Ро

Д' ry bI] = Д[ h,[] * {1 [ Iь,i.]-Lth,h]}ц [il, o.I0)
где сrроЕп uj[/] ЕЕtltсtяDrоя по форулаr:

tltЦJ=

t* [/J , l1*,
tGф[Il, а,< А<у,

0, k. Q, ( Pn tl {с,а<С<у}),

П ПРп rПбоr # >* лIIGD! ошttlЕцо о! Еýlдя чаолl ц4t"hq&]
IB8Bo IIшь лмt>4, . Оrопдд ясЕо, tllo ш!ршцЕ ДИr/1 tr

Д'[FrI] IIoD! олцу п !у rc drочвуп olpyвtypy. Шезрудво проЕе-

рп!ь, чl0 в ре8rIъrа!0 уIЕOtOЕlя ш!рйцн

DТМ ]] = В [М,[1 **{* {h F,t,j 
"] 

-
-А*П'!,j*]].,rr ttl.EtП,/] (з.I2)

опрsЕа Еа Iаtшцу О.r) с эаrввоl Л[|rt] Ba1'[7r7I поаучrI

rаlDпry CJ.9). Вдосъ отодбry Аl[И;l,"<<kv , дя дпбото

/.{ опроIоловц по фоlпуло (2.IO) с sахсво! f,' u / . 0т-
бэда ясво, чlо вlDпцl В[Иr/] l В.Т2) шопi одЕу с ту to
6.rочцуп сrруЕ!уру. Далвоl для ваlдо[ ls Iа!рц
Ь[М*7r1 = ЦМ о,lr] t {д j [ м 2,s"] а i rQ jJ} . 4 [н, n < l <р, Ф .tэ )

в оlдi уоtовхя О.8) суqроrвуот обраtвая [rZ]
( Ь' I Mg,fu])'' = Бr7r, l,цI - fu {,? t /2, i.] -

,z[/ъ,/*il.,:r[[Л.Б'[[л,Nе],*< Д*р. (3'I4)

Следоваtодьво, бловr €.IЭ) яЕ!яD!ся вооообевпшrl rаlщlцшlr а
лдя воIsроэ lеЬ{С,<<tпоJ вовпВ'[Мз,fз1 созп94ап! о

ооо!воrсrвуэчlrr (пооооФвпшr1 подд!рпtвII 
-llýрцш 

В [MJ ] .
ПооrедЕсв oвEB,IEG, laвta, чlо lalpпIlа А't4r/,L/ являелjя
воособаввоl.

(5.ш)

цз



л,сла Q<О , ,о lalprtщ A'[Mr7,S.J совшлдо, аАПV,77J
с !очвос!ьD до порядва столбцов х, олодоЕа!ольвоr явпяо!оя во-
ософвно!. Шэ условпя (5.7) саолуоt суцЕсIЕOваЕuо эовrороЕ
а*[[1 щя4<kа , а Bloclo с (Э.I2 - 5.I4) это влоче!

неособонность шаtрпц В'[Иlr{еJ ,lа P,{crJ. [алео, посаодь8у

dЙ В'[И,f,,/,J= fuT Ф,l B|"l,/,[,},

то и шаtрица В'ПП|rГЬ,] неособеввая. ПоэлOrу dлов (3.I3) прв
rcaa Taxre явJIяе!ся веособенноt чаtрrцоfi. Суцествовавше Ie l

едtвсшевность обртноfi rатршlЕ P.I4) прп A=a,l вIече,

&(u)* О , откуда сдодуоt (3.8) ш суцво!вовавше штршцд

/'ry,/].
tакиil оОраош, раабшов"" оГl fta Р) rHoreaTBa оГ яр199!-

ся бавшсвцц о!ЕосптольЕо шазfuщ (3.9), отrшчапцоПоЬ олД[Ц/]
лидъ порядош столбцов с ношерrr о/) " j" . Еолr !опорь в

раабиенпи /* G. П) ноrcра in- а j. itоtlоняtь rocmlпr !0
ш8lpиIlшr получеЕЕце по форlуааr €.l0). 0.I2), будут согласо-
вапш с этиll рэбпвнпеr, баапснпll olвoclToшao А [|4rl] .

Нообходшrооть. Учиtнвая едIнс!DоЕЕос!ь п Еlд чаlршцш (3.I2)l
сOгласовавЕой с равбпениеч (3.4), rtв базrсвооlu посIед!ого п п8
(Э.IЭ)t (r.14) получаеч О.?).

3АttЕЧilиЕ. Как видво пв Форllул (3.6), Ф.I0 - э.IZ)| в овя-
9п с пвресrавовкоfi ЕоIеров jn а j, в раэбшошпш dэ(kеР.)
rноrеслва оГ в rвтрrцвх BlMrI] п А [/,JJ оледýlа, прообра-
аовшЕаrэ ра8во лI!ь алокп В[И2,f2I а'АТ[в,{] мя4<l<р
(мя l<< , Еаfi сIодуеt rs опродrлевrя (j.Зi Beкtopa ё*f/? ,
блок (3.I0) о!д}lчаЕ!ся ол блова tl[Дr7l рsвlо Iхпь порпiшоr
слолбцов с ноIерщш fl " /" ).

TEOPEIIA 2. Е с л п l[j*,/r] #0 д л я д е в о ! о-
guxj*e/* п/q,в/а,-(;rО<О ), то суцо-
crByD! tarx0 пOспедOваrельнOстt

o{=Cllxe1... 4tr=a) (/.r=/L*l"t1, р.$)
/i..br, i=/r2,,..rP (ir=inr/../r), p.I6)

чtо равбпоЕпе
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7[ц

{в, l. 1, {tr,аr,...,€rJ,

0*-{i*J) u{i.J , l=*,

(Igr, {ic l U {ibrJ, t =rr, i =2,3э..., f"

+. . . _;r-r*tr. . (r.I9)

(5.I? )

IЕоtооrва / явпяс!ся баапсЕшL
о l в о о r, о о 

"''" 
о АпvlrL]

ДОКДаАТЕПЬСТВО. Прдtолоrrчr ч!о для воволорого J '- 
/ оп-

родOпOвн !аах0 посIOдOва!ельвOс!п

а=й.lе2<.,.<tзlu, jae/o, G=/r2r...rJ)) (5.I8)

чrО /[jrrirJ*O . Ву 1=l эtо прOдпоrоIсвtоi очовпдЕо,
справоЙrво. Прппоrоrrr laBIOr ttlo еотu суцOсшует Ъаввовое

рвбrовшо ff' ( 1.8 l lвotoolвa оГ, олшчаэцрося о! Iсходцого

равВаоачя..dз Ц*е Р ) вsввс ltдь uшоаосr"алl fl') , l>ta,
прlчоI I;i=q"r'tiilU(i"t r.Io в аrоr рвбrоЕш лопус.tпIц
попарЕшо йерс*шоэкп воЙров /е,,,, у" ^(B=a,lr...12,1 1.
Другuцr сtrоваlш, в рвбrовпп f,Г'(r".P") лопусtпIа щlЕлIче-
сrая пOрOсtавовва

Icвoloo рзбrсвrо ё.I7) прl р= 4+,| .
8слп ro порос!авовва HorcpoB 7 1 , j, в шоIодЕоц_разбп-

еаа, f,* (l.P. ) вадоlryсшrа, ro вrсстЬ-Ъ ycloBrer 1[irr/.]+
+ о l coolвo]oвuer., а|(сr1 = д [i", i.] 9!о о8Еачао!r ч!о

срдr алоrе"rо" l Яra ваf,доtся larol адоrеЕ! C1.14O | ч!о

ЩrСтз.r)-О r Е0

лЦG)q!О э Са< А<€r,l . (з.20)
Olletrr, ч!о Евшqпвш (J.20) 8авrоя! or l. r по Ее оl ,r,l

Шв В.5) Ерц а =tз.1 (о BaroBof, а( m Cl g Ji м ja )
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олвлJеli ч!о ваiдвtся ,8rоl Eolop dй+, 
./rr., , прr ЕоtороI

А [ir,, , i.]+ / , посrольву в !роrrэвоt сIу,rае af;" (сз*t) = /
0тсюда ясно, чrо в (3.I8) Borop J IoIEo уввдlчl!ь в8 I, ,аЕ
кав есдп суцосrвус! рвбrевrе il""' 14е Р" ), опрсIOлоЕЕоо

- (4)
аналогпчво оГj-" Cl.P" ) о BareBof, J ва а+/ , tо в оr-
лу В.20), лешв 3 х хвш/вtпвЕого ЕрбдIшоIеЕIя в вёш доцуоtп-
Iш попарвце порвсlsЕовкI Ь , /о (6-4,З-lr,..,е,l)| ,.о.
допусrиtlа цикI}tческая поросlановва (3.I9) d зачсвоi 4 паJ+f .

Тавиr обравоI, в сшIу сtрого! IoвoloцEoolx посIодоЕаlсльвоG-
тп/ц<42<.., l вонечЕос!п lвotootвa Ln оmсавtцлf, процоос
оdорвслся qвроа r< /Lr/* / пагов.

2. Прпведёш lспсръ шlрхlщ lt/,// 
" 

В[Иr/l Е coolBot-
ствяе о равбповrеr (3.17). Предполоrrr свачша, чlо пооладо-
ваlольносlц..(3.15)t (3.Iq.) _опродбIовш и дя Еево!орого С4 /'
шатрrJIд Au'[7r7i , B"'[Иl/J согласован'' с рвбпевшоtl

т(4)
Jb=

Ib, L. П, {ц,с!*l,...,с.J,
(b,,{jrlu{i.J , l=C.,

(f,or' {lrlU {/r_rt, l=C;, i=4+,/, !,2,,.., р,

г

(3.2I )

швоrества оГ , баэисвшll о!восt|!0пьно A[PlrJJ . Прr J=r- с

рвбпенrеч (Э.2I), совпадашщr с ,f4 (*еР" ), соглаооваmr
саIи шlрllцш /1U,l] пВ[МJJ',-а прп J=y' рз_Qв_евrо
(э.2l) совпадае, о (3.I?), 

" 
Йр"ш" ll"'[7,7I п Bn'[klrJJ ,

сOгIасOванЕш0 с шшI, - пскOIце.
Прп З > l в Р.2|) требуеrся учеЕь[tпть Bolop J,rHa I,

t.o. в ра8бповпп (r.zl) перосtавиlь. ночарs jB-l. /",'-, п

л.. [{1' , п прпвестu l'tptttЁ .l"'[{ril' 
" 
В''rЙ,7} в

сOOrвеtствие с а!пI
фOршулш (3.4 _ 3.I4)
бшввпя /а ( l.B
шrрrlш tlq[/,IJ

новшш раабион}lеI.
BIOcTo llатриц .Z?

) и ношеров ос ,

Дя атого досtаrочно в

t/l/],B[M,/] r F8-
/а , cll пOдсlа8I!ь

, в'о'[и,/J , равбпевше (Э.2I) д ЁоIор8
t!-l , iл-t , tа cooTвelclвeвBo х в B.2I) ноrер J аашовх!ь
sа4-f . Получевнше п9. ф.орryлаr (5.I2) ш (3.I0) ш!рпцц согла-
ооваЕн о раэбшевrе" /;"'" (*е Р" ), баоrсшrr оrвосr!аIьно

цб



АIUrJ], слодова!оIъво, пх IоIво прlЕяlь в шa,locrвe шlрпц
tlq-'l[[ rl] " 

В'"'"[Мrl/. подагая 4о гэг-lэ...,.2 , подучаоI

рвбrсвпа €.I?) п GогпасоDавЕцо с вш ш!рйIщ А"'Ur/] }t

B,'[[JJ.
0ппоаввце прообрssовапдя tошо цроводпtъ в пвой последOва-

!одьЕос!lr а пI8ввоз GЕаqаIа ддя ваIдого 4 = 2t5t...| Р де-
паDlся пробраовавшя бловов B[И*,hJ,C!-l4i<t4 n п

блоков д[Iъ,I] , а<t1 , tо!орцо ЬiЪtвеrатвовали бч поре-
ctaвoEвc EoIopoB ja-, - /сr., g /Ь- {. в хсходяоlд рзбпе-
ппч f,1 ( &. Р" ) rвоrосзiа / (фrлrчесвп !авая перос!анов-
ва ве делдотся). IIоцучовшrе бiовr подоrаэIяDtоя в Iаlрпцц btЦ]]
s l[frl] Dlоо!о ooolDololByDltI бIовов. Затеч дд, HoIepoB_
crio ( 1= 2r5r.,.1? ) бrовп в[Ис",/сrJ п l[fu",/}

ещб раs прообрвуэtоя ooolвolclвoвEo по Форlудаll (Э.15) и
(Э.I0) с ааrевоf, (n , jn, Q, j,rr) ва (a4_rrja-l,aa, jB ).
Вслr вопорь в ltcxomlol рвбrовrш оГа ( 4. Р" ) rшоrоства
прOх8DOс!п цхвIlчаскJD пOр8о!авOвку

зо преобрвоваЕЕше тавпr обравоI ш!рцщ В[Мr/] v t\[7,71
будут оогласозавs с рвбrевrвr (3.I7). Пря taкor пrйдЕе вшlшс-
левrf, опредоIоЕпо поододоЕа!оIьностоf, B.I5), (].16) вараЕео
на обя88tольно: пороход ol tr_, ( 4 -- е ) B aa f t-l-, сОЕОР-
цааrоя в !о! IoIeBlr воглд валlчtЕа oZ._r("r) оrавцз8аЕся

раввоfi_ryап GoI9p ja./cB в о!оI с4учао rчбrраrоя ,в yolo-
ма /l [д, j.J# О )".

3ДШЕЦНШВ. Вав вшшо пs Еоо!роовш дооIодODа!ольЕц}I!

€.l5), усIовпя
л?r(Ь) * О, сз4 I<са, r, А [/rru,j.J * 0

'в!ш!оя 
вообхолшшr х досlаrоtlЕrш дrя порIOдв ot Bolopa zc

в tB..t (J > /) . Поэrоrу ллrt повIповts ,оqвооrп вшчrслевut прп
поэrроовш посIсдоваrолъвооtоt О.Б), €.16) шtЁо прпдорrr_
Dа!ъоя сrошlпЕоl !sа!rtr. ШсrоIя ls вошIв ln. {* ,а8оtо,
,rro D oтpog? l[j*rlJ хоtя бr олЕа вошовоЕlа о?ltчЕа о! ву-
ая, BorBp о/2 0проIалrr Is уоIовrя

/ Д [i- ,;Jl = ,.ffo /At/,,lJl , (э,22)

jr-/r_. .*Jr_r-ё.

\?



Дапао, лдя цаrдоf, Iа пар подпослодоDазольвослоl (Э.I8) прt
,3 >-,t в Batloclвo zd+r. вшбrраотоя цrвпrальшfr 18 аIоIоЕ!оэ
4 ,а, r для коlоршх

lai{A11 . ffilAQ,7.|l. (э.2э)

В качосtъе /в., е f,.r.., в Е?оц сIуqав вшбпротоя одrЕ lв во-
церов, Еs sо!орош дoсrпгаелся rlaвcllryI в правоf, чаO!п оOOtцo-
шевшя (5.23) прп f = a1.1

3. Тавиr обрвоr, попагая f,c--I* (lеР ),/"={il ,о<=А.,
jn-lo и шбпря i.-f,, iв усltовшя (3.2), цоIво посtроп!ь
последоваlельшосtх (3.I5), (Э.16), lак ва,r в сrцу B.I) 86лх-
чuпа (3.22) отлшчна оl цуJtя. Вслп €r=0 , tо рвбповхо (5.I7)-
искошое. В проtпвнол случао (t"<0 ) прочосс сде&ует продол-
ш|тъr исходя ча бавпсвого раабшевля (3.I7) п оогдасоэанвшх о

ниlд цатриц l1"'[7r7l , В"'П|rr.7 .,Посвольву С" l €о, эtол
процесс коЕеtIенЪ 66ршвается чорез n- /LI./ шагов.

ý 4. Учет доподвlrольвшх отолбцов

Пусть шатрицо А[М,fr] 1N.Nrfr+N ) с кцдJцпровавпоf,
блочноfi с!рукlуроR /v\ ,/tQПП (teP ) отвечает опти-

tакиr образоI, что прч лпбоч опlпIаJlьпоI упорядочевих в Р ,
о!веча,Dцвч ш8tрхцо A[Mrfr u{it} прп 1ёil\fr, Iакс}IIаJIьная
дlива цопп строго 60льше, чоI прш пOрял8е < . Напоrвrl, что
шlрrца А [МrМ] одlвпчвая (это предполоtЕнlоr ка8 о!хеча-
лось во вЕоденIпr нв п_арушао, обцвоотr)r поатоцl И.N r !r
слодоваlольrо.- Nrп Пf ф ддя лрбого t.p

пуоть .4 [MrI-] " 4[l"|rI'_u К] - вЕадраr_вчо неособен-
нне, штршtlш, прпчеI I'. I. N , а КС N-N . oчевиjlноl
в раэлOIенпш

А [M,I'uKI=A[M,I].GII,I'uK] (4.I)
rатрrца б (с точвостьD до перостааоввп отолбцов п шрок)

l

";;,;;;:Т clpyBlypy:
Е [I,, т] G tIi к]

I

I

Iт
I

I
о
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Еак подавано " [rЦ]r вrео!о того, чтобш ро!ать 0lсlоцу ураDво-
вчil с шатрuцеп A[MrI'IJK] ,Iolвo реl8!ъ дваIдц cncloly о

цтрдцеf, AПn|rrJ. Прr orol Dlосrо.Iаlрlttш C[r,K] досrа-
вочво ipаBrlb Ilцъ rатр.цу C[r'I'rK7 пли_обраgвуп к неfi.

В ý 2 пова8аЕоr что спецФrва сtолбцв AtMi] ( j'N ),
двш осIп оЕа пaоо!сяr вп8ав во пряв116rоя в сrруЕзурв ололб-
ца G[I, J] , воторшfi IoI0! сосrопlъ спtrо!ь пs цоЕулоDцх шо-
човrов. ПoBTolry прш !авOц пододо Е!,шш раоOlrп!шDаrЕ Еа вaByD-
лпбо опоцпФшу щlрlцч G [IrI', KJ ._Вслп re в (4.I) подсtа-
вr!ь разлоIsвпе (2.I) trшplщl A[ИrIJ , согдасов8пвое с бв-
8ЕсЕшI равбпешrоr .I4 (lе Р ) rношслва -r , ло поIутвI рав-
I0I0цп0

А[м,|чк] = B[M,I].x tt,I'tl к],
гдо цsтрпцд 1[I,I|U KJ , очовlдвоr шцоо! (с точвостьп до
порsс!авовкш с!ров r ст9rбпов) олошllцуD clpyвlypys

l II,I'ч к] =
1tцr] i ut:Kl
- - -0- 

i 
jГt,I: Kl

Покаlоч, чтовсrодбцо.L[IrjJ , jeK, оrлlчвц 0!ву-
дя раsво лпl!ъ частп .7.[\,i1 ,. AeDs , гдо llвotern"o Dj
сос!опт пв оdьедшвевпя цепеД Lc. о воIбрsIх с , дrtя Еоlо-
рuх АП"l",1]+ 0

Дойотвrтелъво, столбец J[Iri] , j" N r являотся рецо-
нп0ll сисlвIш

ts[М,I] .l.[I, jJ = Д[l4,i], (4.2)

которая прп l с Л рошао!ся !ав Ic| кав (2.Р)r_поскодьttу в
aTou слуlае " 27 явдяе!ся цепъD. Еслп 7 е N'N , то в сIлу
выбора /Y rнorocвo -{ шо цоIе! бшль цепьп: 0цо сосlоll
по шевьшеf, Iеро шs объедлвевшя рух цепеfi, Ее оодерrвщ}lх одна

друIчD. IIуоть лля вовоторого З 1 /за э t ) тавого, что
DjnU4#l , внчuсJtонш чаотu JtI2,i] ,leP,. tЭ, П
0(r.!." au)J (rвоrеоrва Uз опрододовн в (I.I)), прш-

чоI оlJIпчЕц от цупя раsва лrЕD часта^.l[rз,jl , AeD1 0
П (r_9.о Ue) Дпя кsIдого #€Dj-h Uo сrблбец

1[I*, jJ шаfiдвr ш8 оlстеIц .
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В [|4 bIJ . 
"L 

I I*, fl = Ag [lvQ,jI,
где стодбец А* [Mr1I опродеIоЕ по Форrуде

Ar s м,1 l = Д t M,j] - ёо о.| n*B [м, IJ "l I I",J]

и в сплу блочвоfi сlруIзtурЕl lвTpltщ_ Ь[МrП п столбlв A[t'l,i]
пцоет отличншо от вуля чаоrп Аз П4вrj] прп 8аrдоI
&е2, п Uo рааве дшшlь вя оёD, п YUru... u Ur) . Шс-

пOль8уя предс!авлеше

в IM,I"1 = А [M,I] . f,,][I,п . Е [ I,ц],
пOпучабI

А g }Q,il = А [lпlt, jJ - А [M*,I] . fBII,iL
3десь столбвч lBIIrj] явдявтся рQцовlоI сlоrочв

]-П,il fu tI,iI = ,ё., o"f,nuo Е[I,ЦJ.1[I",i1.

Подагая { = Ir2r..., L, ваf,деr родоЕIо J[IrJ] _.увааавво!
структурЕ. Талич обрвоtt, Epl 8алаввоI чвоlо9две Ull п согда-
соваЕвоц с бдочвоfi струшtуроf, lдfрlцц А[М,NI порядffо <
I0Iш0 8ар8шOе 8Ёаtь р8спOлOrcвша ЕвЕудеэшх алOIOЕIOв э шrlрпц0
f,,II, к].

I. Покапеш, ч!о для ропоЕпя схG!ешl ураввевиf, с rатрпцеf,
А [l"l, J'U К/ достаточЕо поIпIо обшчвоfi шфорrацrв о Е8tрп-
цsх В Пv|,I ] а /l [I,I ] llolb дпшъ шtрпцJr 1[I* I', К]

Пусть tребуется ваf,тп вовrорстшбоц /ъ[I'u К./ как роша-
вlе спстOцц

А [lr1,I'u KJ. lъ[I'uк] = А [И, j'J (i,- м1. (4.з)

Свачал9 роIаоц спс!ацу (4.2) прп i =i' (rлп (2.8), ослl
j'-N ). 8aTer рошаоц glc,rcý

" B[M,I].ztl] = А[рl,К].lъ[к], (0.4)

гI€ lъtК] - porome сIс!ошl
1.tI,I: К]-/ъtК] =.ltI,I! j'].

Вопор lb[ t'J пq!rчао!ся вав репоЕrе сtс!ош
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JII',I'].|"II'] -1[I:l']- zII'J. (4.5)

Тапrr обрввоIr аФlп огравlтI!ься IIвЕеЕ!оI Ilшь uдrрrщ
X,P'I'" К1 r то, ва8 r в Lr+], прхю!ся rrшшпfi раs роrа!ь
cxclolly тшпв (4.4).

Для вшчпсловхя вовIора-с!роЕп ytM] кав роцошIя сIоrаIш

YtMl,AtП,I'UKI =cII'uK] (4.6)

свачаJIа рвша0I спсlOIу

?tM| B[M,I] =tr[II, (4.7)

чо 7'[ I1 - ропоше сlо!еIш

rtr| . ХПi I'J = с [I'J, (4.s)
а S'[I'ГI - проl8Еольшr! вектор. вапрчцерr вулавоfi. 8аrеш
репаоI clct8\y

?tцl : B[lu\,I] = 1. [IJ, (4.9)

цоi [I'J =7[I'I , а 1[I,r'J - редеЕше сисlоtц

i п, гJJ [t, I i к] = с[к/- {[пI, А t lч,кl - ;П, [, J .| [ ! х [', к1 .

Ташич обравоI, адесь таrrе требуется дяшниfi рва решазь сх-
cтor.y тшпа (4.7).

2. Еслu храшпlь BcD Iаlрпцу ,?,[IrK| , то прI редеЕшп спс_
tеrш (4.3) вот неgбходrшосtп'рбдв!ь спсtоху (4.4), - в атош
слуqао вовrор |L[I'J попучаоrоя пв спсtвIц (4.5) прп Z[r'J=
=1[I',K],|utK].

Ав8,llогпчно, прl рошоЕпш спстеllш (4.6) вет необходшчости ре-
taalb cпclolll (4.?)s ве8тор у tM| поJIучаоlся п8 сшстошш
(4.9), це 7. II] - рошеше спсlеIш

t tI] .1П,I uKJ = с [f'u К1,

.1, Прп вaшeвo сrодбца c.Holopoll j.e |ЬК в шsтрицо
A[И,I'U К] сlолбцоI.,4 [_/n, j']' , i'.,V , Iогут прод-

сlавпlъоя чо!шрQ сцучая [I4J.
В) i'. N ' N , i..6 . В aTor сдучае цноrество .Г не

шевяеrсяr а в цвоrеоiве К ноцор ,/о эаIоЕяоlся Еа j l п
стодбоц -Z[IrI', j, ] ааIевяеlся йа -7[|,|',i'l. прш-поо"о"
хqрgqвшJаtрпцн 

- 1-ПrКl сlолОец -2[Irj,J аашеЕяоlся на
;L II, i,1

u
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(6) j''uV'Л ,lо'.r' . в s!оI сщl,во IBoIBolDo I ше

I0Еяе!ся п0 coclaвyl ш0 ЕOIар /о- t ' пороводЕ!ся в Iвоlоот_
во вспоцогаrопьвцI..Тавпr обрвiоI, о! IBoIвclE / ,7. I' , К
перохолII сооrво!с!вовво r lвoloaтlтяy r'' tiol , (rrI)Uti,l ,

К u {j'J . Цатрпtц х t I, I i К ] поваtмяатояп озолбцоч
X[(r- I') u tj,J , it l clposof,

J[/,,KJ =еIИJ.А[И,КI,
це е IИJ - рцевrо спсlоIЕ

е[П]. Е[М,il = E[j,rIJ,
прпчоI еам }"е rj^ , ,о Е вовrоре е [ИI о!дхчЕl о! Еу-
пя раsво ппцъ tlacтп ЪtЩ} ,44i.

Прп поапоr xpsвoпIl l|atputlн 1-tIrKJ в веt прпппсцваез.
ся с!оIбец -7 tI,1'J .

@) j'c fr 'i j".I' . В эзоr опучао от rвоrеслв .Г' ,
r'I', - К перехоiпц соотэо!сlвевЕо tc IцоIоO!заI 0', ti,DU
U{j'] , [(/.I')uQ,]1r{i,l , К , где почер lo вшбпрает-

0я rв JlсдOвхя

lv ti",1'll = ;ffilurr.,l?ti,i,]l 
, (4,I0)

Шапочшl, q!о Dев!ор g[rri! вшIIсJIяотоя в процоGсе решовця
crcTollн (2.8) по Форdдо (d.rr) прп i=O . Логво проверх!ь,
псподь8уя уоповlа h[l.t # О r ч!о волtrчам |f i.rtr'|I о!-
Ilчша о! вуая. Последвоо рввЕосшльво дпвоf,шоfi веваэlсllосrп
столбцов А [И,lJ ,i.f , &../ 1алос_ь! Еав_в paдoo,,f,=Iutj,J ),

Форrуш пробрэбваiпя rатрпlЕ a[I,K] полJчsD!оя вв об-
цого правlда пробрвоваЕш IаrрIцд ХtIzоГUКJ в прелсlsDдовхI

А [И,7uK] = am,IJ.ltl,f,uKI
прr sаIоЕе EoIetB ioer BoIopoI 7/ . Полоrшч

1[I,1uKI =,X[I,ruKJ- ЕП,7ч к1,
гIо Е [I, К U {1'll - ЕуtоЕая шtDпцво l, сIодоэаlопьвоо

1[ I, К чti t] = д [I, К u {i'll.

52



В ý Э пg8авацоr чlо пробрц8оваЕIя Iа!рвц B[M,I] l
AII.IUKI , сэяваЕЕцо о BaraBoi воIора Lo€I BoIopoI
j', оводrt!оя в пооподова!опьвосtп пробрзовавпfi, оtвечапщдх

дбпуолпrф поtвс!авовЕо дпухлЕоIороэ i|ne {* п о|ое /сч
Ца.l аl7 О )l гдо {* (*. 4 ) 1 очоредвое бiвrовое рв-
биевпо цвоrосrва / о!Еосп!впъво пряIоугодьшоfi rаrрrlщА[И,il. о

Эtо овваsаоlr чrо пш ваrдоfi таrоfi поресlаЕовtlо э Iаlрицо
Л[IrКJ r гдо clpoвg/l[I",K] цулевая, швцоЕя!ся раsве
дпшi блокп /1[rr, К] , j <-l< o,1 r в. coolвolorвltп с фор
tушш СJ.IО)-r-(Э.О) с ваrапоfi / sа К . 0дваво прп чо-
подвоI хравеЕшш IаlрпIЕ -Z[rrK] _ хспользоваЕпо форryл _

(3.6) до всегIд эоЕlоIно. IIоаЬшц Ir ={/. /l, ц QI + О}
Вслп fз/] l'= Ф , т0 IсполъвуDtся фощуш (5.6) с вацевоil

f,". ji ,Ц . Еслr 7з, I'.- ti"l , то преобрвовавrо бдока
/lI/зrKl 0lýовае!ся; .В оотальшrх сrtучаяI вшесlо ФOрцуд

(3.6) вспольsуD!ся форчулш с*fКJ = О п tG.) [KJ =

=fu{цtК|- eBtиJ.A[M,K]J, .с.<* * i|, гдо clpo-
ва е, П'Ц являо!ся решовпоI одо!ошl

%[MJ. ВlИ,/,/] =tbffBJ.Eff2,{,d.1, (4.II)

ч"iьэ:.}rт.* 
ц [М1 отлпчЕн о, пуля раввв лf,шь час!и

3аlетlr, что веобходишсть ре!ать ctclвшt tшпа (4.II) вч_
ввана ноподвьц IраневпеI штршцн -l[IrK] п прп болъшош

|= g$l /Lc/ 
"oon 

ста!ь вепроодоIlшшI препя!сlвlвll. В

эlой си!уаIцпr особонво если чuоло /il'il/ Ееведпвоr по-вr-
дпIоIуr продпочllrодьвео хtввить BoD lalpltly ,1 IIrK] с
учоtol оё бло_чвоЁ 0!рувтурц.

$) jle N , j.eK . В этоr сIучао от шпоlесtв -f ' ,
Irr' -, К пореходпI сOоlвотс!эоЕво к цвоlесtвl TU{I'J ,(rr?) rte.t, Kr{j.) r гд0 Е0I0р io вшбвраеtоя пв успо-

вия (4.I0) с ааrcвоfi (IxI) u ti.} ва .Г-.Z/ . Шатршrщ a[IrK]
шч Z-[I'I/, К/ пробравJDrоя пЬ tеr rа правплаIr rllo п в п.
(в)_ 9_поgдолуD.цш вЕчорахвq!пеr столбцв 1[Irj"] (rлп озол6-
цg 3[Ix I', j.I I olpoal 1.[ i, , KJ Dрп вепоJlвоI хравошIш
ш!рrцЕ -1[I rK| ).
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