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!,l.Л. Агрновскrfi , Г.П.Ак}tJIов, Ю.l[.Вувувпкяв, С.С .Ity т8теладво

свотлоf, пачятш
Рафапда Эвфршчовпча Вальокого

Предвгаечая статья представляет собоfi обаор исследованиfi
по фупкцпональЕошу аналшауi t(oтoщe проводRпlсь сOтрудвикаши,
в тоfi илп иЕоfi оргавшвациопноfi форце пришшкавцвшп в tвтешати-
ко-эконочическоtaу о!делонпп 1,1встптуза шатоrвlr8х С0 АН СССР.
Впрочоuо этот обзор нп в коеfi шоре но претеядlо! Еа шсчерпн-
ваDlцуlo пOлЕOзу: в пеш 0трапены лцlль 0сЕOвЕшс напIввлOнпя,
которые разрбатнвались aвTopallи, п учтеЕн рботш Р.Э.tsалъско-
го, В.ii.Дят.,iова 1 B.)3.!lBaHoBa, Э.O.Рапопорта, li.lil.Фелъдiана.

равношерные алго.бры и теория аппроксичациfi. В последние
два десятилетия интЕнсизнOе раэвитие пOлучила !еория tавнOмер-
ншх алгебр - алгебр непFерывtIых функщfi с равношерноfi сходи-
мостък," !lBTepвc к этOй ветвп фупкционального анализа, леmащей
на стыке с кOмплексныш анализо}!t вывван ь первую 0чередъ ее
нетрi!э}tалъноfi (пряшоfi и обртпой) свяаьп с теориеii аналити-
:iеских ф.чнкuиfr одЕоfi и несколькшх кошпдексRнх переIенных.

Oдпоfi шз центр8льншх 8аддч теории раввоIервых sлгебр, ко-
тOрая и пOслJЕirJIа пOвOдOш к ее раавитирi является ВOпрOс 0 l
воаlдOеЕOсти раэяомерной аппроксиt{ации кошплексвшх непрершвных
ф"чнкций элешеЕташи давноfi алгебрн. Нелишне 0тшоЕитъ. что этот
фундашевта.ltьtшfl вопрос в ряде ситJаций uо!ет внстJпатъ и в
0пOсредованноfi форtе.
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Введеr Ео8оторшо обо8вачевпя. IIусть Х - кошrакt в просl-
paBclBe СО /,Llсошде8сЕ8х пероIеЕцЕх. СОО - алгебр всех
воцппоt(сЕЕх шепрершвЕнх функцшi (ва Х ) с paBBolrepBofi вор
чоfi, Ра) - ваIнваЕпо в с(ю алгебр пOдпвOцов кошшокс-
Ецх пороrrошншх, Rа) - подалгебр алгебрш Са) , состоя-
цая ш8 равноIврЕнх бва Х ) пределов FцдовsльЕшх Фувrцпfi с
полпсаш всв Х , А(Х) - алгебра эсох Еопроgrвшх да Х
функцдf,, голоrrофвшх во вЕутровпвх lоч8ах, АоЮ - суIOшяо
пооледвеfi аллебрш ва гравпry DX rоttпаа!а Х .

0човпддн ваJIDчеЕIя Р(Ю с Ra)cAa).C(X). 0два }r8

осЕовЕцх аадвч теоршш приблшrевпf, состоlт в вшясновпll условпfi,
ко!оре дшшц бш!ь ЕадоIвЕш ва кошаrc Х , чтобш бшпо 0бос-
почеflo равеЕство в одЕоI ив звовьев атоf, цепочвп вкдоченпf,.
Первшfi реаулътsт в 9тоц пsправлевпl бшп поаучев Х.А.Паэревль-
евшч в 1936 году: прпп. =/ алгобр Pft) l, С(Х) совпада-
DT тогда п толъко тогдд, коrда Х во шцеет вцутр€нЕпх lочоЕ
и допоIЕочше кошlавта Х сзяаЕо. В работах I.В.Келшша п

С.Н.llергеляна бшло уставовлбltоt чlо свяввооrь дополЕоЕlя плос-
кого вошавта Х явJt tотся веобходшшц l дOс!а!очшцI условпоI
совпадовпя алгобр Аd) п Rа) . В дадьвеfiшоц JсплuоI рядд
rатеIаtпков (Бпшоп, Ворrор, Рудв, Гликсборг ш др. ) бшл раs-
работав вовшfi подФд s yшaaaдBolly Еругу вопросов, освозанввй
па т8Oриш баваховшх а.пгебр и позволlвшпfi суцЕсзвенво продDl-
вуться п0 пути решбд"" у8аваЕЕцх аадвчr в час!ЕOсlи залвчх
об условпях соэпадоЕчя алгебр Д(Ю п R(X) . Суtъ функцио-
налБЕOго подхода оостоп! в изученпп та8шх хдраатвршстпк ал-
гобр, вак проотраяство rlаfiспчадьннх идеалов, ливоf,шцх вепро-
ршвнцх фувкtцончlов, ортоговаJlъпшх алгебре (по иэвестноf, тео-
роче hлсса,кацдfi такоfi фувкlдоЕал опродоJlяотся копечноf, бо-
роловской шероil), ш т.п.

Полезншr окаЕвлось олелуDцео поЕятпо, вводепЕоо Глпсошоч:

долоfi кошпакта Х отвоситольво алгебр А < С а) вааЕваеtся
кпасс эквивыIеЕтнOсти п0 сдедупщеw отЕошениDз З7 *€е, еслп

J,|lp l / @,), / (а.,)| .2 .

|-Д,l{'l = /
Пустъ {Ui} - fiоIIlововтц зЕутреввостх IшоскOго кошпакта Х .

IIрешrолофш, чт_о_ддя ваtдOЙ кошопеЕтЕ И; спрвеNlиво равоп-
стэо R(И),А(И), t.е. чrо 8аIдая часть Х облалдея iopo-
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шшIп аппроtссlIаtsоЕпцII cBof,clBalx. Гаравrrруол ш Е!о прод-
подоIовl|в хорошrо апtlровопIsцIошrша cBololBa у всого Х ?
0твот ва атог iопрос бурл волош!ольЕшli вслп R(ёХ)- С(dХ)
п, 8роIе !огOr ElB&8ro дв0 ,0чвr рв8Еш roшоЕоl! Е0 nola! D

одвоi доло. В оовозе уЕававЕоsо Фавла леrrt !оOрOIаз прl tc-
лоsuп R(OХ),Сох)эояrуD rcцl l аs ах r oр!оговшDцrD
в R(X) r IoIBo раsлошtь в суIцу попарЕо ЕааIIЕо оlЕгJ_Iяr
шшх uор .рi , 8аIдвя х8 воrорх орtогgЕаJIьца алrобр R(a),
в ,oI п lоIъво s lоI сIучао, ко8лд !очtзп Fадпчшх rоrпо'вовt
во аквшвадоЕ!вц по Гшсову.

Otrешr оцв олtш sппроваrlацдовЕцl рвsудьrаr, во!оршП 0а-
зпрув!оя ва lаучовlх долеf, Глrсова дJIя оОьедlвевrЕ сOцвшrа-
саDцliхся областеl.

Пусrь Ur, L" - о!врlно обпаслп, ограЕпчоввшо опрfiIIrIo-
шнш tорлавоэшIl врпвшш l, с d соолвеrствовlо. Еолr до-
беговs шрs поресеченпя lr/1/. полоштолt}!|l ю_Ц1 u ilе
Jleta! в одlоi доле о!восu!ольво алгобр А(U| U Ц) п tвIвя
вецвс!вепвая фуЕsцпя, sаIаЕЕав м ?Х ,, pa,Bнolopвo_ qщрOк_сп-
шпруоIся вецоотвовЕшIш часшIп Фуввцч! шв-алгебр А (Е, u Ц).

Во всех ука8аввшх таореЕх решаDщвr цоllенtоI ввшO!ся Ic!-
роПс!8о lepr ор!огоЕаJlьЕцх во BceI аваJlIтхчоскиr фушзшrяш.
Хорошо l[звесrЕ8 looDela Ф. п I. Рпссов, в KotopOB лвеtся пол-
ноо опвсавпо Iор па едtrвrчвоf, окруtвосtй, орrоiовальншх 8
гравшацI эвач8вияI aвалп!шчосtcrrх Фуввцшf, в круго. Все mBrro
rврш абсолпrво Еепроршвнш отво0ltlельн0 uоЁ Лебегв. Сптуаlщя
оущвсlвевЕо успоrЕяеlся в случае , lЪ=( . 0ша иэ пршчшв а!о-
го - обпдше сх8гупярцшх отшосштедьно шерш.дебега шерr оосре-
доlочовншх Ед гравпце кошшевспo-lrвOгOшрвоЁ обдастш ш ор!о-
гоЕальЕшх авалп!шческrш Фунвцшяц. 8 этоц сдучао rзrеЕяD!ся I
аппровсиlвциоввно своfiства: oн}t перестапт бшть топодогшчоскu-
rш. Не решеЕ до Koнt{a вопрос о взашlооtноlлопиш алrеар Р(Х)
u А(z)

Дпя достаточно хорЬшlих облdстеi устsвовлен ревультат, по-
каашвашщиf, локаltьttвf, )арак!ер оЪоfiства шпроксишацuи R до не-
KoTopof, степена пролшвапцlй cвet ва уотроfiстэо ортогоналъньiх
шер, а иIевш0: каlдя !аfiая хOра предOtавпца в вшд0 суlшц
ортогOнаJIьншх шер, одЕа па коlорцх абсолптво непрернвва, а
ос!альвн0 пOпарн0 вэаrшн0 сингулярнш f, 0ппгулярнш 0тнOсителъ..
во Iерц Лобвга, причоr хшеDт сколь угOдво чалшй дlцrrетр носи-



толя.,0тIетшl}, что ti посл9двоо вреrя JI.А.Аfiзепберг п Ш.А.Да-

утов получилш сшпьЕше резуIьтатш} каоаDщ}rося описания абсолют-
но Еепрершввшё ортогокалъвшх шер. Пщgого опшсанuя oртOгOнаJIь-
пшх шор в С fu, ндсколько вац trавостпо; в пастоящоs врош нет.

Вопросш рsвнOцерноf, аппроксirащп Toctio свяааЕы с так павш-
ваеllшlrп l60реuаIш r€Kchlla.itbBooтn.. Первоf, таiого рода тоорешоfi
бflла Teopвllа,fl,r.Beplrepr. Boтopyn цЬшо рассшатриватъ как лдле-
ко пдущее обобщенве клаосическOf, аппроксшшаlцlOцн_Oй . теOрецы

8еfiерштрасса. В сшлу тоореш Вещqра алгебра АrdО r гд0
? - едrвпчвнfi круг в вошпдоксЕоfi плос8ости, явдяется lдаксIi-
чалъноf, подлгеброfi алгвбщ всох непрерцэвшх функциil на окруt-
ноотп. 0тсутствше пряшого aHaJIoгa дtя кошшексЕо-цвогоIерншх
областеfi очевидво. Теш ве leнeo в ряде спучаев шоппо указать
естественвыfi класс алгобр. в которх данп8я алгебра яэJивтся
llавсишалъноfi. Этот 8пасс вшделяотся своtствоц пквариантнOсIп
отвоситольЕо векотороfi естествоЕвOfi группш (илш полуrруппш)
преобравований носителя шгебрн. [ля шгебр ва группах подоб_
в8я хааспшалъность изrчалась Р.Аренсош, lД.3ингерош, К.ГфI8-
вош, Е.А.ГориЕшц. Шсслодовавио явJIения uаксt|lалъности алгеб-
ра АQЮ) , когда остов ?fl огрqнхtlенвоf, обдасти ?сСо
пе обладаот групповоil структуроfi, прпвело к описаниD всех под-
алгебр алгебрш С(ф) l вшдврtuваDщIх голOшофнffе дафеочор
фпвrш области Ю (в предоло8ониlд, что областъ ? сиццет-
рЕчна, т.е. офtадает доотатоqво богаiьтr запасош такпх длфео-
шофизшgв). Еслп ? - а -шерныЛ кошплексннfi ilар, то алгеб-
ра А (?) (эдесs Функшrп ваlцшн на всеш шаро, а не только_на
его гравtrца) Ппочтп цавсuIальваП : уепw Д (5) п С(Ю)
есть лишъ одна |!ковФорtвоП шнваршавтItая алгобр. Перефорчулrr-
pOBfia атпх Toop9lt прЕшевштOльв0 к 0тдOльн0 расошатриваолtоil
фуmсциtt приводl. tC новшц аппроsсиlвlиовныш фактаll и критерияш
голошофности, вклDчаюцlлч в себяr в частносrш, неfiотсрше из-
вестные теор8цц (Северш, Радо). По-вшдtшошу, укааанньй подход
и сOставляот l!иввариантннfill сшJсrt разIIого рода Teoperi о голо-
шофностп. ВпоследствRи работа в это!l направлоttии вшщJIа дале-
в0 8а раIвп псходвоf, 9адчи ш прпвопа 8 тпп!tчЕпц вопросаш то0-
рш представлопиfi. .1

Рассшотриlд топологиtrосвуп группу И п ее нопрершвное пред-
стазлевшв Т в группу азтошофившов FвHorcpнoli алгебр /
В сшлу теорешц ГедФанда алrебра z4 рёапизуотся в виде подал-
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гобрI адг€6w сОО ва Еоrоtороч аоIша!воI проотраЕоша Х ,
одЕородаоц о!ЕосшlодьЕо груЕш б . OоlовЕtш прдсlsЕIяIl!ся
0I0шrDцл0 Еа вOпрOсаз

а) вавовв овяsь цеlшl своf,о!эаII группц G rлп гооrотрвеt
одЕородrого прострsЕе!вg Х п !лпlчЕцIl сво[оваш Фrвrщовалъ-
вшх алгебр (просtравсtв), в воtорх рал'вэоваЕо прдо!аsловrо?

0то вапрэловIе lссIедозавtfi, BolopOOr 00JIr угодl0, ll0lвo
бшло бц вавэаlь ПФувкщовшьвоf, гоочелрпоlП, в Еsоrояцоо вре-
llя дос!а!очЕо чо!8о o,Iop,IoEo (Г.Е.Illптов, Дr.Волц, Д.Рrдор,
I.Тлро).

б) вапuе продоввшвхя допуOвsо, лввlая группа 0 Е 8л-
гебрах Фуввщfi?

0лшетпц ЕовоfоDшб роsуIьrе!вt 0твOOяцпOся 8 пOрвOlry I8 п0-
сtвзIоЕЕцх 

"опросоr. 
Йуоiь б - веrоша8lвая группq triп, С"(О)

- алгоdр воох кOшдоЕсЕцх ЕопрFвшп Фуsвtц! ва б , обD8-

цапщrхOя в яулъ ва бесrовочЕос!п. Для лого чтобц вояrая пOд&I-
гобра алгебw C"(G) , мэарав!Е8я о!ЕоодтолъЕо олDlгов д оо-
дервщдя пJlоlЕуD подалгебру бшоtро убнвашшпх Фушцдf, (Ш во
бурч вдесь уточЕятъ ато поЕяIlе)r вшдершвша пореrOд в KoI-
пIовсЕо-сопряIавЕцlr ФJЕrцдil, вообходчо Е дос!а!OчЕо, чтобl
группа 4 бша полупроото!. В этоr сJtучао воо увавsЕllо аI-
гобрш в сuцу !еорш Стова-Ввf,орш!расса подвос!ьD опIоцзаIt!оr.

Пусть Х - однородвов простр8Естэо Еовоllпавшоf, грiпш JIr
с вotlпaкTltoi стащlонарвоfi подруппоЁ. СаrосопрfiаовЕосrъ зсяво-
т0 пOдIредсlавJtOвпя рOIтлярЕOг0 уЕf,!арЕOгo прOдсl8элOЕшя груЕ-
м G аIGвпвалвптно HeKoTopot опрдвлевшй ошtшетршu простреп-
ства Х . Шовлавт этоП Le -!оорецш с 4 -тоорпеf, даоз опr-
санпе шшроsпх вJIассоз представIовпl полупростш; групп Пп в

раэноtrврнше алгебрш. !ля вошактшх групп Пш бдrавие вопро-
сш рассшатрпваJIись Волфош. Как п в теорпш унЕ!sрвнх прбдс!sв-
леппfi, укавапнне ааддчш в кOlдпакlвOч и некOшllактвOш опJчаях
pa8нrlтся прt нципиаJIьпo.

0двиш ив напболее вашшх в тоорrи разноIорЕнх алгобр явJlя-
ется вопрOс 0 воаr.оfiпости вводоЕия аЕалш!пчесвоfi cTpyKTypl в
пространстзе максичалъншх пдOалов (ttлп в tlacтn а!ого простраЕ-
отва) так, чтобы функции ив алгобрш становилисъ при alolt аяs-
лптичеокици. Условия, обоспечивапщlо полошllолъвоо решевио
9того вопроса, были поJlуltошш рядоrl авторов (Глшсон, tsермср,
Бпшоп, Гашелпн, Бьёрк). Ицеющиеся примеры lloкaaыBai|:,t что Ёс,,lil
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э группо автоIофпзIоD алгобF достаточво фФектпвпо предс!ав-
лоЕ8 ПхорошаяП группа, !0 в прOстравств0 tlаксиlвдьЕшх идOа-

лов Еазодl!ся аЕаJIптическая структур8, оогпасовавЕая с деfi-
ствпвш групш!.

В эToll ЕаправлеЕlп дIя вOвоторOг0 класса вOкOIпактЕшх пOлу-
прос!шх групп Ли до8а8апоi чrо если предс!авлопие IрупЕil з
раввочерпоfi алгебре сOдерrп! потрпвпальпOе 8Еалl!тшческ00 пOд-
продстаэпенпо (в укававЕоц зшше сшlслв), т0 ово са!i0 яэJшOт-
ся аналttтичвскпI. При дополпшт8львнх услозиях, в частностti в

предlопоrcнии коtlпаfiтцости всех орбит групш 4 , удается до-
казать аЕшитшчвOсть прOдставлепия.

I[aK п энше, укававвшо роsулъта!ш доЕуск,.I,ý форryлпровку з
IерIпЕaJ( рввошврвоfi atпрокопIаtщи. Задаsу ,) удется решить
по!са лпшъ для простеf,шего сJtучаяз G =ýL(ё) (одпородвое про-
стравство Х - едrнпsвнf, вруг в кошшекоЕоf, плоскости, С
деf,ствует на Х, как группа ковфорrннх преобрааованиfi).

Л о8альво-вшп_yкдцо .упоDядочоввшв воr торше прос т Dавстза. 0д-
ниш ив ншрвлечпfi, равэпваошýх в yKaBaHHofi области фуксцшо-
валБнOг0 аЕ8;пп8а, явtrяотся теOрия двоfiственшgх упOрядOчоввшх
воЕтOрЕшх прOстранств. В случае, когда в ка&доц иа находящпх-
ся з двоfiствовЕостлt век!орншх пространств ацоотся достаточЕо
кваltпФицшроваввшf, порядоЕr, хорOшо согласоэаЕЕшf, с двоfiствон-
нOстьD, удается болео пOлно, чеlr в общеш случаеr выяснитъ
сЕруктуру рассшатриваеtrшх просlр8нств. 9то обстоятельство об-
условлеЕо теш, что в К-дпнеаJIе естествевннш образоr. вOзвпка-
ЮТ ЕеКOТOРЫ0 ЛOfiаЛЬНO-ВШПУВЛШе ТOПOЛОГИШr ДOСТаТOqНO ТеСН0
свяваЕЕшо с порядЕоц. 9то, во-первшхr Iав навшваеlвя регупярF
ная ЕопOJIOгпя _ слtJIьпвfiшая локально-внпуклая тOпологля, согJп-
соваЕЕая с порд(ох; ц, во-вторых, - (О)-тополоtияr под ко-
торой пончlается сильнеfiшая иэ таких локальЕO-выпуклшх тополо-
гийi что сходшшOстъ по лпбоfi из них слабее (o)-cxoдltyocTп.

ВведеЕие указаЕflых тополоrий оправдано, ltапришер, теш, чт0
линеfiпдfi фJшtционал нвпрервен в регулярноfi топологии тогда и
тOльк0 тогда, ltoгда 0в рвгуляревr т.е. представиш в виде рав-
нOсти пOл08lтолъпнх длноfiвшх функцtrоналов, а критериош непрв-
ршвЕостп в (О)-уолопогилl сJtуfrпt (q/-аопрерввостъ (шли, в
традпIщOЕнOЙ терчинологии, вполпе ливеfiностъ) соответствушце-
го фуttкциовала.
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Ретулярная топологпh чоlет бштъ опilсаца д в торшЕflх сж)_
дицости. 0кавшзается,, ,чlо Эт.о сцпьЕ8Пшая uв j!окальво-вшпу8шх

!опологиfi, сходчость по коlоршrr слабее рвношервоfi сходlIос-
тu. 9то обстоятвльств0 пOавOпяOт 0тOЕд€ствпть рOгтлярцуо тOп0-
логшD с топологшоfi иЕдrктпвного прадела dаваховцх простраЕсlв,
каrдое ив котO,ршх паошбтрччно п сЕруктурЕо иаочофriо BliocBpв-
ству эсех непрершвншх Фушсцпf, ва Beкolopoll кoullaкlo. ПоOtr€д:

Eeer по-впдпшо\у, чо8е,,бштъ иополъэозаво для построеflиЕ реа-
,jивации пропзвольнOго (ар:оrшеаова) К -лп.Еsала в впде ,пDOOте .

ранстза пепрершвпчх па BBKoTo;;'-r!l топологическоI пространствЁ

,i2;;нкtцfi.
ilредtоIопшll, что /( -аивЬш Х спабган доваЙно.внпуriоt '

эопологией t, соглаЬованвоfi 
'с 

поIядсоll в Х . Пустъ,'кф
::е тогоr ишеется (-лппеал Y , котOFfi па)сод,lтоя " дв9I;
ствеЕвости с /(-лшвоалоll Х (это озна.чаеt, что крпуо У.
полошtтельннх апеllонтов э пространстве Y явJIяется поlироfi
конуса ,Х* полоirштельвых элешевтов просrрапства Х ). Еслп
двоfiственность исче,рпшэаDща по отношениD к lопологиш t' I

I.o. если каtддfi ливейншfi пепроршвuшfi в топологl,tи а фушсц1.1о-

нал ia Х поqо.r"эиц в видо скаляряого произведЁiия, _то У
иаошофво норЙлькошу подIросlравству пространсуъg Х " эоех
регуJIярпшх Фупвциовiлов па Х tr, стало бштъ, tзак ч ХЪ, яъ-
ляется ( -прострапствоI. Условпя того, чтобш дэоfiствепвостъ
цеfiшt К-линешош Х и К-пространствоtl У Ошлаtiсчер-
пываюшrеh; сOдерfiатся в анаJIог8 sоореtл,l Макки: тOпология t
дOдmпа попаддЕъ в зашкнутыfi интервал топологttf,. Нишttяя гравш-
ца этого иптервала, обовначаеlвя чареа е*(Х, Г/, является
аныlогош слабоfi топоJtогии о (х, Y) и потоцу Еаашвается
структурно слабоfi топологиеfi. Воlпшп грашппý 1c*(X,Y) шоа-
но pacclaтpnвaтb как аваJIоr тоdологии llаввп r(ХrY), в'9ffi-
ви с чен ее называпт структурпоil топологшеfi liакtсш. 0sевшдЕ0,

6 (Х,D. u * (X,Y) . .,r"' Ц,Y) зrь а, П.
Еоли обоавачитъ черсз Х" швоtество всох /а/-вепреръвшrх

линеfiншх функциовалов на Х , то, как легко пока88тъ, (О)-то-
пология в Х совпадает cYI(XrX"), а реIтлярвая тополо-
гшя в Х тоrдесlвенпа l* (Х, Х2

В случае, вогд Х так Ie, вав п У , являотся К-прост-
paвclвotlr ого фву, т.е. булеву алгебру { а) 8ошоЕоЕl
просtрввсr"а .Х , llorцto ваапчво-одвоаЕачпо отобраашть в Ф9у
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€(П прФтр8вства Y . Дм ьJого Bylвo соотвести проов!о-
ру РЕ 

"а 
*buno".H"y Е - { (Х) сопрятэшвшf, опорт ор Р! ,

л
которшfi окааЕваоtся прооЕтороц ша HoBoTopyD ЕоIпоЕовту И €
. { (0. Нетрудво повяЕь, чт0 G совпадает с д}lаъDнктЕшш

дополшониеtr tвоrества Е - , орrогон8льного коllпопешто Д
(яоно, что п ? таfftо явtrяе!ся воrrпоttепrоf,, прострашотва / ).
0бовпачая черв ? ува8аЕЕоо вшшо отобраховшо, нотрудЕо уста-
вовптъ, чт0 Се IоноtонЕо ч сохравяет дивъDвкtЕость. 0брэ
е tYфJ состоп! ша зсех тох кошповеп! проотранства / ,

которше вшоото со cвoпtt ди&ъDпкlвшI допOлнопиоI слабо зашввутш.
Иа скааанвого вштоIсаGI, что есди топодогпя ? К-прост-

ратотва Х слаdоо (О)-тополоtпli, т.€. аощ C</l!.r(X,Xo) ,
lо Y шотво раосшатриватъ вsк вOрцалъное подIрострапство К -
прострапо!ва Х". При этоll услоЕlrи упохявуIоо вшше отобрпе-
Епо ? оваашвао!ся паошофrаrоч булоэшх шгебр {И) п {U.

Спабрlш проотрапотво У сильвоf, топологпоf,. Нетрудво зп-
доть, tlтo 0па ooгJtaooвaвa с породвоч в / . Есш /'- прост-
раЕотво воех вопрорIfвЕtх лпЕоfiвнх фувкциопалов на Y , то Х
вв]Iадшваеtся в Y" , n есJIп знпоJ'IIено указаЕное внше усдовие,
то это влоIевие ЕорIаJtъво, а осли Х к Tolty re обладает иа-
Еос!ншI своВотвош полltо!шr !о Х будот lt коrпопентоf, прост-
равства Y' . в сдJчаЕ, когда спльпая топодогия t* з-Y
удовпотворяот усJtовир t*<уХ((rY), Х исчерпшваот все Y',
так что Х ока9нвавтся полурефлексиввнlt. Перечпслвпные усло-
вия будут TaKlo необхошцш дIя того, чтобш Х бшло норlаль-
пыll подlространствоч, кошповевтоfi или совпадало с y' сооr_
ветстDенн0.

Еслп /о/ -топодогпя прострапства Х ЕеотделпIаr то пршве-
денЕно вшше фаштш порестаDт бшть вервшлиr поскольку отобрге_
нпо q порестает быть в этош с,ryчае вэаsrrнс-Oднозпачншц. 0т-
сутствие ва Х достатсчЕсго колшчества (О)-нелрерЕвнчх ли-
неf,шшх функционалов естъ слодотвше_двух Ееэавис}llrýх причин,
Это, во-первшх, квалифика,пу!я оазы { (х) nr во-вторх, сте-
певь ПростаП элеtlентов пз Х . Чтобы ис8лючитъ влurtнпе по-
сIедпого фаrтор, цолесообр8впо ввOстп в рассrlоsрение полопи-
!ольнна лпввfiные /а/-вепрврцзшlо фушсциовалн, опредвленЕыs
JIgщъ на коЕусе Х* , в0 прпЕшвпшща, Boa!{oтtto, !t ёескDЕе,lнl;е
значбншя, 0днак0 так, чт0 дтя iсаждOгo таког0 фJккtиона;а ci...
з(lttjlпIrocTb элешеЕtOв, на кOтOIшх 0в кOнечен, яRляетпя фlý:,_,t_
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шентоц в Xt. Шноtество X"r зсех такого рода Функlшоналов
оказшвается иаошофltшll кOпусу пOлOаителБпшх алOшеЕтOв цаксп-
шальвого рсшuрвния Z HeKoTopofi кошпоЕевтш Хо пространст-
за Х . При aToll ва базе {а")=|(Zсуществует локаJIьво-

:iонечная uера /- , вигде, кроше нуля! не обрапвпщвяся в вуль,
такая, sто /(а)=t-уrfu (- . Х* ), гдв под ,д пониtrаотся
эдешенl!, соOтветотвующиfi в yкaвaвHotr выше сrrшсле функцtOнапу

У . Дпa"о"*тпое дополвоние Е коцпоненты z(" обларет теш

своitствош, что всякufi /а/ -непрервныft линеiныfi полошtтольпшt

фунtсциовал (хотя бы ш с бесконечншttи ввачошияши) обращаотся
па Е э вупь. Частичпо ато rro&oт объясняться тец, чт0 баэа
этоfi кошпонантш чреашерно обширпа дtя тогсr чтобы на неfi шо;-
но бнло определить хоть какуD-нибудь пеЕуловуп ;rокаJIъно-копеч-
вуD шеру. Еслп это деfiствительно так, то отсутствив (о)- не-
прершвпшх линвfiвнх Фувкционалов па б слеryет рассштршвать
как недостаток Ее простравства Е , а пространства R всех
вещостввнвцх чисел, которое обладаот слпшкоц пшалыцll числоц

элечевlов. В эточ случаоi по-видшоrrуr целосообразно рассшат-
риватБ llФупкционаlшl| со аначенияllи в HeKoTopoll доста!очно
богатош элбшенташи К -прострнстве И , t.е. линоfiпые опе-

раторш иэ Х в 7,1- .

Вопрос о сJществOвании достаточного количества регулярвых
ФJнкционалов решается значительпо прOцеr пOскOлБкJ при этоrr
ll0шп0 0граничиться л}lшь рассlroтрепием так наэшваеuых анOрхаJIь_
вых фун:сционалов, дизъюнктнцх rrшоrестэу Х О . Если Х реали-
зOвать как норшальпое подIространство прострsнства C-(Q) ,
т0 каfiдошу такошу фувкционалу соOтветствует регулярЕая боро-
левская ilерs на а r сосредоточенgая Еа некоторох нигдо не-
плотноll Ено]Еестве и, следовательноr в составо zy нет функ-
цийr сбрацающихся в бескOнечность на такоrд шЕопестве. Поэтоllу
если упошинавilаяся выше коuпонента z пространства ,{ от-
лична 0т нуляi то на неfi будет достаточное кOличество регуляr
ных функционалов в том и толъко тош случае, когдд uноsестао
!|пиковыхtl точек коuпакта а достаточно редко.

Сред других резулБтатOв, относящихся к упорядоченншri век-
тOрныlt прOстранстваl!i oтtrетиш услOвия существования дифферен_
циала у субаддитиэного отобрпения одного упорядочепного век-
тOрнOг0 прсстранства в другOе такOг0 пе типа.

Заслупивают внишания начавшиеся недавно исследовапия п0 п0-
лугруппаш операторов ts даннош ( -простраЕстве.
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Тоория Шоке. Развитпе теOрии Шоке для упOрядOчевЕых век-
Topiiш:: прOстранств начаJIось в сашое последнее врешя. Эта тео-

ршя }rsучает отпошения псрядка, шаводичце BarlyKJIшrrи фувкцияши Е

вопJсе полош{тельнЕх бэровских шер. }lннru словаши, речь идот
о типичнOц объекте тоорп}r вектOрных прOстравств с двуuя кOпу-
саши. dолее тогоr аадача о строенпи упорядочвнности Шоке- клю-
чоэоfi пункт при aпaJIиBe вариациOнннх заддч, решения кOтOршх

выпуклш.
Теория Шоке оппсшвает шаiссицалънше фуЕкIlионаJlш. Подобttая

вонструкция - llаксиtrальвшfi оператор - т}tпичнзfi объект ааддч о

пробншх функцлtях в теории аппроксицацииr о геоIЕтрии босконоч-
нOцерных сфер, о пOроrдениш упOрядOчевнЕх прOстранств и r.п.

К настоящешlt вреuени накопилосъ великое цно*ество рзнооб-
равншх обобщениfi и !додпФикаций теории щоке. I1оэтошу rелатольв0
иrlеть единую точку зренияr которая объясняла бн все эти раз-
зетвления тоории. llошно указать и другпе Iотивн в пOльзу по-
строения общеfi теории Шоке (напришер, rелание понять, что сде-
дует понишать под'lсишплексошl', как интерпретшровать задачу

Дирихле дJIя иэllорихых функчиfi, что собой представпяшт ков€чно-
поропдепные пространства и т.д. ).

В свое врешя Шоке поставил задачу об описании "аксиоltа-
тики|l llаксимцльных мер. Это рвносильно требованию дать ха-

рактер}rстику uаl,сиlrальнýх полоrш4тельншх форч на кOинициалъных
верхних решетках в f,-лшнеалах. Следует отметить, что упоltя-
нутая вадач8 IJoK,: дOJtгое вреlrя остаsалась незачеченноii, веро-
ятн0, пOтOллу, чт0 в ег0 схеце oIсутствOваJIo главнOе - граница
Шоке. fенерльное сосбрапенше, позволяющее строитЕ, удовлетво-
рительную тоориюl з-.1:лючается в Toll, что граница iiloKe - это
объект, внешниfi по 0тношенuю к исхOдношу прOстранстБу с двуця
ковусаllи, реалиауеllыИrкак коllпонента некоторOго К -простран-
ства, Rли, 0олео общоr элешент полной булево!i цrtгебрil, кOтOрая

испольауется дпя характеристики максичальных операторов. lIедо-
0татOк честа не пOзвOляет деталън0 0станOвrlться на эвристичес-
ких сообрrсеяпях. 0днако один содерхсiтеJlьный пришер (в своеfi
осЕOве принадле)ffаtllий, по-видлшошу, lJloi;e) следlет привест}1.

Пустъ Q - топологическое кJ,rпактноg пространств0, +
конус ограниченнЕх пOдуfiепрершвных свер)ry фунJtций на а п

[Рв] - К-ливеал рзностеf, такпх функltиil. 0чевидно, что ко-
нус Рб является с}прешаJIьвыш генератОроll простр8нстэа'/РбJ
оЕносителъно К -пространства в (Q всех ограничaнншх на
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4 фувкшrl. В ошrсле 3рво ato овЕач8вt, tl!о,гDавшцв Шоке по-
Еуса Рs , рассrаlрlЕаоIая в Ва) , 0сtь восъ воцrаrт 4.
g другоИ стороЕшr Ta8ts в очовпдвоI сrшсло, 'Рб - rа8сшцапБ-
ttшo полOIи?опьЕшо форlш суть роryпярйше бороrовсвrо цоЁ. Та-
киш обраоr, грацпца Шокв, повllасIая как а 1 во Есс0! _Ci-_
ществввпоtr лвФоЁаrцп о таfilх Iорах. Если ro рвалпаозаtъ [Pg|
в впде плотЕого подJ!шЕоалs просцвпстsа ввпрершэвж Фувсцдfi
tа воIпав!о F@), !0 Еов8я грвцrцв воцоа Ps (в кааосrчес-
кош сшlслвt) yro п8 соЕпадол а р@) (папрrшер, полоIу, чт0
соср€доточоЕвшо ва грsнпцв ropш чаrопчальяч). Прп алоr все

рогудярпше шорш обрацдптся в Еуль Еа коIпак!ах llпа {rs r Е0

задеваDщiх граЕшIIу Шоке в Р rc) .
Ашалшэ прхвадеЕного прпчвра (а ,atзtо ll другшо сообрrввчя)

прtlводит к оововпоf, коtшута!пвшоf, шаграlшо (которя осlъ пр0-
сто ст8ндартпая дхагр8чча подъоча):

Н.Х То. Z
ьт т

3десъ Х - упорядоtlоввое "r*rопrоrrоросlраЕс!во; 
l/ - копус

вХ; Zп У-векоторе К-прострltства; Тп Ъ-
поJrопительпне опвраторш. 0портор 7 паэшвается 7о - шксш-
шалъвшц (следовало бч добавитъ Потвоситодъпо коцуса Н n ),
если cyloнlte ТТ" rraкculaJlbнo в ToI сцшсIо, чtо полопllоль-
ныf, оператор Т', X-Y, шшр!руDщFfi ТТ. па Н , соэла-
дает с Т Ъ . (В лалъваПшЕц всогдд продпопагаоtся, чtо упоря-
дOченше прOстрqнств _ рOгупярЕ00, т.е. чт0 ваtrдOе рассчаtрu-
ваешое простраЕсlво находrся в каЕопIчоскоfi двof,cTBeнBocTtt с
проотранствоI paaнocтofi полOшrтодьЕшх фOр). В aToi оптуащIl
су ще ствование lлк.OпчалъЕшх 0поратOров равнOсилъЕ0 успOвиD

Н*Х*=х ( х'- полоtоtтодьЕшf, ковуо в Х и чорlа- ваllш-
.: .!:.1:f 9 какоft-лпбо тOподог}tll, согпасоваЕвоf, с двоtrствешностьп).

lрсек,гороч Шоке вавшзаgтся тоtIЕая вврхвяя грsнпца (в було-
i,a:,. lJ,гебре проокторов э пространстве Z ) шшоrаства f,,-rraк-
::.:.]-JiъIlых пробкторов. Этот проектор обозвачапт Рыrrт1 . Кош-
пэrlент.ч аъ7U 1r,rли, бшее подроСпо, Сlъ(Н,Т,l l 

-'"iiЙunn
:tск;:онзптоfi Шоко (ялп граппцеfi Шово). Прооктор Шоке Т-*"-

a
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сишален, т.е. слуrит наибOль[шш элешOвтOц в liвOrecTB0 всех
7о -rаксиltальпнх проекторов. 0каэнваотсяl определеЕная та-

киш обраоч граница Шоке о:ватшвает всо встречавшиеся наш

копструкции и содврпателъЕа в общеш спучае. Приведеш посколь-
ко фавтов, пOдтвортддDщпх пOФедшее вшсказшвание.

Пусть Кqъ - оdшвя часть ядер всех 4 -шаксичальншх 0по-
paтopoBr опредоленпшх ва Z , со значепияши в произвOльннх
l(-проствнстэах. Диаъювктпое дополноЕио llноаеOтва Кеъ соз-
падаот с гранпцеil Шоко Сh(П). Если конус l/- коlдttициалов
s Х или осли П-Х l ,то суаенпе лrcбого f, -шакси-
цальшого оператора па Ф(Т)ОgноршаJIъно.

Пустъ конус Н копницпалеп в zY и представляот собой
верхншD решетку. Есди полоrO{толънне Форшы на Z вполве линеf;-
Hшr то оператор 7 Оудr, f,-шаксиrrальншц в Toll ш только тоll
случае, Kotrв ТРq(т)d = О .

В теории illoKe для операторов получен ряд результатов о де-
к0llпO3ицииr 0 IлилOвских прOектOрах, сичплексах, 0 вышOтании
и 0 других кOпструкциях теOриш Rнтегральпшх представлепиf, коч-
пактов. Впрочеш, до полноfi ясности в aтoll круге вопросов еце
далекоrи ато 0ткрывает перспеI(тивы далънеfiшеfi работы.

ТеоDия под_чгDупп эндошофиэrrов. IIолугруппы эндомOФизшов
бапахова простраttства - представления аддитивной полугруппш
R* неотрицатвдьных целых чисел - были и 0стаются предlrетоlr

llнOгочисленннх иссJIедовапиfi. Начало твOр}iи, по-видиllоliу, вос-
ходит к пOявленliю ь 1936 г. рбот Хилле, в которых былп рс-
сlдотрны некоторые сп9цишlьные псл:IгрJfiпы. Oсновноft эопрос
теории попугрупп - прп каких JслOлиях данвыИ 0ператOр явjIяет_
ся проивводяlцхц опеtrвтороtl некотOрой пOлугрJппы (т.е. явJшет-
ся ее сильной проиэзсдаоfi в нуле). ',3 L%2 году эtст tsOпрос

быд окончательно рещен дlrl полугрjпп класса 4о , сильно не-
прерывных на R* (тоореша Хилле - Иосида - lJиядtр - Филлип-
са). Поадttее бьши докаваны теоречы пороlJдения и да других
классOв пOлугрJпп.

В 60-х годах теOрия полугрупп сJщественпо обобшвотся в

двух раэличншх направлениях. С одноfi стOропы, Шварц и Иосида,
rзучпв равпостеповво вепрерЕввцо полуrруппн класса Со,
распрOстранили эту теOрию на случай лскальнO_вшпJклых прOст-
ранств; с лругоfl - Ш.-Л.JIионс в свяаи с абстрактной аадачеИ
.lсзи (з сuысле сбсбщеi;...лх .i;ункций ) азел ::эii;iтиэ тiолугрJппij-
гаспределения, т. . L (х) -ааа,illэti сооценнOii {:Ji{кции Т

l25



(адесь L (х) - алгобра эндоttофиэrов бавахоэа прострапства
Х ), обладающеit полугрупповшч свойствоу T(er У) --ТВ),Т(У)

длл любшх финптнчх бесконечно дпференцпруешнх фушtщеft ? иу с носштеля}rи, деаащиши з R*- (q*-1 .
Наконоц, в 1970 голу У8пдшIа Еолуtllл веобхошчво п

достаточпые условия, обоспечшварцде продолfiиltосlь пOлугруппш
опсраторов до полугруппш обобщенноfi функцшш.

Изученше поJryгруm эпдошофизцов локаJIьнO-выпуклOгo прOст-

ранства пOкавал0, чт0 шх естественfio расситршватъ KaJc пред-
стаtsлепия алгебр (относителъно свертки) обобщенпшх функциf, с
носитеJшчи в R* . Так, попугруппш класса С" сJть пред-
стазлевия алгебры Д* шер Радопа с коцпаfiтЕЕll}l восштеляIи,

располошенныll}t на полоп4тельноfi полуоои; алгебр И1 спаб-
ftается при этоu слабой топологиеfi. Раввостепевно пеtrрерцвЕце
подугруппы - ато представления алгебрш /* суlшируешх ва

lQ* Еункциfi . Полугруппы-распределения Jцовса сутъ прелOтав-
ления алгебрý Jr* (бесконечно диферопцируоцшх Еа R* фупк-
цй с коllпактпцtrи носитеаяши). __f

Уточншш скааанноо вuше. IIустъ Jl,д - алгебр обобщенпшх

фувпщrR с Еосиlеляrrи в R* (со стандртноt опораl$еfi сворткп
и топологиЕfi). Локалъно-выпJклуп апебру Й будеч павшать
gлгеброfi обобцоttннх Ф.чвкtшй, если Й есtъ подалгобра шге6-
pg Jt; , содерIащая в качестве плотпого Iнойества подалге6-
W И+. IIолопиtt

й",t{. П l 4с4tr /. R*} .

Эволюционныll поедставленшец алгебры П в локальпо-внпук-
лое прострапстзо Х н8знвается вепрершвttшf, гочошофшэч Т
алгебры (Z в алгебру LИ , удовлотворяпщиfi условияI:

I) лношество Т(п-) х фундаllонталъно в Х ;

2) если Т(а*)q-tоJ , то ,а-О .

Суrcнио отобрпения Та. , {_7171а t / . й- ) на под-
алгебру tу,й /? C-(R*) допускает шФфвровц}tроваЕпо в обоб-
щеЕноц сIшсле. 0пределпu пDоиэводящtfi опеDатоD А представ-
лонпя Т с поtlощьр спешlDщегс соотношения:

(Тq)'lg = ТА а l*, ,

лде .*+- П*П C-(R*) . 0портор Д лиЕоевr аацапутr пOqtш
всDлу 0прOдален.



Пропвэодящrfi опертор авOлDциOЕнOгo представлевия - 0снOв-
вая ого хараt(теристика. Данншfi оператор / шоlет пороf,дать Ее

более одного прдставления Г алгебрш й . прп этоу А п Т
связаЕы сOотЕOшенияши :

Т(-/) = АТG) * /(о)I,дтG),п/)д (х)

для всех /. Ь .

Повятше авOлюцпонного предстазления естест8еЕныц oбpaaolt
обо6Oвет понятпе полугруппш апдоllофившов. Продставление 7
0предедяеt ЕекотOрую пOлугруппу в тOц п тOлък0 тOш случае,
кO!да

Т = Ц L(|"lr,L"a)),
гдо И, , [|? М* lшр/>е} , а € о8начабт слабуп топо-
логuD в L(il. При этоll свяаь шеIду полугруппоft и представ-
леflиеч вшрамется следlпщиш обрзош:

ТG) =Таё) (t е R*) ,

< T(/),r,.z'> = / (. rc) r,r' r) ( /. (/л, Ио,,zё N).

Тепорь выясниI, в каfiих торllинах форlулировать условия,
которше следует нало8,1тъ па опоратор ,4 , чтобш оЕ пороIддJI
представление Tolt или иноiД алгебры - полугруппу того или Ево-
г0 класса.

В случае бапахова пространстза теOрецш пороцдрЕия даDrся Е
виде ограничениfl па рост степепеfi реаольвонтЕ оператора А
0днако в случае локальЕо-вшпуклого проотраЕства прOивводящпfi
0ператOр представления, если сOOветстзуDlцая ецу пOлугруппа
не IввнOстепенн0 вOпрершвваr ка8 прав8д0, не и!деет резOлъвен-
тн ни з одноfi точке кошплексноfi плоскOuтш. Причина этого за-
ключа8тся в то!д, чт0 прOстраяство эндоIофиэшов пенOрцшруецо-
г0 лOкалБнO-вшпуклOг0 прOстрапства, спабшевпое любоfi тополо-
гиеfi ограниченноfi cJ(oдrrocтll, пе явJIяется r?-локально вш-
пуклоfi алгоброfi. Пвтерпретацля полугрупш вак эвоIDционвого
представления поаволяет глубrе поuять прrrчиЕу укаааЕпоIо
явленuя.

Двf,ствдтелъно, есл!r е-'1'О€ g дш всех ,lеП".{zеС,RqrOJ
чтс, п0 сущOству, сOOтвO!ствуOЕ слуqаD раэЕOстепOвв0 вепре_
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рывной полугруппы, то из (ri) дJIя опораторов R(|)=T(r-tO)
будеш ишетъ

Ж а) = АRа), I, AR(t), R 0|)А,

т.е. Rа) = Ra)A) (!.П").
в случае, *о"* 

"-lr'Ъ- 
lt , поступиtl следlюцl4ll обра8оrl.

Возъшец нокоторыfi И -мулътпплiлкатср 2 (ато оаначаот, что

h е C-(R,), hrd- / , ч h,йе й7 и полошtш R(h,l)*
= T(he-k'). тэгда

' (il - Д l R(l",l) = I *Т(Ь' е-2О).

Еслtл ,,Y - банахово прOстранствOr то, учитываяi чtо_lttр|7'сft+
прtд достаточно болъших Re,?. , получаец l7 (h'е-lЧl , /
Сталс быть, при указанных -l определен опертор

R(l, h)[ t -T(b,"-ln2r-l

являющиfiсяr как легко видеть, резольвептоfi опертор А в

точgе -Z
9 случае лOкалънO-выпJклог0 пространства состзетствующиf,

0ператор, как празило, необртшrr, в свяви с чец классический

резольвентншй аппарат здесь непрпчениI. Ilоэтошу опертоp /
чы характериэуеl, с пOýоцью так называешой резолъвентноfi по-
следозаlельнссти. Эт0 последовательностъ (R) сиIъно ана-
литических отобршениЁ Rn' П. * L (Х) таких, чтс

I) А RLа). RпG/А (,Z в П");

2) сечеitrство {glo(1I-Д)Rn@-I) 1,ZеП, ) опера-

торOв ,з l Ц1 - пOлl!нO!iио.,IБного роста прп |,l|- n .

Рассшотрич представпение Т l|з пространства

ftirt(x)= ь ц/(Jt:,Lа),
- пространствс фувкциf, на R* непрершвпо диферен-

n{ р" и с поситедячl4 в проrcqтке [OrnъJ.
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Пустъ А - мпе'лtпнfi, зашкЕутшfi почтд всDду определенньiл:

операlор в секвенlцально полшоt| борнологическ0ll пространстве
Х . Тсгдв слsдуDщпе утворfi,девия 9квЕвалентнш:

i ) А - проиаводящпп оператор аволDlцонвого предстцвJlг:нич
алгебрш Jf*;

2) А - проиаводящшИ оперsтор полугруппы - распределснttя
Лпонса;

3) А ишеет реаольвевтную поспедоваЕольltостъ (Rп) .:..ii:, ,

что отобршенпя Rr" поJlиноlrиалъвогo рос!а.
В случае банахова пространства аttвива:lентность услоБиti с)

п Э) составJtяет содерIание теорешн JIионса-Шазарева.
Свявъ шепдt ЕепрершвпшIи на R* полугруппали и предста:}-

ленияrlи алгебрш М, устанавл}rваотся аналоглtчннш оdраэом.
0кавшваются равносlrлъншllи следlпщше у слов}lя :

I ) оператор ,4 пороfiддет эволпциOнное продсlавление а;-
гебры Д* ;

2; оо.рrор ,4 пOрOf,дает попугруппу fiласса Со i ,.
зi оператоi .r4 ишеот резOлъвептпуD последоватопrrо.r"lRrr)

TaKyDi lT0 ддя капдOго П сешеfiство эндошофившов

{ф-k!*'rrl } (л..п.,I- о,у,2, ..)

IввнOстепенп0 непрершвн0.

. УЧИТШВаЯ, uro Ъ-'''' . Д* , теореrу пороfдения дIя алгео[.н
L* rпошно сфорliулировать в терш}rнах обычноfi резольвенты. Uпе-

ратор z4 порошдает эволпцпонное предотавлоние алгебр" !* :l

T0ll и тOлъко тоlr случае, когдд суlцоствует резольвента ROZrA)
ця J. /]о и cerroilcTBo операторов

{rK"s. Rа,д))4} (.t.п", l=/,2,...)
равнOстепенп0 пепр8ршвн0.

Для представления 7 , KoTopolly соответствует полугруппа
T(t) =-Г(4), ваЕншlд являеlся поведевпе этоf, полугруппш пр:,

f +а / 1суrrмируеIосtъ, сход}rчость по Аболп п по Чезаро, но-
прорывЕостъ). liетод резолъвештвоfi последовательпOстч окаэн-
вается дOстатOчно силъншll, чтобш окончательно решитБ }i эти
вOпрOсш.

Рассrrотриш, шапример, класс l полугруппr сшльно сyцllицi-
ешшх в пуле и iпIеDщих проиавOдяliц{fi оператор. 0поратор А : ,,--
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poltцe! полугруппу 7 класса Д в тоц и tолько Tolt случае,
аогдв оЕ tlшоет ре8ольвовтнуD послодова!олъностъ (Ro) TaKyDi
что дlя ваrдоf, вепрершвшоfi полунорtlш р шоIпо укавать нопре-
рШвЕУD фушсцшр !, : R*x Х* R* , обладапщуп своfiствацtл:

l) .|е (t, о) : 0 (t е ft+1,
2) функцля r"(,r.z) сушпруеш в_ Еуле дIя каIдого а.-Х ;
5) дrя 

"оох 
а еХ r,lеП., l= 0ll,2r...,

а
P(R^(t)a) " /"-" t, (t|z)dt.

прп этоlr p1(t)q)< чСр(t,z)(z.Х i te В+ 1.

iIрпводеч ощо Tвoporry пороIдевия дJIя клаGсов Иr поду-
групп с попроршвпшttх в пуло чеЕаровсвиIч срвдвuцп порядда { .

flля прооrотш будеш предtолага!ъ, что .Х - бавахово простравстsо.
Полугруппа класса Z прпЕадлоIшт KJraccy Щ 1. тогда п

tолЕко !0гддr вогла прш певоторшх QeR п М ёR* внпоJIпя-
0rся веравевств0

l7'g*Ц / pi(l*al,A)l< 
'Т-!',,/ Иnfa (-+/ -i) ! - -- )' ''ц ь,m.l

для всех .l с R' i, |fu = OrI,2, . . .

Другоfi ваrпшf, вопрос теоршr эвош)циоItЕшх представлепиi -
ч8учопхо регуJIярвостп Еа R' 1шепрощвностъ, гшдкостъr аflа-
Лш!шчЕОО!ь, /3 -гипOаЕаЛпlшчНOСТЬ И т.п.).

Предсtавлв-впе Т( будец наэшватъ С -полугруппоt ( 2 -по-
лугр;ппоf,), если T4l - счльно вепрершэЕоо (cooTBelcTBeBBo
дrфоревцируешое) Еа R+ отобраrввпе. 0пертор / пороlд-
о! с -полугруппу !огда l топьfiо тогIдr вогда у вего есть ре-
золъвовтпая посIедоваtеIьЕосlъ (R) таюц ч!о ддя Ео8оtорого
патуральвого чпсла lГ оrобр,reнпя Rr" определопш Еа областях

До,r=Р..С l !J*rl" ир(#Rеl.), Re,Z<oJ u п.

дl, всiвого е < (0,У) п, вроrе того, сешоtство опоDаторов

{(t - tltý Ro{sl} (.z . /1n,o )
раввOоlOпOвв0 ЕопрOрьтвп0.
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Для 2 -полугруппц еоотвотствуDщпв доЕустпчцо области суть

A(d,{l. а l tJпtl>цч(-а Re,l), pgt< oJ u п"

и сешеf,ство опоtвторов

t(l- lrD-n Rп(lI (z.116111

прu шекотороц ва!уральвоу ,Г равЕостопевЕо вепрорзlо.
Рассшотрпш ощо кпасо поwгрупп Т , аЕалиlпчосtсuх на свк-

торе, т.е. !а8их полугрупп, дJlя 8оторшх Фуцвцшя ТЦ) про-
допашца до слабо аналиttческоil в секrоре,1a=tf, l ta?.I/.a,
,J* oJ ца eQ, t) 1.

Препtолоrшш, что оператор А порtддо, 2 -полугруппу
(сш. вншо). Пуоть, вpolo tого, рIя бе (Сrа) вацдоо Ro ол-
рOдOлOв0 на сOктOре

ýо_, ={r. С l 1a,tg,l 1. { " а-€ } .

Еслш при этош сецеf,сlво опеFторов

{(l* llt)-/R"(f)} Q. Jo-o)

равпостопенно нопрершво, ю А пороIдаот aнаllтxqecKyD Iи
секторе f о полугруппу.

При пекоторых допоJIнltтольнцх предIолоlоЕпях iкa8aвErlo io-
ловия TaKfie и необходшшш.

Аппарат роаолъвевтншх посJtодозательвостоfi прпшеЕrч п для
исследоваппя сопряIенншх представловш!. Рассцотрпц 8ласс Е
полугрупп / , ишепщах пролlsводяцпi оператор, у которого су-
ществует р8олъвептная посIедовaтоJlьЕосrь (почтп всо иавост-
вне классн полугрупп явIяDтся под(Iассаltш аласса Е.;. вслш
полугруппа 7 класса Е вепроршвва в Еуле на Ю(А) r t0
будоtl пшсатъ Т. CBl . М поJIугруппш Г rласса Е полошц

х*= ,!*- [тft)J*юд*, т *, t *Т(t)*lх-.

То.гда Т* ,оr" полугруппа класс8 f в прострнсtве х' и

д'- А п Xt х X,n будет ев пропзводяlцдц оператороrl. Если
Те С111 (Х), то и Г+е СG, (Х' . flptt этоr еоли сецеf,ст-
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r0 i,пе5нторов t-lR. d)} (l. R* ) 1эавностепенно непрерв-
Hor то Х'= ЮД*

Последшиfi резудьтат бшл полJrчев 0rддlпсоr (для аIу_
чая баlахова простраЕсЕва *=О ). Повдвео Еоrаrcу
распрOстрапи'1 е0 на случаR равнOстепенЕ0 непр€рыввых пOJIугрупп
класса Со в локаrtьно-вшпуклоll прострнстве.

iJH не упочяшули 0 таких вOпрOсах теOрии эвOлюциOнпшх пред-
ставлениii, как связь с абстрактноf, аадачеfi Kotttn (в различнýх
ее постаttовках), трсттеровская проблеша сходхt|остl'l пOслелова-
телъностш представлениf, дднпоfi алгебрн, вOпрос воаtлущениfi про-
изв3;шщего оператора. Но эти вопросЕ, как и другие, затронутые
Bblixe, исследOваны даJIOкo еще пе пOлнOстъю.

Поступила ч род.-trзд. 0!д.
15. Ш. 1974 г.


