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Последние десятилетия характеризуются резкиtл расlчирепиеш
крJга прпложениfi шатешатики. Матешати,rеское шоделирование, в

частности, стало основой исследованl|я многочисленных проблеrt

управления в эконошике, механикеr биологиtл и некOтOрых других
естественных и общественных науках, чт0 привел0 к cyulecTBen-
ной перестройке шIlогих шаучных ваправлений. В свою очеродь
новые кOнкретные эадач}r стиlrJлирOвали раавитше ряда шатеша-
тических дисциплин. Преrде tsсего это стнOсится к llнOгOчпслен-
ныш новш}t направленияшi сзяванншt{ с исследOваншеш и рзработ-
KOi эфективных !iетOдOв решения различЕых классOв экстреuаль-
ннх задач. Экстрешушн в этllх задачах, как правилOr дOстигаDт-
ся в гранич}tых тOчках сOOтветстtsуtOщих llHOшecTB, и пOтOlду

fiлассические )reTOlц аваJIиза к ниll ЕеЕршIевшUш. iJ испольауе-
шых метOдах 0прOделяюllýIр рOль пграют выпуклые цнO]fiества и вн-
пуклые функчии. iJ свяаи с этиlt сOOтветствуюiцие рцзделы в п0-
следпее зре!пя получили большое разtsитие. В конечнош счете это
пDивело к выделению в р8шках ,i|ункциOнальнOг0 анализа спецп-
аjiьнOгo разделаr пOлучившегOнаишенOвание вшпу кл 0г 0

ltнализа.
lастэящи;i сбзср пэсвящен исследованияч по выпуклоllу анали-

з:; i! теориа экстi)ел.lаjiыrых ,,аддч, выполненныш в !iнституте ма-
тэматикtд СС Aii СССР coтpy,iнt.Kamlt шатешатико-экономичвсксго
этделенl:я (liЭO) и вшделиiil;j9гэся из ilего в 1970 году стдела
э:.;i.Jклог0 аналиаа. bT:l исолэ;эванияi естественн0, в9лись па-
рir;,iл€льнэ с работами в друтих fiаучных центрцх нашеil стрн; ,,
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за рубеtош. 0днако пOслодt}t€r вtsиду 0граничевнOсти pa}loк и на_

правлоЕности об3Oра, здесь н0 ЕахOдят oтраilения,

ý I. Вшпуклше t[BoIecTBa п вшпукпне функttилt

Теореrш отдоляrостш, являDтся основЕыti инструшентOш иссле-
дOзашия вшукдых экстреrrальннх аадач в веществеЕных вектOрпшх

пространствах ковечноfi и беоковочноfi раачерности. С пошощьп

этих теOреш устанавливаDтсяr в частнOсти, рззличные пр}tанаки

aкcтpeliyria. ilешлу теш классичOские результатш адесь част0 0ка-
аЦВаDТСЯ ЕеДOСТаТOЧНШUИ, ТаК It8K ВСIРt:,, ""l, ]Я ВЫПУКЛЫе ШН0-

жества не зсегдд являются телесЕыми, или , пактныllи. Кроше

тOгOi классиtIескOе разделение шнOпес,Iз не Jегда тарантирует
отсутствио обчшх точок у этих liнorecтB, чт0 ва[Ес при устаЕOв-
леЕии достатOчннх призЕакOв экстрешуша.

Раэвитше геOшетр!!чески0 tleтOддr 0пирающиеся на изучение
граневЕх строениfi выпуклых lrноfiестз, позвOлили пOлучить ис-
черпывающше результатш относительн0 отделишости лшбого коЕеч-
ного сешоfiства вЕпуклых многOгранникOвr а такпе ряд результа-
тов по отдеJlrпшости нетелесннх выпуклых шношеств [50]. 0дниш
uз рввультатOв указаннOг0 типа яtsляетсяr Еапришер, дOказатель-
ств0 зашквутости в силънейшеfi J:Iокально-выпуклоlt топологии зы-
пукпOго шношества УУ , удовлетворяющего условияш: (а) пере-
сочение Д с любой пряшой вашкпJто; (б) швошество Nl' со-
дерfiиЕ счётное пOдшношество И' такое, что дIя люОого ,z- /u'/

точка r/*t(з-.u/ при некоторых у.М' чt>С принадlешптД.
Интересно отшетитъ, что развитшfl геометрический аппарат ис-

пOльэует лишь небольш08 числ0 cBOiicEB BeKTOpHIJx или аффинпых

ПРOСТРеНСТВ И, СЛеДOВаТеJiЬНС, СOOТВеТСТВУПЩ!|е ДOКаЗаТеl]ЬСТВ8
проходят в пространствах более сбщеЙ прироIд. Таковыши являк)т-
ся изученяые в [+В], [эl], [ЭЭ] о с е в ы е п р о с т -
pai{ с тва, fiOтOршев случае кOнечltOй рзшерЕOсти сOв-
падаlоt с непрернвЁыtiп геомвтрияllи пOряд(а. Теороша 0 реализу-
ешOсти таких прOстрапств в афФшнншх пространствах позвOлила
вскрыть внутреннюп прирOдl выпукJIшх llflOtеств, а тцкше начOтить
нOвшfi пOд(од Е основанпяш геошетрии.

Еваэrвшшлше ЙУВВЦlП. 0пределённая на выпукJlош lrнoxecтBe
G воществеЕнозначпая фувкцuя / навшвается к в а в ш -

в нпу к л оfi , если при любых,z., ус б п f,-. (4/)
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ишеет rrecт0 неравенств0

/(lr) +1/-,Z)y)< m,аа.{/(а), /(Й , (l)
причеш оно является строгиц, когда /(z) + /rP . Функlц,lя

{,G*R, очввидно, в Tolt и !ольttо тоц случае явлfiется ква-
зивыпуклой, если (а) лебеговш llнoIocтBa {а.е G, /(z) < cJ
выпуклШ при всех С. R ; (б) каrдшfi локальпшfi шнишуш ФуЕк_
uпп | на вшпуклоц ltноаостве lrlc G являеlся глобальннц цивш-
liyuotl { на lul . Блаюмря эtшll своfiстваш tiдассш W (G) ква.-
зивыпуклшх функltиli iJ теOрuш эвстроIальttlгх задач игрsDт столь
ае ваrЕуD роль, qrо и более увкuе кJIассч V rc) вшпу8лшх

функций.
Ещё в дзадцатне г0,!щ Блшшбергош, Серпинскшll ш OcTpoBcBиll

был шзучен вопрос о сOотноlдонt{и шешдr кдассоч V(Ю выпуклых

Фуrrвциfi ш класOоl, V'(R) qужlщfi, удовлетворяDlцих ослабленно-
}ly условию зшпJклости (дtя сореашн отроаков). При эlох окаэа-
лOсь, tITo llHoпecTBo YlR) V(R) непустоо, по состOиI лl,tшь

из 0чеllь пJiохих функцltй, каiдая из которшх не огрпичена и ве
изшериша Еп на какоч IHoIecTBe е с R полоfiIа?апьшой шерн.

аналогичЕшft вопрос дlя 8ваэивнпуклшх фуttкциfi, определенншх
ва произвольноц откршточ внпуклоч шногестве.4 , был изучен
в ["]. riартива здесь окаааласъ более тонпоfi, но в основпоч то-
го fiе пJlана. Напрпшер, W'(OIW(R)* ё , но для каrдой фJвк-
ции / из этOго llпоаества существует сG) в (-"+ -l такое,
что (а) функпия .((а) = rпаа.l{z)с(/)} является кваэчвыпук-
лоi{; . (б) чноrес тъо 7 Q): {i. R, /k)< с(/)} выпукло, по фувк-
ция { Ее изriорпrrа нй на какош мнош€стве е сg(/)полоцrтелъ-
ноfi rrеры, причеш супре"уш / па е равен е(Р . При этоlt
для функщfi /-V'(ЮrV(R) иt{ееш: сQ)=+ю , ?(P=R .

Зашетич теперъ, что ФшгурируDlцше в экстречалънЁх задачах
функции /,G* R , как правило, сущрственнш лишь с точаостьD
до определяешшх t{чи предпорядtов на uпоЕестве G . Ввид это-
го функции /,G*R п f,G* k считаются аквизаJlентными,
есrи опредолflецше ш}r продпOрядtи 4 f п < ч, совпаilаDт, т.е.
|(=t,o./ , ме LL - некоторая sозрасташчвя функltдя, опредs-

ленная на llнoxocтBe звачони!i функlци / . Классы W(G) ква-
зивыпуклых функчиfi, очOв}tдвol явJщDтся васшщенныt{и, п0 введеЕ-
ноцу отношеншю эквивалентност!r, а бодоо у8кшо классы V(G)
выпуклых функций таковыllлt не яэш!птся. ПoaTolly насшщенпя V(G)
последних сOдершатся в W(G) i но эти llнolecтBa Ео совrвддют.
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В свяаtt с этиш еф в конц0 сOрOкOвшх гOдOв ашOрl,lttанскиli шате_

l!атuttоI Фенхелеш бшtа поставлева проблвша oпttсанtlя квааившпук-
лых функtщfi, эквивалентных некоторыш эыпуклшш функцияш. }ieKo-

торше продварптельвшо ревультатш были усташовленш сациtt Фен](е-

леI и рядош его последователеfi. 0двако окончательное решешие
проблешы получено лиlIБ в недавней рОоте [S5] .

Строго вшпувдно предпорядtсп. в общеu слуqао квааивыпуклые

функции на выпуliлol, lrпOfiEcTBe [l0гут дOстигать минишуlв не 9
еJ{хвстIlэппой точltо. 0днако если при мбнх а+ у п ^l-e 

(Q1)
в (I) пмеет }iecтo строгое веравевство, то функчия { на дю-
бош вrrпуклош rrнoшecтBe достигаот шинпчуца ве болоо чоч в 0д-
ной точке. Такие функчии павывают с т р о г о к в а а и-
в ш пу клцllш. Это определенио беа швшенениfiперен0-
сится на случаfi отобрженшй выпуклог0 tдноtестIJа G в произ-
вольпоо лшнеfiво-упорядочевное шношестзо Р . '[акие отобрше-
нияппороfrддешше ишп предорядси на 4 называют с т ро-
г 0 в ы п у к л ш х п (точнее бнло бш именOtsать их стро-
г0 взааившпуклшши

Построенная в
ввOлuла, в частttостлt, дOкаэать ЕекотOре предIOаения 0 схOди-
шOсIи шинишалБных элешентов в одноiД шкалt строгiлх Hopl. Через
еlР) обоаначиli элешонть: вшпуклOг0 ,**"уrо"Ь 

"rоо.rr" 
И;R\

ira коrорьж достигаются llинишуlrы норм lZlr-(Ёl*rt')Ь
при р€ (,/r+о-). 0каэнвается, что эти эле!iентн при р t 4 схо-
дятся, причёш пк:дельныfi элешент а"е /ul является 

"r"пччпьнычпа И в некотOрош сIрOго выпуклош предпорядке, котордfi не rro-
жет быть задан с пOliоцью обычной квазившпуклоГл .!уttкциtл. Этот
прсдпOрядOк пOрOшдается стрOг0 выпJклыli отобршением

)

[;2] теория строго вшпJклцх предпOряltкOв по-

{сО=(Ё ,*tl; Ё,.,l &,. /z,/)

ts лексикографически упOрядоченпOе ,?" ..;uno., еслt4 М. Ro-
вtлпуклшli }iногограннl|к, то элемеятLт а(Р при р*+ф Tal(ile
сходятся к некоторошJ ZО"еИ , который лБляется liинина;iьнuli
на И в шeкoтoport другоlil стрOго вшпуклOlд предпорядке. lla
прOизвOJIъное вып:;клое заикнутOе ýHcmecтBc И пос.це:ний ре-
аJльтат tic переносится.

ltнаJl0l,.i.i]lij0 иссJ,]едOьчн;lя дlя стрOгих llаIрич}tых it)piJ прс-
ведсны в [:i] .
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коrусш вшл_чклщ фувкцшf, ш вцrrуклrш шноrеств. tsшпуклше

iунltции, определённыо Еа одноl| и тош [е выпуклоI цно[естве б r
обраупт выпуклнfi конус в простравство всох вощоствеЕнознач-
ных функциl,t на G . Вшпуклне llноIоства ltошfiо такае складдваЕъ
(напришер, по llишковскошу) и yrrнoпaтb на полоша тельнне числа.
i{ексторые классш вшпукJшх чноIеств с укаэанныши операцшяши llo-
гут бштъ реализовавы в вшде выпукJIых конусов в соответствупщих
вектOрннх прOстранствах.

в некоторых экстрешальннх ваддчах пскошшч объоктош является
выпуклая функция t{ли выпуклое шноffество. Таковш, наприuер,
э$стремальные эадачп теории вшпукпых пOверхностеfi, а такше за-
дачи аппроксишащ{и вшпуклыхи функцияlди. Лри установлении при3-
накOв решенпя Taк}ix эадач ваrн0 зЕать l!нOпеств0 пOлOrительнЕх

функчионалов отЕосительно введенншх выше конусов выпуклшх функ-
циfi ш зыпуклшх llпotecтB. Естественннil яэшк дlя описания этих
функционалов был предtоrен 0.Г.РешетЕякоlt (дtя случая вшпJкJIшх
поверхностеfi) и Jlючисош (шя пепрерывных выпуклых Функций).
При этоll уч}tтывалось, чт0 конус вшпуклнх функциfi в и8вестн0ll
счшсле пороfiддется болео уакиtl конусоr аф!пнных функциfi. По-
добнш}r обравош устроон такIе конус выпуклых rlнOшеств. i(аrдшfi

пслошительнцfi функчионал относитопъно конуса внпуклых функчиfi
илп выпуклшх uHOlecTB явJшетсяr естественн0, пOло]rительны}l
такtе относителъно указанншх болео уэких конусов. 0братное ут-
вер8дение справодиво лиlць в тр!lвиальвых случаях. )rapkTep
обртноfi связR дJIя некоторшх классов вшпуклых фуш(цш!i и линей-
ншх функционалOв пзучен в совшестноfi рботе fiартъе, Фелла и

liefie, а такпе в работах Дпндшеса, i(арлппа и др. Oбщиfi по&хOд

к анализу обратных свяэеfi нацечен u [26] . 0кончатольншй ре-
эультат форчулируется дIя шноfiества Z*(X,D линейных попо-
,rительных 0ператоров, действуюцпх иэ К -динеа.llа Х в неко-
торое К -прострнство У

Пусть ХО - Е-я степень Х и д: з:*(zо...r7,) -
диагональное в:оfiение Х в ХП. Д,lя каfiдOго элешента
h = (h r, hе,. . ., h.)пэ ХО череэ д* (h) обозшачиrr супрешу}l

алешентOв tъп, |.",..., |ъп в Х . Iвдео, раабиениеu опе-
ратор, ý е 4|(Х, У/ назовём опе,ратOр S - X,*(Xn, Y) та-
кой, что ý= ýд ! и поло8цо ý -.Sд* .

0казываетса, чт0, какOвы бit нл .1;;.liи спзраIOры S о, 7 ,,a

t(,XrY) li Kgfiyc-if . Х", дu-l.i jic9i: h r: /! n$?rl: }!е.т0
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'v v,
вераiевQтва jrt = ТЬ ." тоI д ToJtbEo Tou случЫе},осrш ,лщя
катдогр раабиения 7 ,опортЬр Г наfiдется iвgбп€Еие ý опе-

раIора. { такое.',{тО дя э8вх hЬ Н. спфведlивш Еераванстsа
ýlъ > Th.
,- 

'r, 
-"Cuara, оо.лa*hх Hepape.BcтBi s0' oix 

'" 
родr. случаев.

lдоryl,фФо8тtлвво п9dвертЬоя о поцоцэD llоtоФв линейного про-
г!вш{рован!rя.. , . 

:

Д9та,пэн9ltу иаучониD вопроса о супрйльЕоI порIдвнип вш-
пукJlшх ковусов и .подIространстз болое узкиllи конусацtl ша.осв0-
Ёв ilдоil рOйстзепвости tlи{ковского пOсвящепа обворная статьа

t34 (сш. такпе [zэ] , [эе] ,{эо] ;.,
Субдgвеfiвце опервтопш. ЭбOвя те.орля сублинейншх оператороi,r

деilсiвуrщшr в полуулорядо{еВцше ( -прострнства, была по-
строева JI.В.Канiоровиqеlr еф Ъ довоqнпце годJ. С почощьр ьтой
тOOрrи JдалOсьi в частнOстиr решиЕь ряд проблеш линеfiвого фувк-
циоЕального аналиаа и метрпчеqкоit .теорши Функциil.

В связш с нOэшtлl прилоfiеЁиJlliи, свЕзаilныши главныц абраош с
иауqевиеш акOЕоtIлlчвскоfi Днашшitиr,вовшикiа необходиlдостi в

рассЙотревии более шпррки* классов сублпнойншх опеiвторOв, дей_
ствукllцшх Jsе не в (-простраrtстЬаr' а в (-линеалш огрпи-
чеЕяшх алQчевтов. 0свовной ъопрOс теораи таких 0пераIOровr,свя-
заншrД с цх продставичосЪьп в виде поточочных супрешJшов нек0-
topшx сошоfiсfв пиflоИнtsх операlOров, Ее шоfrвт уше решатьсj _ с
поtlоцъD ЬператЪрного варшанта теорешш Jhна-Бапа:а. В t54]-[36]
иоследовавrе сублинойпъD( оператороз; действуDOlлх в архчшедовш

К-ляшеалш ограtll,tчевнЁх элёшентоз, дровOдится на оскове не-
коlорого обобцвншя теореttц И.li.Гелфанда об.общеш зиде линеfi-
нhх операторOв, доЦствуD|llдх в такие прострцнства, и теореш8
l[айкла о Еепрершввшх соп9шторах шЕогозначншх отобра,еенйfi. Это
позвOJшлo поOтрOить дOстатOчso 00дерааlельнуп теориD ука8аflпцх
оперторов и,подучить ряд прt{лошевиfir в частЕостх, свяэанных с
некOЕOрIш уroчflеппяшu призвакOв существOвания ЕепрерцЕЕшх се-
лектOрOв.

ý 2. Вшпуклве экстроlвльЕне аадачи

пrвоfiшоо п вшtувлое ппограrrшповавrе. В отлgtчuе от классш_
ческIх акстрецадьЕшх ,и в8рлациOввцх, ааддч в lатешатическ0ll
прOграrширOванrп рOчь шде! 0 цаксиIшваIlliп llлп lllнцl!ш8аIsд
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ФунrФtовадов ва aaIBHy tшx llвoloclвax тополOгпчосвrх вовторЕЕх
простравсlв (вовочвоfi ддr бесковочно! равшерпоотп). Прш атоr
эксlрачуIш в о!rх ваддчах, 8а8 правш0, дOстlгаll!ся в гранхtl-
Ешх lочвах. Вэплу этого точкп акс!реl1уш адOсъ, вообще гOвOря,
ве являDтся врнlхqесвпItr двI8 в сдучао дфореЕlщруеIOстш с0-
отвотствупцRх lуввцдоЕапов.

Сущвствеввше !рудвостп воаЕпаапт ylo в аадачах лпвейноr,о
прOграшпрOваЕпя, сOстOящlх в lвксдllчааIцп пJIп чпЕlчI8ацхI дu-
воftпоfi Фунвцхи на lдЕоIосlве решовrfi ковечвой cltcтot|ц ливеfiшrх
ЕеразеЕств. IIринцшпиалъно вовшi подход в уставовленпD призва-
ков решаflшя т8ких.аадч бцл преддоtен Л.В.Шавторовшчец в до-
воеввоft рOоте [6] . Точки акстреlryша харакrcрцвовалtlсъ адесь
с поuощъD липеfimrх фушttlиовалов в сOотве!ствупщЕш фвовоч про-
стравстве. Раавuтие атого пощода flа случай вшпуклых задвч в
бесковечшоltорЕшх вокторвшх простраЕствах содоршlтся в [?]. 0

связях атоfi работш с получоЕноfi поэдвее копечноllервоfi тоOр-
шоfi Куна-Таккер ош. tI9].

Детадивацип общеfi теорпх и числеЕвшх шотодов дJIя коЕкретвшх
эадач посвящеЕш работы Pol, EtJ , [rЭ] , [ts] (сll. таrrc [В], гпе
ишеется ссшJIка ва веопублпковапнуD в то зреlrя раOоту tlЭl ).

Укававное паправлопае попучило далъвеfiшеЬ раввити8 в иссло-
дованиях сотрудвиков llЭ0, свяаанных с раарботкоfi эфоtстlrвншх
числеЕпшх trетOдOв ддя решеншя спЕIрiаJIьЕцх кдассOв задач лш-
неfiного и велинеfiпOго програчхшрования (сч. соответстзующуD
cTaтbn настOящего сборника).

В [22], [ZЭ] п [+Э] подучеЕш Ее8оторше ослабления условиfi
классическоfi теореш,l Куна-Таккер.

1шеD-

щиеся пOдхOrlш к уставOвлевиD признакOЕ реIления задач шатешати-
ческOr0 прOграшчирOвавия цOlн0 усJOвнo рвбить ва ре группн.
Первая Itз эlих групп базируется ва различннх вариаЕтах
прпЕципа двойс тве Епос тu. Втораяис-
хOдtтиз общэго при вципа во э}, оаншх (или

допустишнх) Е а п р а в л е н и fi . Для вшпукдшх вадач с
шференцtiруешши фувкuпяши эти подходl в прlrвIцпе эквиваJlевт-
рш. Что касается вшпукJIшх задач с 99диференцшруешыши функця-
яltиi !0 0вш, 8ак празил0, исследуптся с поцOщьп прпвцппа рой-
ственности. В своп очередь, )аракторЕстпка покаJIьЕнх экстреIу_
шOв в ,,овшIIукдшх задачах с днференцпруецшшп функцияши уста-
ЕавлшЕ l9тGя обшчно с пошощъD приЕципа воэшоеных напрвлениfi.
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Просrо&шпfi ЕархаЕ! прrвцдпа роlсrвоЕвостп, связавшшfi с

раа0I0lрOЕlоI гоOцбlрIчосвоf, 9адачп о KpafiBef, lочке пераоечо-
Едя осп с вцlIу8дцI IвоDоIЕоI, Еадочев еШ; в [С] . 0н сшстеrв-
!пчес8п пспOлъ8OЕапся aatol в IссдедOЕаЕпях п0 лпвоf,воrу l
велuвеfiвоцу прогFшЕровавпD, а laвto пра IsучоЕIх аадач ваl-
IуqЕого прпблиrевrя. Другая прос!еiЕsя cxalв polclEoвBoclr
бшла paccrolpoпa в довооЕвоl рабою l.Г.fiрf,ва в сЕя8l с 8а-
даqаш lоорпl цошеЕtоЕ. 9tа схеrц до спt пор f,GполБвуо!ся прI
хsучовхш рssJIхчнцх валАч ваIIучшого прпблпIовпя, 8 lакtа Е6_
в0!0рдх другхх экс!роlвльнЕI sадач !оорrп фупшrufi.

Болоо общдя гоочотрlqоская схэlв дЕоiсlвоЕЕосзu бшrа прод-
llоIопа в [+Z] (аш. Taкro [49], [50] ). В этоf, схоrrо в вачосlЕо
ocнoBнof, раосlвтрпвао!с8 аадача 0 кpafiEofi lочко зацовдоЕrя
убшвашцего сецеfiства цвOIЕсlв с во8оlоршц фпrсчроваввшr шво_
IBcTBoll, 8 в Iс8чос!во двоf,ствешвоfi - эадача с!рогого оlдоде-
Ехя оl у8ававвого фпвспроваввого ццоreсtва эoвlrolвo большего
чшсла чЕоlоств свrеf,стэа. ПрхJtоIоншя аяоft схош базируптся
Еа равлпчЕшх тOOрGцах 0!делпшOстп, вклDчая упOшшIr8вшlеся вшше

lеореш об отдедччостl вотелесвЕх вgпуtс:Iнх llвorocтB.
Прпвшп вовцоrвцх ваправлешпf, сuстецатпческш шспольвозаJIся

в рботах tЦ,[5], Ра], [+Э] , посвяценЕшх пвучовиD равлпчншх
вшукJIнх п вевшпуlслýх aкcтpollaJlbEнx эадач.

. jhя вшясвения обцпх
аакOпоIорпOстеfi в тох хдп пвшх коЕочношерпшх llододях опт!rrи_
заIщш 08авшваOlся пOпO8вшц шауч8Еrе пOпрершввьЕ аваJIOгOв со_
oтветствуDцltх эвстрещдьвшх аадач. Это прпзодз часто tc восъ-
ч8 слоlншц боскопечшOшервьaш задачац, пссдвдовавце которщх тро_
бу0l раsвптlя теI пдп двцх рsадедOв Фушttцовадьвого анаJIиаа.
)hрвтерпшll прпIерош та8ого родв Iolot спJlшть рsссIо!рввЕая
в [s] (сч. такrc [9],Pz],[tB]) в s д а ч а о п о р о -
ч е щ е в п и ш а с с ш на цOтршческOш кOцпавтеr пред_
отавJипIвя па себя бесковечношврвшfi аналог обшчвоi тр8вспорт-
воfi ааддsч.

Пусть 8 - сецеfiство борелевс8uх l|Boleclв коIпаа!а Q о

шетрuвой z(ary), а Чl п ?, - конечвшо шоотршItslоIъЕшо
6 -аддптиввце rrерш ва В , ко!орцо шв!ерпротцруD!ся вsr

ишеюцееся п требуешоо распредепенпя Iассш па а Если прп
ЭТОШ ?l(Q) ='r, , то каlчlая d-алцrrтпввая по своиI ар_
ItуиеЕташ фунвцпя Y , В х В* R+, удовлетворяDщдя условиD
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Р (у) ;!! i а; p,l y (de, d2).

0каьш'аетсяr чrо доllустпrrъifi пшв ,порвOаок явлв9тся опtш-
цальпшц (практоривуётся ttиншчыIьвшчr sа!раmцч 1с(0 )_в
Totl и только тош спуmоi 9слп ваfiдется Функщя u, Q* .R
такая, ч!о

tl.Q) - u (а) < z (а, у/, -. Q, ?. Q,.

пРиЧеШ В,ЭТОШ НеРаВеЕОlвО ДОСТИГаQ!СЕ РQвеНСТВОi ОСЛti

?(ez,ey) > О для любцт oKpecTBocTei €е ц е* точев а п ? .

ИвтереЬшо. 9тцетить, .что это! роsулътат пOэвOпяот,в. носвOль-
ко .rроf'р8аааIБ ёпразёдlивосIъ павостЕоil гшпотеэш Цояlа, в

то врей' кав ,классшческое доказаtельство аtого (Екта, даЕное
Аппелеш, аапццаот окодо дву]сcот сlраЕиц.

Резулlтаlш псследовsния некоторшх другпх 0ескOЕечнФaернвх
аналогов воflкретfiшх чодедеf, оптпцпаащlп оtраЕенн в [+Э], [SO].
0тrrетпш, в частности, что бесконечношервшfi.аналог класспческоfi
Teopellн о'шаксишаJrьнош потоке п шпвиlвльнOч разрезе потребова:l
иэучения некоторых кл8ссов неаддптпвпшх фунrсциf, rrHoшecTB [Ь+].

Вашпшfi класс бесковеqпоlrерншх aкcтpeшaJlbltнx задач, 0ЕязаIl-
пых с вшпукJtшIи поверхностяцtr, IвссшотроЕ в [ZZ],[2S], [3I].
Теоротическпо ревультатш, о которх шпа речь в пepBoll парагра-
фе, позволttлп улошtть указаЕвшо аадачи в обчцуп схечу rдатешати-
ческOг0 прOграшцшрOвавия I пOлучllть прпнципиальн00 решеши0
ЕекOтOршх 8лассов !акпх задач прш валшчши большоr,о чисJIа до-
пOлнитеjlьЕшх огравпчевиfi, в то врешя Kah в влассичесfiих иссле-
дOваниях обнчно огранпqшвалисъ рsссшотрениеш экстрешаIьншх за-
дач с одяшll пли дуllя ограниченtiяшп. 0собо oтMeтirll работу Р0}
в котороfi вtsпуклше шЕо8ества рассшатршваDтся в линеftноfi струк-
туро, предлоцевноfi Ъпяшке.

Интереснше резульrатв полученш такtе в тоории нашлучдшх
прпблшгевпfi. Напришер, 

" [46] бшло показано, что каков бш ни
бшл кошпавт d , шноrестiо рчrеншfi аадачш вапJtучшего приоли-
.Isнtrя ЭлоttоЕташи а-черного пOдространстэа Р с C(q1 Nп
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лDбоfi Фуurщу- { е CQ) шео! Фвiо!lвость, ве болцgп чеJ z ,
Е lol r тоды(о Tol случае, iоп" оrдra z*Z лlвеiво-ввэави-
сrtдlх aJtoueвToв пв Р пчэп! вэ болев п-а- l обцrх ворвеВ.
Это повволпло ЕЁесlDt попяiпе чвбшшавсвого рпrз, получпDшее Е

дgлвпеf,шеr рrд Bamli прплоrешиil. Нешоторе другrв роsJль!а_lш
в обдастш врпФгtrrовrfi oтIlaroшr в послодЕоf, гшзе раОотш [SZ] .

УсlавовлеЕяче в [ZО], [Zll общде теореш 0 харФсtорltс!шке
штраФвьв Фушtщfi поавоJIхлlt Еачошlь ивтероспвl iодrод 8 раs-
работве афектшвшх rcтодов рошеЕrя рlя покоrоршх ваIвшх кпао-
сов задач ша!еIатшчоокоil фпэпкв.

llодепr эвовоrrqш,воl шЕашrr. просrел.шя д[ЕаIпчоск8я цо_

дедь Ф,пкltшовшровавtlя стаlцошарвоЁ эrовоItisп sаддёrсfl с по-
rroцED latc ваэшваеrоf, прош'зводсзвввво[ фуввцrrш, показшвапчр[,
какпе видд прOлу8цлш п в 8a8ltx IсOдхчOOтвах, I0IB0 поцуtlиrь прш

ааданвшх аатратах. llатещтшqоскх пропаволOтвбввая Функlця вш-

раIаотся с пOшоцlD точечно-цшо!ество8пого отобраrечrя, сопо-
стаЕ:IяDшФго ваrдоfi точке внцушJIого коцуса (трвтуешоf, 8а8 шrlо-
пцпося potrtpcш) Еекотороо вцпуlsлое под.нохостЕо этого Iе во-
нуса (:вршторпаJrDцео цшоrcотво Boвrrolшцx вшJсtсов пролувцttп ).
Прш этоrr пв содорIатопьвшх сообраrевнl слеýо!, чlо укаванвое
о тобрленш е у довJtотворяо! уодовхD вогцутосlп.

Тавиш обраэоIr ападпа длваIшчосвих llоделеt сводлтся в ко-
нечЕOч счOrе к изучOшпD сoOIЕOтствуDщдх DшIIу8лцх 0пераюров.
Для такпх оп8раторов еотоствоЕншr обрааоч опредепяошя поЕя-
тпе собственпшх qпсел, которЕо тоспо свявавн с вовIоrвшцх
т е шпаllп р 0с та шодедируешоfi эконошпческоfi сшсте-
шы. Вви4у атого, особое эначевие прпобротает проб;tеча 0ппса-
ния спсктра соOтвотствуDцIIх операторов. fuя ваfrного класса
динаIпческих llоделеfi эта вадач8 попностБю решева.

Наряду с рассllотренпоfi эаддчеfi классшческог0 плапа при иву-
чонпи д,lltаlдических llоделеfi возникаDт !аrхе специфпческие про-
блешы. Ваппейшеfi проблошоfi такого рода является выделонио и
описание рлаличнж клаосOв тректорпfi, оптишалъных в точ или
иноtл ошнсле. СодершательЕо эти траокториl,t 0твечапт наиболее
fi елате.т ьныll путяш развития акOн0llиlси.

Liсследование yKaaaнHllx классов тректоршfi ведется пс д!уil
ааправлолlияш. 0дно шэ этих напрвлениfi непосредствеЕно свяаа-
но с идеяшя дзоltственности дlя аадач липеfiного програшширOза-
"ai пOзвOляшЕlиlrи 0характерпзOзать 0птимальные решения на



яашке оФьективно обусловJlенньц оцепо8. В атош пдане в Еаотоя-
щее вреrrя пOлученш уtе 0кOЕчатOльнше реаультатш _ ! е о р е -
шш 0 характе рпс 8шке. 0каэшваоtся, чтош
здOсь кахсдая oптишаJIъная траOктOрия при не 0чOвь 0гравичитель-
пнх прешlOлOfiеЕиях ]саравтерпзуется пекотороfi длнаrrическсй си-
стецоft объектпвно обуслозлевншх оцеЕок.

Второе направлеЕие свявано с ивучевиеч асшцптоЕшческого по-
воденшя оптпшаJrьных тректорпfi. В этош напрsвловии полученн

раанообраанне результа,тш о блпэости оптишальншс траекториfi к
равновесныш (неfiшановскшш грвяш). Соответствующпе предлоше-
нияпринятOнааыватъ lе0 р0 шашп 0 шагис т-
р а л и . Ilарялу с теорrtаши о lвгпстрадш в слабой и силь-
ной формах, устапавлпвающпх бдшвость оптиlвльншх тректориfi к
lt.:йuановскиш граняrr, получеtв теорешш о иагистрали в силънеfi-
-,r:i форше. IIринципиаltьное о!личлtе пOследних теOреш 0т преддду-
ц!{х сOстоит в т0ll, tlтo в вuх устаЕавливаDтся услOвия, пр!l к0-
Tcp}lx 0сновная часть оптишальвоfi траевтории целпкош ;tеfiпт в
:tcitlaHoBcKofi грнлt.

ч,начитOльЕЕii вклад в развштпе описанноfi тешатики ввесен
сотрудникши лlэ0 (сш., напришер, [rz], [i+] , [2'*J, [25], F?],
рэ], P,t,] , [чэ] ). Некоторне принIsпшальuво Jопросы бtши здесь
ýI;ервыс псст}lвленш, а другяе пOлуqили окOнчателънOе решепие.
t:To oTHocaTcli. ts частности, к общеfi стоишостнOfi характеристи-
ке оптииа;;ънi,4 flrfl$fitQpufi r к теорецач о tlагистрапш в силь-
неtiшей форше. Лвтальноllу uзлOаевиD укаваннцх, роаулъпатOз по-
свяцеЕа оdзорная статш [+О], а такfiе квига Г4I].
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