
I9?3i. 0птпllш8Ацшя вшшовI0(2?)--

у.ш 519.8

. рдзнсшАпш ндпрАв,tЕfuа пАttсшOрЕйllЕгo сшсшА
в минимАfiсншх зцАчдх с0 свfзАнIlfliл{ 0грАIlичЕншяшш

Е.Ф &f,Toв, В.Ф.Дешявов

ФrкцIп вЕца

q (Х) = 
T.%i,f 

(Х, Y) ,

- шВОЕ€СtЕО, 38вХОяЦее Оl Хa En ,I3!rчаrlОЬ*. G(Ш.Е"
в [т - о] .

IlycTb

G(Xl=tYeErlhl(X,Y)a0 Vlе J.}r (I)

гле J= [{'NJ , руr"чr, f . hj, яп9ррво ддфереч}-
руемч по обеlм перечеввч,/ фупtцшш Пj tЛ.Y I вчпувлц по I
прп лDоош ФпксЕрваввош Л , ,

llредпоrоfшlr, qто Iдя. , G(f,).л""ч*Еею условве .иеПrера,
т.е. суцествует To,rBa Yое G(X) ,авая, ttтo

h;(X,%)<0 V;е J. (а)

jo



tlltc'b 
R tXl= {Y. б Ш)l 

' 

(N,И = У(Х)} .
Доryот!ч|..чво J(X,U DогЕrls по У : в овреоtвосll цФt€_.
olEs Н.Щ) .догла, вав поваз,аво в [2,9J , лля !ого ч!оOu Е

tоше л € Еп Фушцl, 9(лJ доопгаIа сЕоеЕо шшr.аlъЕою
9ваtIеЕIя, веоOIодsФ. чrоОс

_цl .9ut_ qup__ 
" t#]',0-(#,d)ro, (з)

l|1.1 YgS1 Vс Г8',g,YJ ''

Гl9 
Г(х;g,yl.{V.г"I (#,n4-(P, 9) (0,

Vj е 0 (X,Yl},

, а(Х,Y) ={j,Jlh; (х,$=0}.

Точrа Х', уlоr."rэод,япrая (9), вазDlаlоt оtацrовgрЕо!
,iotlsol Фвrцrr 9l^' . Дrя фФrтп!воIэ ЁaloflQllt с!ацIоЕаp.
Ец ,очеI вtIо ,lGrD lшгоIяrь Фаtчо ч.оtl в (3) шя tDoom
Х- En. t

Еаш rФшп. в (Э) о!рпца?е!ев, то вев!ор 9 ,в" Boropol
0а дроrпгае!ся, яЕ!яе!оя Еапраэдеппеш ЕаIсЕовеfi€гo оryсва
Фчвrчrr 9 эточве Х . ВlехпосдедуеrсяsаllчаЕttоц9-
пш вапIlаЕtевlя ваIоворlшего оЕусва. Б

Paccrrolpnr случаl, iогд. ,n,o"b"r-..fl.(X) coololt Iз юЕоч-
воrc_ чlqш logeB_. обозпаqш ,I' ,.р, 1l1} . Поrоrц;
R=tilYle fffi11 . тогдr lIеGш заIачr: Е а l l r

fil т:;, [oi,g) t iy,pt, 
(Ai, i)lg iы зeql, (n)

гле

,I



Т, tP Ч Г(х,9,y1)=[VеЕ,l(В1;,V).(сц,9)< 0 vj"iJ,

А,=Ч+Ц, Di=#,Btj.ry,
cu,ff), ji={jeJlh; (х,y1)- 0}, y,сR/il,

}t(9) = ,р; tШrl.l).: i:|,,[|i,!)J
Ввачаде пOв8lеш. что rФ [Дi,Vl копечен.

{(X,Yi)=,moT l (X,Yl
Yc 0(r)

v.Tiu)
Деlсlвrтелъво, посвоrьвJr rTO

ло веоOхолllrоl{' rсловlD шaBcrrayмa

(Аi,v)ЁrЧР, v)(0 сs>

Iдя эсех V' Г, (Yt) , лгЕ9 Г, (Yi) _ ЕоFiо доtrусlшлй
. ЕsщlавJ!ешI rrBorecTBb б r)( 1 f, qrвоrвовапо)в 

"очве 
Yi

l. В.

п(Yr)={V.Е.ot(у, У)< о yj" 
1,}

Шз уолоЕпя Спеf,тера (а) r пэ oBof,cTB ввпувлш, Фуmцпf, ддя

j. J ' 0> hд (X,Yo) = hj(X,Yt* Шo-Yi))>hi(X.Y,lt

, (W, y,-yJ 
= (!hJР, %-y,)
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!епер ясво. чtо п9I !рсlаrочво ootrbпoш |> 0 бrдеr

rлl, чl0 l0 [е.

(ВU , лm -Yi)) ( - (Сц,9), j. J, (6)

!опустrr, что SUP (Ai 
, V.) Ёе яшяе!оя вовеtпш.

!оIтд оrчео.r"п oo11l,,l3""n*".or, { V} та8ая, ч!о

Vlс е Ti (9) , (Ai, Vп) т-+ са .

дrr W* =Ц. л (Ч-Y) *..
[Ai,'Wr<)Ё * ф. (?)

С дrгоr с!орош, Ilя Doel j - Ji 19 (6) l oпI)eleleвпt
Ть (ф оуIе?

(Вц, lil..) = (Д#J', w,.) =

= rBij, У.) * л{Biii%-Yi) < 0,

!.€. W.. Г,(Ч) .Ео If,я tи} вшоrвей (?), чtо пвь
швореш, (5). Шоветв9сtь поваэава.

teEeBb 19 rcоречц раgDешrФOrI 9ад8ч дtЕс!воп0 програlЕ_
рэsЕlя эцlэдае.ц чю э!о! оуЕIЕцrU дроrrrаеrot, l.е.сзце_
оlDrеl Vt С li (9) . ,atroe, .tгo

' (Ai,Vi) = ýup (Дi,V)
v.7.ql

эз

ьь



.'}iЪfi":Ё;н:::* рассуfдеЕIяur чоrво поааэать, что Фувкцiя

Рассмотрпш !еперь более подроно задstlу разнсrавпя

SUP (Ai,V) 
.

Ус т;191

Еflе уrе докsзаво. что супреlryu дOGшг9е?ся.
Для уIооства шздо[еЕхя шпдевс L BpeleHHo опуст!rr.
иrrееч сдедуDщуL задачу: Н а f; т п

rА, у)m0[
",цi)

Е Пl3афrвсшруем проl9вольво" 9о-
Цус!ь

(А ,Уо) = mol (A,V),
гд,е v' Tq,)

T(9J, {Vеtml 
(В;, V).(C;, 9o)d 0 Y;eJ}

пз веобхоллцчх_ условпf; маRсп}rуrrа зак[Dчаем, что суцествУэт
подlrпопеотво J (9о) хвдевсЕого мFоаества J " попоtптешнше
ксаDфхцЕевтк €(j ,акпе, ч?о

(s)

,Iпвейшо,яезавпсtчч х

;е J(9i)

ll9ol1.1.

tlycTb Vо'И'Va , гIе И прпвеtrлеIrЕ дIЕеrЕоч, rю-

frec'By, ватяву!оry Еа векторш {Bilj.J(Or)} с а V2 _ еrэ

ортогоЕадьвому Еопоf,вевхD, l.e. .( Bi, V.)'0 ддя Eoel

li""lt ,rg,l вевlор В; преIсrаэш| топе Е вsде

, А =r*;Bi,
прпqеш векторв 'Бi}. Зrgrl

[В;, %)t (С;,9о),0 д}tя

34



a

в,,Bj-в;
"о* 

(В; , В*).0 л,,"

Дя век?оре Vg tшеем

(А,Ц )= ,TqT (Д,V),- v.тl(c'

K"J/9o)
(А 

, И) = ('А, Ч),

(В;,Ч). (С;, f,). rB;,V,1 .(С;, 
9о),0 VlеJфо),

( В;, Ч)- (С;,9,) 
= 

(Bl't Bi, И t Vr) , (С;, 
flo),

=(Вj,V)t(Вi,V,)- (С;, 0о)< 0 V;.JфJ

За}Етхlr. что ва освоваппп (8)

где

g.

Тl (9о) , {V" Е" l (Bi,V)* (с;,9о)< 0 VleJ(9.[

Рассшотрхп, задачу.: В а ft т п

mqт (A,V) (9)
VcTeQ)

ITe ,I.(0) . 
{Vе Е, l (В;, V)*0;, 

9).< 0 V;" Jф.}

в опrу (Е) rюпво утвеlпдаtь. что решенхе сшс!€чц

(B;,V)* (Cj,9).0, Vj. Jrg,) (ю)

яв!яе!ся ревеЕIеч зад8чш (9). Решевпе сIс!ешч (lO) rцеu в
впlе
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u 'Ё,*, U, Ul ,

пrсrь J (р) = [ t, sJ , ý( m

поIсrаэrяя (тr) в (ro) , поIrчаеu

в

*p,(Br,Bj)t(C1,9).0 Ч. [r,s]. (Iql

Ihсвоrъrу :"е"rов" Bj , j a П'S] , шве!во-вGзевIоrlв, ,о
clcler.a (lz) пrвел еIlвсrвеЕЕос pereвIc

p g 
ф,, .. ., рs ) = - В-'С'9 , (rэ)

где

. (Br,Bn

(ш)

(D)

В, , В. )(Вr, ц 1

С= (С,,С.,..

Лпбое цlугое ре!епе оrоrечш (ТО) чоrел бшtь щlевсtаэIевовDIце V=V'*V'',
тте" V' еоrъ вевrор пэ (rD (п pi удрэлелворярЪ (l9) , а

v цпва!деrх! 0рюювльЕош lрпо!вешD t.вOlес!ва Еевrорэ

{Вiljё[l,sJ 
g;(r,l},

(.r+)

)с s

эб

ъ
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посксtrьку вектор А пrее? эпд (ь), то вевтор VО Ее

мrяе! Еа зн8чевпе скалярЕого пршэведешя п по!оlrу

mqа (Д, V) . (Д,V') . (A,-Býuc,g)=
у с Tr(9)

: - ((вВ"с')'А,9),
где

В = (В,,...', В5). (16)

так кав Тф} С Т. (9),

то moI rД, V) -< .лот.(А,V), (F, 
9),v.пi, '"l -' 

vбтr(Ф

оо" F=_ВУСl-Д . зiu.rоч, *rо Г= F(9.)

Dсстанавлпвая теперь спуцепннй равее rндекс. L l пoJty-
чч}l

}е (9)( gхr (6,, 
8) 

ф ? [g,0.), (г/)

гIе

G" Gi(gJ , Di*Fi(OJ, F1(9о) =- (BiBi сiй, .

зде." Bi , Bi , Cr опр.деляDтоя по Форlryлш (rs), (тэ)
с учетом ишекоа L .'

'IcBo, 
чrо 6; 

_ 
о, 9 8е 8авхоrт.

Поатоlry шз (I7) шмееu

mtп Ш (9) <

llll.{ ТЖ 
rg,,9) {'R(9о)=

,FБ)

(ш)= miп
t9ll з i

mtп
0tlзt

2, (9, go) . ?, (9,,9о).

3?



Нс rлнпмакс в (IS) моrпlо найтf,. }tсш ?rg0 < 0) , tO

,t:Т ']:r (6;, 9) =_|lz il ,

"о. 
llZ|| =дiпllZ]l , L=L1'9.)9',o{Otli.R}.

аеЬ

IIрп этоl, поско,lьку ll 7 ll * 0 . ,о

fr:T ТЗI 
(G,,9) = т9I 

(6,, 0), q=,Й

ясно, что Э. i (9.)

Еолп пе ?rФ> 0

где t(|o) _ рsддус
вlIисаЕа в мll0гограllЕхв

, !о 2(9о) 
. т(9о),

uакспшальноf, сферш, юторsя lro[e, 0Еть
L (g,)

Иэ пзлоЕеЕного вцпе вuтевает слешDщшй метод последова _
те,пьншх пршбдпlенхf; лдя шншlf,зщrп Н(9) .

Фкспру€м проrэюJЕDвое 9о . Кав внше, нsходхм все вевто_
рц l,i(gJ . шаIошш ?(9.1= hQl,go),
lIрп атом есrх 

7r (9r,9o) ( 2,(9о,9о1 . то в спду (П)

НФ,)( ]t(9,) , поо 
|, (0о,9о)= Н(9Ы.

Шсходя пз 9r , даIее посlупаф. авалогrчво (с
l.i($r) " т.д. ).

вслп 16 о*азsrось 7Qi,9o)= h (9о,Oо)

,рошu веЕторч

, то пр_
tecc прекрацается.

Продолпая д,а'tее авалогlчво, сrропU lюсtrедрваrеrьвость

воЕечrуD Iлп нет l tgr} tавуD, *, JOф.r)< }0ф.).

к сстаtrешD, пеrъ9я уlверIда!ь, что предельвая !оч8а

последоваlельЕостl tg*} есть lочва. lrпBlщ,.a Оrввчпr }0($)

t
,8

1



HaMHoiecTBe t9lШеШ,{}
Это мотет проuэоf,тп по двум прпqпнsм. [репде всею, мо[ет

окаэаться, qто

7l [9" , 9rr) = ? ц (0ol, 9"_,). (I9)

Ilo прп другом вsборе rrЕопеств Ji (9*,) , удсвltетворяо-

щх (8), rrогут получпться соэсем ш)угпе векторц {Г;(9л_,)},
а потоlrу и (I9) lюfет ве пме.ть Mecfa.

крФrе того, фувкчия }0Ф) rrof,e? пметь локsльпче мпЕи[rу-
llш.

Справедltшва следlDщ8я теорема.

ТЕOРЕМА. С у ц е с т ву: n_, 8а h с по IllEo re_
ств9 пFtrексов JicJi ,что

,,Tijl 
Н(9) , Н(9,),

mод [6t,9') , ufif тf (Gi,9),

бi = D1* Г1 , Fi =- (В, В;'СЛАi .

где

зlеоь В. .Bt,C[ опреледяDтоя ]ro

Формулам (l4), (I5). (и) с добавд е Еи ем
шндевоа L .,прrчем в ваче.r"еJ(9)
слеIует брат" J*

. Доказательство BeMeд,lIeHHo слеIует пз предшцпшх раесrФт_

рений, ec,Iti Iэ,Iоsить Ji' , Ji (0) .

э9



Деf,с!вп!ельво, по ощЕIе!евID
rcореlл ) пшееу

g' (ol. Фрrудrрвв,

Н(91 4 ?,(!',0)-. ?, п,gl,паF,'I,]lhl.
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