
I93T. 0II 1f,Цlt3АЦВЯ ВшпусвI0€7)

удд 5D.3

AjыEPHAttuHшE 0вOичI вд рlllдвt0tn

Ец,lшшинь0( iJUtttлllдltcншx зцдч

в. lLмшоэеюв, А.Б. llеэЕUf,

и предпOдопхш, ч?о

Еде дэе теоречЕ.

38-
дач! (T.l }t оистеме фуЕlцпП

f Шу"п, , а - Еекоторшr коltпакт, содерпащпf, Ее ченее

п n !. ,totlвf,, 
" 

fr! - &-мерное евкдшдово простраЕс?во.
Рассмаfршвается задача

пп4|rЬ, Dl 
- 

miп , (0'teФ t,еftL

гIе {(Ч t) - Фунвцrя, Еепрерсшая ,.rесте " ?Ч"/8
на fl!rQ о tведечоооэп8чевlе

y(a)=ж|T(a,d)l ,

,:Н"УЬ)>О 
. Тогда спраlеддIвЕ следуь

,mфBllI. Шусrь лLъа€ lL _ р е ш е Е t G

\tlа d) ?{_laJ)'-dt-' " ) ?an (а)
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явrtяеlся чаOчшеЕсвоп
да на суцсстэуеl

,в в о ! 0 р ш х

Еа а.тог_
п+/,. точаа

l9(о,t.)l=y@) , 
^

L, tr,
а
Lo
jrзвавш

Еfеш

тЕешц 2. ]

9вачQ8lс

=a77qt"), ЕязаЕц 000lЕошс_

f"=()"7.,Фt, Е€/:rъ/ (э)

ctre Д.-опреlслхtедь, cocl8Bf,CB_
BBf, rз сrо[бцоr

#,...,оg/g}"-,),щ#),, "Fht-) .

шрошс !ого, ЕаПtуlся Т-О , Е'О
,аЕхсrчr0

Y(c)>y(a)-Tilz-ail прп ta-a,11-,ý, (0)

,0чае
ICtI!ctl

Itя вевO?орого
Iосrlгае!ся D

lз а,прlчеш
о!дIчвЕ ot вуtя t

Дуо!Е аеt
lL+t

опрс_tortr,
f(a)
" rtn

^"зваIl
lGE!crr (9)..tогIа

l"=Фо r@L)

Bof, сrрогого
Фувкцпr rе)
Еево (.0).

!овеrъЕOго l.tllryшa
t. 0OrlCe !ОГOrвВЕОЛ-
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9дшчдн}rЕ I . IЕсть а - вомп8Ет ва вецес?веппоfi осп

" {(ч t) = ,ru,(t)* .. . *?n?ory),- /1t) , "rc /ft) -
пепрершвная на 0 фушцдя , а {'Ur(t)1 _ сцстема чеоншевs
на { . тогда спстема (а) являеiся чеоЬеэсвоf, прп лDбом

ае ВО . кроше tого, фуЕкция /(z) вшпукла 
"^ 

ЕО ,

поэтоlrу её точка стргого локальвого }rЕппшуlrа являетсi Totl-
кой глоOальноIю lJхвиliума п прптом ед!ЕствеЕЕоп. Так!м оOра _

зоlr, пз теOрем I ш а следуеl оOOбщенпая тсорема ЧеOцшева
(см., напршмер, [I] ).

2.0 Доказат€льство теорем I и 2 опирается на следуDщше
прерIо8енllя теорrх мшнllмл(са.

llycTb фуЕкция

ка RохЮ ,

ПOлоЕUм

lbryl непрернвнб Brrec'e с

где О -некотсршй компакт.
ry

q(*) = ry /k,/,' ус9
n/z)=f ycЮt/eil=rk|,
r@=-{фdуДl rBr-l1

IlРЕДjlOffЕн}lЕ т. Е ч I п ае B'L
нпrrума фувкцпл |ftl
0е l.(a.) (сч. [2J , стр. 249 ).

-lоЧi:?
-, |?-lL , !о

мЕ_
Еа

IPE&rlOmHtlE2. Еслш
точка шBoaacTBa
crByD? tr>O п

у(а)-- у(а) "т |a-a11

( cr,r. [2l , стр 8а, 8? ).

Енутренвяя
,!0 суце

такие, что

ilz.-all <6

0

{lrl
прп

?



В да,lьЕеftпем 0уде1 полеэва т8кае

ЛЕММД. IIусть с?олбцц 6, /r, ,, , to t8-
ковв, ч?о определптелr А.'
=l{..tr_r{.,, {-l пря воех E€O:rL оlЛЕЧ-
Ен от Еуля.Пусrьrд8rее,8а;дос п8
чисео f"frr...,fn рsвво +1tдЕ -1.
тогда равЕосuдьЕч два утверЕде
Еия ?

Ф J"=Fl)'l, ,фп * , rе!;п 1

б)свс!сше уразвевпfi
пZl_E_€"=o (s)

RмGе, рецеЕхс,Е воrороч ъсеl.
полоtЕтельп8. .

теперь равнооrJБlость а) r 0) усrаЕаэдrвеется бсз труд,а.
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я дOкд:JА1,!;ль(_уfв0 тgOрЕмц l. IlолоtrЕм g =q^t-4t},

у =(L,s)c 9, /kу) =f,9/.,t) .,rоод"

yl4= tr lg'(r,t)i= ,rK {r,у),

П@ =f (ЦРс9 
| 59(а, t) = rk|,

"( 
(о) = -{ r?T*Ul /n, ), пk)}

В силу пведJIоЕенхя J, -.уцесf вуо, n"ano**"" n"n"

(Lr;")o ft/а), K 
'O'z / z 

< rL , и, пслоtштельнЕе числа

/orJt, ...rJ, Taк}re, что

i;".ч.Е!ПL| =р, Ёr.= r, (6)

lto спределепш Ц") будет Fhl,)l=Yk) ц

frc=Рп9(qt"). и"олq в частности, следуетl что точ-

кш L,c пспарно различнЕ. так как вектOрц

'V9/a,/-)
- - -r)7,: l '?{(q!= ,_ц(а.,l.)

.)z, при Z<П-t по

Z< п'.! равенства

)
)rDz

(}толбцн {- :Ff,rrt.) , сс о; п, удсвлетвсряDт уо.ло_

виD леммш, а f,,c = t /, . llo лемме f,.- 1- 4"J..ф" ii ,

tcc / : lL . ,|dкп|п ооразсм, выпэ,Iненс (3), и первая часlъ

теэреlJн дсказана.

"еравенство (4) следует из предло8ения 2 . Действитеь-
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i"ЧР - f.Ч:"Ь), Е€/:rъ,

,tttнеЙно-rrезавяспrrв, иOо нначе равевства (6) ЕцполЕялltсь оU
прп l<tL . uоэтому в сrду (6)

Oc ,-,,.t -{пЭЧ!') l".o,4 с th,t /(о).,

т.о. 0 яэrtяется вЕутрепЕе' Totпoff ll'ofiecT'a /(n) .

3Аir!;ЧАltпд 2. (ЯеэпIltо, !еорема r ос?ается справеIдхвоf, ,
есл! q - вомпа8! Ее вещеоlDевЕоR оош, а спс!еrrа _(а) явля_
ется чеОЕшеЕской Еа Ескотором отреэке, содервацем € . !;слtr
пР}l этом сч!тать, tпo t".t, <... < to , tо знакп эсех опрс-
деr[телей Д. оуцт одrЕакоЕшшr,fав что (9) псрешrется в
виде

f,=(|'tr", rc,еУ:п,

дuшАзАт!цыifвOTЕорtsлfi 2 . llолоIш, gr=*-,Рril, E€o;lL.
Ilo ycrtoвxD вшпоrЕево (3), поэтоlrу по,еrше сrцествуDl поло|пх:

,еrьЕЕе /orJr, , .. , 4n,аrпе, tпo

Ё"ф.#=О.
шfво счптать. что J.*lr*..t/n'!. ttocrolbвy /t ,Я)rfl(q)
прш всех rc ё О ; rъ ,,о 0€ rP). Более того, 'Ot,:lr/{a-)
( Iрпазательс!во laroe Ie, па8 в TeotErre :t ). 0стаетоя со.
спаться па пр9ддопеЕIе 2. 1€орема дOказава.

н0, векюрш

l9 ФlеЕрцее утвеFдеЕхе явtrяеrся ооооценtдем теорешЕ

вале-Пуссепа (сu. , вапр!lreр, [r l ).

I0



TEOP!;IЦ3. Пуоть дл,я Еекоторого а€ПЬ
нашrшоь п+/, точЕ, tottrr.,.rtn ""Qтакше,чrо опредедителr Д* при
всех lСеО:П отлfiчЕв от в,уля tа эн8-
l,п f,rc=ф-Г(аrt.) сэязанш соотвоше
вrем (3). пус?ь TaBle ФуЕвцпя

y(ч) - ;убх {r. 
еа l.) - t(q Dj

Енпукла ва Lп.,tогда
i.п/ rk), ж,. |Зlо, t.1.

*.|п! '

дOкд3д,l,Еjtьсrвo sегко следуе, шз одвой теоремч теорив
llшffхмакса (см. [a,J , стр. 92 ).

зФlетим, что есдп ?ЦЦ= r,ur/th..lt u-/l)-y'/t),
?о Фуrвцпя lУ(r) вцпукла. Поэтоrrу ?еореша Э rroteT о8аза!ь-
ся Dдезной прч оцеЕпе свхзу велшчхЕч пatллучшего IФхOлf,йе-
пщ фуЕкцпtr ошOй п несколькшх переr€ввraх.

э9 шусть Q ; коrrпавт на вещесr вевной oct| п /1r-
вепрерцэнФI Еа У фхЕщпя. llолоfiим

Р(il=Ё2"€fu'-Ёrr.d't, (?)

где /",/r, Zi - проп9юлькне параrrетрв, а d; -факсп-
рованпце попарно ра3личЕЕе чtrсла. Требуетсf, неlttп t1,/*:,
ZL так, чтоош уклонение

ilt-pl =жW(t)-P(L)I
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бшпо наименьшпм.
(j капдоfi фуккциеfi

Для этою rФшведе},
P(t)

P/t)
€"{ & o|,,t

"?u ",,
.,tr,4,...,y'.

вида (7) свя!rе}, чпсло
к виду

п(р).

(8)

попарнс различнш п

Pft,)= Ё а.е
о<,
а.

K.t

=оr4r,где
все отлшчнш от нуля. Теперь поtlсlfiим

М(Р),=п-,2*z*/.
iiycTb Д/ l1.1'-t'tt-O . ,tогда справедIх9а!
,iЕOРЕ.i{д'qa для того что_Oа PlC) напL,е-

нее уклоt|ялась от //t) на а , н€-
06ходпмс и д9_с.таточно,чтобш су_
цествова л il(il-точечнцft альтер_
яанс,т.е. 1очк"ёr.t'r..<tl7р1 пз а r]которшх разность lrЦ-Рril принима
ет с чередуюц}lмRся знаками значе
н и е ll/-rl

докдзАтцпЪfl,во. нЕOLхOдпцФтъ . ltyc,Jb Функцпя Plt)
нал}rенее укповяется от #|t) на q . Прпведем ее к виду
(u_) и вшОере" 81.r r...r'€о так, чтоСш часла €4r.,.r 69,
6rrrr. .r€or4r..| rd. остались пс"парJ{с различннми. 0чевиднэ,
"P/L) вепменее .чклсняегся от f/t,/ tакче сре!д функций вш-

О' 

S (t ) = !r,r"еf, 
t 

* $ r*r 
r."-€,' - Д =r.4'

0ис Teira ,iу ккци;t

oS ?S !S.
бБr, ", , б7п' Ч, '

LS_
oyL

?S
тz; ,

оs, dZ; )

т.е. система
' 

"ri?,- 

- 

.'; o_n-r, qtп€,', , цL.$t, J,l, . , !:4'
явлается чеОцшевской на лlэссм стl)езке, сэдерfrацем Ц ( см:

например, [ЭJ , стр. lI)). ttоэтому в сi{пу з8мечанlrя 2 су-
щеqгвует N{Р) - точечннй sльтерканс.

|?

|,l



д(ýfАтOчIiOOTъ. uусть наlцдась Фушкцпя fl(t) мвая,
ll{-PrП-ll{_pil . tогtrа в TotTKax альтер-вавса L*

IlocTb

P,(t)- P(L) =[{d)-P(l)] - [//t)_аpl]
прхвимеет вевулрЁне значевlя с черешrDщt{liися эвакамr
доЕаrельЕо, П/il-P/tJ шr€ет Ее lвEee *2r.
С другой стOрнш,

Пi)}Пl-Ё,","^t,

что
раь

f,1 СЛ€-
пулей.

и дроOъ

гIе J <пt2*ъ х
пмеет н€ оолее t-t ,!rc попа9ю раз8пчЕu. ttorrouy {/l) p/t)

Еулей. tюлуqеЕЕое пртltворчиё за_

(r0)

вершает дрвазатdльство.
ЗДйЧдtIrtg 3.. Фушцuя нЕlхдучшего пр}rолдfiення MOieT п€ .с,}п]€_

ствова!ь. rав,Ъши а содершtrт хоlя бЕ три ?о.чки, P/t/ =

= 7еlс* z ,/ft) =Jt tl, / +о ' , "о y6,f ll/-Pll = о ,

Ео фуЕIщия rаилучв9г0 ц)иOлtl;енlя, оqевидrо, ве сущесlDует.
ЗДДЕЧАfilЕ 4. ФуЕ(ция ЁаилуtIшего приоrиfiевuя, еслtt сsа су_

цествует. irqинстtsенна
эlо ,еmо доказнЕается 0т противнOго путем подсчета корпеi.
ЗДlЁЧАIШll ). дппрксrм8цпя эво пOне EtaMи рассматрlвалась

tarle в [oj .

6'9 дашtш вовое доцаза!едьстЕо теорешц чеоЕшеDа ддя эада-
чп дроово_рациовадьвоП аппвоксtlдаццд (см. [ЭJ ,стр. 66). За-
фшвс[руем П 1 rtЪ . 'С ваrдри дроьD

R/t)=?.:,#,:-#, (s)

у KoTopl 9паrrеЕаrелБ пе равев !опвеQтвенно нудll, сэя,iеltr чu?_

ло И(Е). Дrя азого прчведем Е/t) к ы,lg

п(t) =?;tri:#:;-!:=) _ А/!)- B/l)

o*r,rЧl)r:F, ОУ< rTb, Qn-l * о , .ь-, + о
Д[d) / ВН шесократIlrа. ltолOЁri.l/i

Iэ



где

ТоЕта спраэедJtпва
чЕЕlJllftjвд.

И/П)=п+rTL"/tз,
d=л17,f l,yJ , в"о" B(t)=o , т0 Па=о*2.

цусть f/t/-непрерuвЕая ва отрезве Q ,[d,,/J Фуш(ция и

fti 'i,:{ llO-п(t)l>о

fl./t
а среди все
(9)., неооходЕrrо l
с , в о в а н ш е И(П) ,

дrlя,о,го чтOо
уклонял8сь о

х других др00
достаlоч

_tочечсоl,
сУце-

альtер_

U

?
е
Е
о

дроOь
//!) н а

й впtrа
о

нанса.
дOвilеu только Heooxollriocтb. прстOе доказаlедьство лр-

ст8точвоотl шмеется в [эl .
шЕOьхOддшOGIъ. ,цii"-'i/t)=о , fo п/t) ЕвItЁвее

укдоЕяется о, ilt) оредl_ _в9еJ полпномов степевI пе эuЕе
tL и дстошу. существ е? И[R-1 = 'r"' 

точе8 адьrернаЕса.
пусть Bft)l С' н cl.='l ( 9{у"ая d 7ч рас-

ма?ршвается анаrогшчно). прпвелеш fL(t) 8 вшду (Ш) п зь
*ri", ,rо Lft) вадl€нее укдоЕяется оt /ft) таRЕе cl'еm

,ольво система фуtдtция

?1г ,а[ Qlг

"ц '"', бЕБ., ) тр )'
l"ео с!стема

'D,y,, аl;

Blll, hi,,,:;;, - {,t, - ##l, ;,, J#/i/
явлЕетоя чеОшпевсвои ва { . ,!ав,кав B/t)+o ве { о

fо достаlочЕо юваза!ь, чlо охс!емg

I4



бitl,tB(t), .. ' 

'tO-''' 
B/t) Дft), t0/t) ,.. , t ^ A/t,)

является чеOншевсхой. послешее устаЕаЕJIIвае!оя 0е9 труда.
ДеfiствитешЕо, возьмем призвольпне brCl , ... , Cn-t-1 l
ф,drr...,/rп,Ее все равнgР чулD,tr пока[ем, что подtrном

qft) = вl|g'' фl * - rft)Я d.{' =

= Bft)Cn_n_, Р) "Дft)Ф,* (L)

п!rе9т .Еа ( - а<, оо ) ве оолее П/П) - 2 нуаеil.
Р{t) + О , шоо нначе получиля ош, что а- /t)
B(i) , t.е. Q-ft) ,B/t)e(l) r гдо ёrО+

Tolry

Сп"-l_t (t)*Hft)e (0 
= о.

hо это невозмоfiно, так как воiффшцшент rтрл tn-' , А//)оr-
дlчен 0т _нуля. llодучеЕЕое протпворечие уOеliдае_т .нас в том,
ч!о Ф(t)+ 0 ._фтаlось заrетить, чтс Ptt) - 'полиlюlt

отепенш не вшше M(R)-Z ш потоlrу шl€ет {а 'ц -оо, ъ )
ше оолее П(RУ2 пуле'й. теорема доказана.

8Дll]чднltЕ 6. ддя оOоOщевноЙ црооно_рацшонаJrьноЙ аппркош-
мацв! теорема чебншеза доказана , [о ] .

70. В ,"влочепхе авторн одагодарят [.ff.даугаэела 9е оосп-
леЕае реэультатов раOотч u цеЕнче соэетш.

0{евпдlо ,
делится на
С rппь

'rlepaTypa
I. В ховицп[й c.ttb 0 приOлп[евип деf,стЕптельвчх Фуffiцсй в

сuшоле u.Jl. чеоЕшева. У!lш , IIsz (D%), Iitэ^Ilg.
а. деrбяsоЕ ьФ., llаЕоэемов BjH. ьеIеше в lлвпl,tакс. !цr

llayKa , D72.
9. Реuез Е.Я.' (tsшовн tполеЕнш( метол9в чеOшшевgкого IIрf,Oлш_

Еевrя. lt., Наукова аушtа , 1969.
a
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l+. |,,.,:е .|.ft,. Йel,ysle.?i Цf,zоtttааtlr.,п ty еr7,спепtо!в
J. Soc- iпduзl "Арр! й;ll , с: l l/gбr\, lцg, t€t

j. Аlиеэер н.п. jlеншпи по Tecpп}t аOtllruкýtмац}iи. !L, Hayra,
1965.

о. СДепеу E.LY. Арр"rrirпJ;оо {iy gспе"а!tзе,l
zаltопаl f uпсti,оrз. В еб ; /ipp1,oti-a|ioo ф
/tl-п-сttо+"З', Д tпltс"dаm , E€BeTiez, /9Сd

Поступuла в род.-иад. 0тд.
6. nI. 1972 г.
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