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dпт и IAJl ьн 0 Е ппА шш р0 вА в [ в
Сборшшш lрудоD

I!Б7'р. hшс!чцllа llalelaтrкп с0 лш сФР Вшцусr 9

д.I. пуБшшOв

0 нЕшOтOпц свORсtзАI суilлншtlцх oчшlqшOшдOв

19 Пусrь Х - Iоrs,IьЕо DьцIJвIое пDосrDаtдсlвоrlопоlогtя
в Boropol 8алаеlсв rшо!аЕ!Еоl спсtOIоl поlrшорI |.| n(qc Hl.
0ушцдоЕал р ,опDелрIеЕшil Еа Е r ва8оDеt cydrrшol -
EuI. еG!f, 0Е

I) полоrптшьЕо олЕороIоЕs Ilя z в х , LD о
р(Lt):Д..р(r) i

2) попуалштIDЕвз дlrt ll , r" в Х ,
р(х' + r'J,< рlr') +р@) i

3) вепррвоЕ D шу!е! оGII {-Tl - обобsпвал поGIо-
ДODаiOIЬЕOСID I zy-o r!0

3Фrеlll,ч!о .rrirf.'iТfr'*Ъk rcпрGшвев в rarml
lorlBo ,в х . ДеtсrвrtельЕо, ocll /у 

-с 
r to

Р(ху):р(ауr +r) < p(tr-t)*р(с) ,

р(rt :р 1х--у* f < р(т -,r, + р е у),
0lвrlв Gleлyelr tlto

p(zl <&m p(tt) <ЙрС.у) <Рв).

Послелдев l о8Еачае!, чlо ,э ЕепDоFIDOЕ Е tочrе Е
JIегко повазаlDi ,lro поtrоllла!ьЕо oEopoшal r пoryallt -

trвшl Фуцшцrовал ЕOпрешвев Е ЕJtа (r, сrедоваrеrьшоrсу{Ьr -
ваов ) 

"огIд 
I лоlыо tоглв, ltоглл оЕ огрЁцпrcЕr !.е.пI: Ео-

8oropol o-1 e аз

Tl



5./р ,lр Gl| :I,olln,< ф - (I)
|tl .l(/

Шв полуцдltп!ЕоG!п р tегпо Bltoвao!r,l!o-p(--r)4pcx) .
ПослеЕое Еорsэs!с!Ео' Е Taclвoctt, пошазцваоr, qто crdlrвofi-
шй фушцltоЕал, оttrхqшl ot вупового, Ео lo8m прrЕrшlD !одlЁ
во ЕвпоIошlаlDЕцо 8ЕдчоЕlr. ДоfiсtвшодьЕо, oGIt Pez)< о ,
l0

Р(t)>.-Р(-r)> О,

Оувrцдовал l. х' ( х' - сопряDввоо-''Е х пItocl
раrс!во ) BaBoBor оtDрдцr в р 0 есtrl мя лМоло 7е х

tcyl< ecyt
Цвоrество всах опOрЕц в р Фццдошадов обовцаqш qо _

раs цр . Полоtll laEo лля re х

u;:{tB чр/f (o:pcrl|.
Пршавяя leopoly Jhвд-Баваха, Еоlрулдо цоЕа&ltъr,ltо прI

лшбоц .r в х lвoaeclEo ,r; (r Ter болое Llp ) во
пусто. .Пвгво tаrсш поЕа8аtь, ч!о IBoIoc!й цр ш czf вш5rшш,
ааlцЕу?в I эквхIопрорlЕЕш о Пр элоr IлIt lDбопD re Х i

P(xl-,n-cr_cf с<), (2)t€ lzp
СовоцlпrостD Dсе! сJблrвdвtц ва,л Х ФJшцlовалоЕ обо-

эцatlшI чеgеа Р{х). В шоrесtэс Рlх) осtбсrвешЕш обраоr
вDоляlсв опвFц!п cJtoIeBшя п уIвOrcЕш Еа по.поIltепьЕоG tгвсlG
р(х) Iolвo TалIe ес?осrвоцЕш обрвоr часtIчцо Jrпорiдоtlltъ.

3ачетшl, Tto с IDбшш свопIt аlоIеЕtацl р, , ре р(х)
соIершт 1 р, u р.: Atzp ( р1 , рz).

е9 Чера С/ (Xt) обоввачшr соЕовупЕосtь DсоI lgryФ
тцх вцryЕдш(, эilrЕопроFDЕц r sаIЕЕJtч в lопоIоллl о(х!х)
цолtпlрrcош простраЕсtва Xl ( вдесь о (х|х l -cltdtt
!опоIогuя, опредоIяешя лдоlсtвоввосlъD Iецду xl l Х ).

BBeдr s lJ (Xl) операцlll сtоIвЕlя r ylnosaш, la
воо?рllцдrапьЕое тlсIо. Под cyrrol c./+lr( L/,t/BU( х') )
б5lдеr пошшrаtЕ аIгоOрашчесцlт сJпп(tr rrвoaocrв с( l t

0
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ll*u: Ih-e х' / /":f +?; f е u, ?eul .

Полоlшl, вдо6, Iля L>-o а Ue ц(х')

Lч-{hе х /h-ъf,f " ul ,

В [I] поваваiоr tllo lЕодеЕЕцо ташш обрэоr ашOбрпчосшо
опсрsцtlх облавш сIоIущлIr своilсtвац :.

I) Lt+ur:tr+r_! i
z) QJ + ut+Llr:c,t+(o +t2r) i

') 
о. ц-о | tде о содерi! lolbвo вулевоl апе-

I0Еr;
4) L(ц+lrr: Lц + Ъ1, i
5) (L+r)ц=Lц*рu l6) xcf ul:(Lrw' I?) rL:u i
8) ОШr ц+LlJ-ar+ (' I lo с!
БiIеr ссrrаrъ, stо U(Хl) ,псtrчЕо упорЕIоllвцо по

EBtrDtlOEl]o

Пусть с,с е (,/ (х|) . Подошl Iцt Е в х
Pu сrl - 7;xay'ccl .

Цеrрулдо Dtд6rьr rlло Pue'P(x).
Вцясвrr цово!орцо oBototTa оtобрmrrя q r пореЕодя-

lепо U(X) э Р(Х) по ФорrJrв Q(ц):рц.Otlеtш прr-
до эGоrо ,ltor EaIot (Ш ш 0ш рв Р(х) ,щФGtво c/pG

BLJ(xlb It ваЕ сtадIоl хs (2)i ч(цd-р . ПоваlвI t0 -
ПеРrЧrО ОGll lJ-?rI lC q(ц)+.r(u) . ДеДсtвrtоrьЕоi Ео

уIеЕь!ая oбlEoclr,Iolпo. очl!аtь, чtо сJцесlвJоt lu е Х' !
Taвofir чlо to е u , ао Jo{ t . По rвEoctBol tэорrе об
о!деIIIооll 8ацЕуюго вlщЕlого IK)DclBa от в0 прпшаддоrа-
lоl ory rосвr ЕаlдOлOп rе Х тавd, qаорU(.)=2!вf(о<
. f oGl , а ,оГДа l ПОIдЕЕор.rrт)<эzрf6zlJрчlrt,

le LI

Otцеtш olв аЕDslбIдэосlD сtодlDrцI Gootвoreвd дlп
tJ , чб U(xl) :

I) .!(1,1 +?J,r- а(ц) + .!(u, , (5)

а) ч(Lu):a.."(о) cL> d , (а)

3) !p(Ll) > @(1r) lоглд t IоIьво !оглв, tGоглд а эа,.(5)

a

ъ



ПРОВврпr, Еапрrrорl I).Пусrь р-.r<.д Тогдд cz =:9-'(р):цр , l пotolry, в сшу (2)l лдя ШбОгО з€Х
llool qсLI)(r) - пъсlz f (zt . ТаВшl re ОбРаоr

lB ll
е(1,,)е.): ruх ?сс) l €(ц*ulccl=^7;;L ccl ,

Пусть f'€ u " , ?'в 1, ,аковшrчlо T9T.fc.l =1||czl,

ff ?rnr-- y'c.l 
. 

. Тогдд f cll

qс с+ l/) a.l : Ёff ,! r*, lff jliqlcз1 +,1F 
/c<l 

+

+ gl сr) =eccz) (х)+ 9 Qrr(z).

С шушr GloDoвlr

v(ц+о)(-) -ttlP ( f+ql@)< чtр/сrl +!14о?(с)
tвсl,?еч' ' fсц- 7е.,

:.l(./)(t)+e(?r)(z),

о?Еrlg r cIOIJot цЕпое l8f llaDoвclEo.
0dпш спосбоr погруsш цоtосtво L/(x') в rпвоl-

вое ( сь LI] ). Дя э!оr.'о рФсш)ltпI IIоаосrво всеI

'поFIрчоЕЕц 
tlap вцд (ct,u) (cl,ue L|(xlD .CEtal,

,гrо tlaр (ц, ъr ) r ( с-с', t' )r еспш 41+g||-ц#сLl 1

ВDоIеllоо lаiш обDвsоl otвofeEle рsDеЕсrЕа рфrеrсввоrcш -
rоllrчЕо r lDап8r!f,Еtоr D сIлt/ чеп0 IEolBclBo Dcox пар Dас -
павЕ!сl lа loпбрасоЕа]ltосs вtасGI FЕц шр. 0бо8Еатш со-
юцrtlпосtъ эtш IraGcoB Topes О(х') . В шоlосtЕе пар вDо-

доr дdсtпя сlоlsвlя r дlrЕйоЕIя Еа чIGIо croý]цI обрвоr:

(ll, ly)+ (цl,<t'|=1tl +(r|, 1r+o') (6)

a

Л4ц,О, --

(L.2., Lu' , agltr 'L>-o l

(-Lt, -L.l' r ОСII L< О . (?)

В О u') адгебшlqескrе опеFцшr опроделяDlся oclocr-
DоЕlцl обраоr с поIоЕD (6) ш (?), прш arol a(x'l сrадо -
Dr!ся пЕаIш що!еслвоI.

o(Ьsшssrr чофа K(cz,o) шдссrсодеtга]d mpJ
(cl,2r) (u+o з чGроа кц - вtдсGr содешацt пару(сz,а).

(hобрrэшrо ц_ксl пDlrоltсв, шаI Iогао DtIGrDrf,8оIофвашI

о

,

g)
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Iецду U(X') ш совокуIшостьD всех классов вид8 
^'L|(ц в U (Xl)) . Лепсо пока8ать, tlтo К (ц,u)= Ku -к v .

С поrоцьш !o!l rc ковструкlцшrчто ll вцшеr погрузиtl Д(х)
в лпшеf,вое IцоIество, f(oTopoe ш обозначшц через Р ( Х ).Ile -
трулдо пока88тD, что Р(Х) lоrно рцссштривать как линейное
подrЕоIос!Ео llцolecтEa С (Х) Есех аепрершвllшх lla Х Фупк -
tцoEalloB, пвцI! словаIиr власс K(P,g)e F (xl , содерIа-
щД дару ( р, g )rшоrшо оlоlдесlвить с функчионалош

Р-qКр-Фе):РВ)-gсt)Х поа!оцу в дilльнеДшец i!ш будеш

РаССlВТршваtЪ Рбz1 каfi шцейпое IЕоlество всех функцшоншlов,
предсlавtrшfi Е вшде рааЕOс!и двух сублшчеаншх.

Для класса К u е Ц- 1Х'2 попошл Ф(к u)=9(,./) ,
где te - опрдоIешное вшше оrобраленuе (J(x't| Р{х1 . дlя
кл8сса к\ц,t)):кц - Kzr, полоItш а(кG!,1r)=ФQ<r)-Ф6').
8сно. что это определенче шоррокtшо, иншII словаIu, из р а -
вошства . ( ц, U) : (ttl, u) ошдrсt Ф(к)-q(К) =Фtкu,)-ч-{ко,1.
Jlепсо покцgать, l|спошауя (5) rr (4), что q явJIяется л}rноДi-
шrш пвоrофп8IоI Iоцлу О Ц') u F СЮ

Введеr э O(x'l п Dtx) отношепцо поряд(а. Еслш

К (uu), K<u!u)B О СА , ТО будеr сЧtrtаlьi чтоА14,,r,2 (
<Кцu!t,) tоглд i iолько lогда, Еоглв ц*чёz/ 1 ц' .В [I]
пOва8аЕоrqlo аrо 0предеIоЕlе BoppefitEo, т.е. це 3..висltт от 8ш-
бора продсtавштелел кпассов.ýсtrа s,s'e F(Х) , S:p- ? l

Sln pl- 7| l to cкa.rel, что S -< S' tогда ш только тогдаr
коглв р + g' < ? + р' ( rцшrд словаIш,лля каIдого хе .Х

Pczl- qсч-<р/6rs-q/{tl ) . Лепtо показаrь, ttспtlлъэуя (5),
Tlo GсКlu,ui<Ф(к<ц!чj) tогдаштол.ькOтог-
да, коглд К Lu,Ll) ( к сц|tl,) Талшr обувоurО(х') п

Р(Ю lзоIофцц ваr часlхчЕо упорядоченвце проотрашства.
В tI] поlваацо, чtо О(Х') ЕвIяется К - линеаJlоlli

ПРti ErOI K*Lu,u)-K (цw7r,7i, I K|u,.t)= К 1c:ugr,71, 1

1Ксц,tz)| - Кццч t) t цлt2) t

где (lrzt, OCIE ssl8Еi!ая в o(xl х) вцпукдая обо
JIоlпа ццоIестваичаЁ сшJ усrацовлоЕшого Ёаlи шзоIоФпзча D{Х1
taкlo являешя К _ trtвGаtrоIr прш эlоц мя S:p-cle.P(xl
шооI S*-pv? -/ ,

S'= р. g - р, l Sl - 2(pv Q) - (P+q),
гдв рчg: цzрQ,g) ФJшсlцовал, опродеJtяецlff сае
луDцtI обрааоr: (р v ?) (r2 : 5LlP(P(€), ggL.))(q.c. х) .
Еслr х - Еоп.проэацlоо прсlрцсtвоrrо PBt являsтсf,-

l

о

8I



К - пuнеалоI 0грави,lоЕвш аtrоIецtов (в кsчосlво одшцrtщ
IoIBo вsя?DrЕапрхIорrФуцrцlоцал Plr1:1r1, а поrо-
ry а О(Х') явдяоtсЕ К -trf,цOEJtoI ограпи,lоЕвц
алеIешtов ( одrвrцоl Е EoI lotol GцЕшь lвoaoclвo Ц,.псо8-
,йдаццое о одlнцllцшI rapol 9'прострапсlва х ). Еоршру-
оI Р 1х) ч О(х') сlаЕдврlЕII обраsоI (сr.rвшрrrер. [2},
s иIевцо: лля ýе Р(х) . полоlII

lЁll - zп/{z/lsl.< лl1.1l }- ,,-/{л-/ #t л} - (s)
:1zlD ls(л)l ,zek l,a

ДДЯ Kcu,u1 ВЕ(Х') полоlttl

|К,u,u,t:спl{zl lКш,ul.< aczl.l} . (9)

Тад Kalc F сх) а й (х') rаоrофнш к8к часl1,1шо

упорядочоннцо lнoloclвa l q (u |-s) = l.| ,,ополJчоц-
шце ц$ш норшрOв8цЕш0 прстраЕс!Еа l80I0!рчцц.

Такшr обрааоI,1ц покаа8лш справеллпвос!ъ шолуDlцдх тоо-
рOIз

ТЕOРЕlЦI. Е(Х') ч F<х) п8оIорФшц
кав лшвепшшо ,lастlчшо упорядо-
q 0 н в ц 0 п L0 с т р а Е с l в а .

тЕOРЕlц Z. р(х) я в л я е ! с я К-л ш ц о а tr о I .
тЕOРЕц5.Еслr х - EopIlpoEaEBoe

просtравсtвоr lо простраЕслва Р(х)
l йЦХ'1 r в а д о I о l Е ц е с о о, в е l с ! в о ц ц о
ЁорIаIх (8) r (9),r8 оIоlр!чЕшо

YKarer Еа !окоtорше прllввошrя допучошшtп pe8JllblaloE .
Прш шсследоЕаЕlI цвогшх авс!решIьнц sадвч ошазЕваоtся BaI-
EllI опlлса!ь по ддtlпоlry сублrвеIвоry Фушсцrовацу р lшotoclвo
Цр (сu.rааприrcр, Гr] ). Шв получоцшц вшше реаудьtа!ов
легко спедlеtrЕ часtностl, !ворешl 4.5 - 4.5 в t5] .Прпве-
дош Еsrвое обобцевше !еорбшl 4.4 в [5] .

TBOPEIЦ4. Пзt сть с J бд l Е еД ш ше ФJ пк-
ционалш ру(|еГl опредолешш Еа ЁоJ-
J I р о в а в н o-I п р о с l р а Е с t в о Х l,уl,рпеlГl-,
Полоrиr дIя .аХ р(rr-!*сврlв'
lс ) 3десь lяr,l опредеIева по Форцуде (I).

,
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?
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Тогда ФуЕвцповаIр сублпвееш ш

llBoIeclBo цр соЕпадаеl со слабо-
8аIквутоfi эшпуклоfi оболочко[
U члчбг ri '' ДOlЦ3АТЕ,ПЪСТВ0 leopolu 4 слодlет I8 tого обGlояtельс!Еаr

iii-"u#Pr_ii-" . 
,o,n"oaol со слобовашспуrоl вшпуклоf, обо-

rеr 't
Oпиriеrrшапршерr IцоIес!во цр лля Фувццпошаrа
р(r)- rп,.Jr *(ё) , опредопешвого в дростраЕстЕвС(Е)l

ёеЕо

гIс Е- 8аIКШJ!О0 ОГРаПДЧOВЕО0 LBolocTBo В ВOЦеЧШОIерЕ0I пр0 -
cтpaBclвor Ео - a8xBцJloO подшоrоство д ,рассrоtршr прш

t е Е о ФУВШцшова.ш ёt, ёt (d= c*)ct) . Этr Фуцлцшоналц
trшцеШвц, а поtоцу r суdпrвоIшш; ясЕо, чtо Lry*: t Дс} .
Согласво leopelo 4 czp совпадаеt со сloбоваrшвlтоfi Dцпукпоа
оболочвоtr . rН u ёо " Пусtь S*(ЕЫ - Iцоаос!во дrвеf,-
вц цад СG) Фуцкцrовалов, порtдаош ЕOоlрIIвrапьццIr
llвpa|lш д laкlllr s\о r (Ео)=, , /J 1f х !)= О. Тац trаr

S* tEo) вцдушо r'сrабо ааrвшуtо, а 8t е g+ (Ео)
(t в Ео) i lo цр с S+ (Ео) . С друтоl с!ороЕц,

оопI Фуввцшовал 1 е S* {Ео) порrlво!ся lopol r r8o
лля rв ССЕ)

! со : [.dy -tzЫ1. #z: . ФF(Е) :р (t),
ЕЕо

f" up . ТаЕlI обрвЕоIr в DассIдтрш_
s*(q}
- ловаJБцо Еш!уклое прос?раЕство, ре Р{х).

ai:tyB Х/рtуlпрrоl| .

0tкуд8 следJе!rчt0
EaeIOI СЛJЧаО Цр:

39 Пусть .Х
Полоrиr лля хв Х

i Ца цедроЁвцосrr р сдедtеtr,.lо а;
tectEo. Bcll .t laBoEOi qло р(t) =

коЕус. Пусtь cz в U.B) . Чорз С (c,t)
шyD ободочшJ ццоtасlва ц . Есш С

a ,lopoa п(с) оооаш8ч[I поlярJ С rг(С)={асХ ftczl-.o.7ec|
Ecrr с - воцус в Х l lo ого поляру T&trc обовшачпц
черв Е (с) о

Пусtь ре Рlх) . Ееtруддо првершtъ, члоя(С(ч7))=8!
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l:L? . ЯсЕоrЕо /в G. . Пошалеl"чюJечf, . Ш8 оп-
рбIоIевr, 2, вцtоIао!очtо t.iz1: ffi vczl: р(.) .
0овлось проввDпlD, тrо дш ffiоло уе* ' fcll <р(у) о

Прошоrапая аш yrBoEOEro ЕоворЕцl, ваlлоl Z е Х 1l8loll
,tto t?l, pGl .Ее 5rrешшая обlЕостчrrошо Gчп -
!атDr tllo у421 pct):.tz?lz р(-) (В проtшввоI с.Iучао

DаасIо!рш Blecro z aleloEl ze-a+d.(z--) . trегво про_
Dврl!D! чtо lenl > р(2&) [ Е to lo врош прп Iос!8-
!Отво rаtцI (, 7i?,1- Pczo._)= чlftР(r) ).Вшбереr t0 -
поw р> о tавrчtобш

tczlrppczl >p(z), (II)
Елоrевt }z е Oi , I потоIуrrчrfirЕая to обсtоя!еIъсl -
Bot чlо l е G,, lleel

!6l:p{,,вffif,fc?> Ё f ,r,,
,l!o, одаrо, пDоlпDоречйл (II). Шв попучоввого пpolltEopo
,lli п вцlовао! опорЕосrD f .

Пусть lопврь р(Е): о . В alol слуlпе, шаff Iогtо
пвоворlrD,l !(r):о . Шспоrьэ5li to обс!оi!шьG!во i чtо
а; *Q , пао покаэаrDr,t!о t l FcclatplEaelol сIуЕае
EalIolor L ,адо€, чtо Фувrщопал f :L7 пршпаллеlrтz.tj.
Teopra Iова8аЕао

СЩПСIВШЕ. ПдrсtD сеХ ,рвуО.Поло-
'"о| 

"О{tY!:rff 
flrJ, 

";;'r" o'"'oor""on".' 
О,

сII, ?оороrц 5 r 6

,Gn-L(ui): п(ý2рх,.
8аrотшrчtо 0каr lolпo поtrаэеlDrспDаDелц!вl) с!олуDцоо

coolвoloвxo t вr _ус 
Х р.ч)=пQт.оР(r+qЧ)-РС 

:t -

ш8 l00рош б IBTBo GreIJ/Ot !еобIоIшOо I loо!аrсqЕоо ус-
rош0 ItEIrJra субrrшOlвого Qувrцrоваrа р ва BlцJlцrol IBo_
toclвe.
. ТШРЕUl?.Дrl ,ого, qrобш сrбtr
воlвцl ФrвrцlоЕаt р дооrlга!,
llEaIyIa Еа вцпJlIоI
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цо l дOсlа!очшOrrltOбц ш а
Iхнеfi шшй Фу ввцlлон.r,л feu/
даэцпil ,eI cBolcTBoIr ч

леI
обд

ся
а-l

lo

л0l03АТЕilllСТВ0. 1)Цеобходllцость. Так как ца о! п t? r
ýl n 9=d (адеЬь si{=|.e X/pcrl. pi/l)') r ?о,

Е сплу теорецц оtделиIосltl Эйд,;llьгаJltа, цаlдотся ?еХ,7+О ч

такоЛ, чт0

v(y):EfrF 7(r)= ж 7с-) .

Функцхонал 7в G, , а поrоцуr кsff слеше! Is lеоре -
! };r!;Yr r DДО g,,о , f в uf , flсЕо,чtо lcy)-

2)-Достоточность. IlycTb сучестэlсл J в uf, |Tafioilr что
выllолнено (r2).Тогда для zв !?

p Ly, : J ryl 
" f 

с*1 -. pcrl,
что п требовiшосъ доказатD.

f cyl - tтzёtz f{.l . (12)
zв ýl
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