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;цj,r i.ii iTOTl l .iilC iiiJE пOв t,Jtt:HliE дiс ttPtt HU fu JitiliРiдi itирOьiн-
нOг0 прOцЕLlсА с H!;пPi{PцlJi{biM ]JHO"jюTiJrliil COCTOitHibt

ri этой работе изучаются tsопросш асиi{птотич9ского поведе_
ния дстерминированншх проц,есссts и ег0 связи с0 стац1,I0нарнь!ци

состOяtlия}пи и oп,lи;{альныri стациOнарныil Jправлениец эт}lt|и пр0-
цессаlдl,i и устанавл}tвается свяаь результатOвl пOJlученннх дlя
д!iскретнцх шодеJlеii ( детер:Jинированншх tl стохастических , c1,1.

t,i] ,[..] ) и :tля шепреры}tнlrх схем, возн}tкающих в теории ли-
неitных эltоttоliических tаоделей роста [З-iф

В пп.О I-Э рассшатр!lваются общЙе результатш об асишпто-

тиЧесl(0}l t|Qttl7]eНИИ riаксиllальногO дOхOда при tsO3растанl4и пр0-

должитсJIъности прOцесса, даJIее (п0+ ) сл,.,дует ilспользование
этOfi асишптOтики дiя так называешшх lлаг}lстральньD( TeOpeI , в
которых иl3}чоются асицптотшчесfiие ctsoitcтBa 0пт!lцалъ}rых тра -
екторий, в пО5 устанавливается сtsязь этих теореш с анаJlогич -
ныши резулътатаии дlя riоделей экоtlоliического рOста.

Результатьr этой работы бшли частичltо опублuкtlвачш в [IIi
I. Рассшотриl| упраsJtяешшЙ процесс1 llнозrоство состояний

ко?срсго образует заriкнутое внпуклое шноrестtsо S евшидо-
ва простI)цнстtsа Е" . Тац, где не огоtsарltвается протitвнOо,

будвц считатъ, что возшоrtен пс[Е.хол из лпбOго сOстолtlиrl tJ лl0-

бое Х ). llри переходе шз состоян}lя х в состояпие у доход

х) Это предполо]кение являOтсяrкоllечнч, значштелъпыi; 0гран}lчс-
ниеш обшщости. Ьго iJoltllo нсскоltысо ослаб}tтъ, заiiеlt}tts прtrfiпo -
лохteниеш Р.Раанuра[6] о возь;оrлости персхода иэ лrlбого состоя-
ния в любое за t:оl!ечноо чцсдо шагоi:. hы еще tlсрнчшся t( зтоlrу

вOпрOсу ниже.
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равеп Кlr,у) . ФункциD К(z,У) щ будеI предполагать,не-
прершввоЛ по совокупности перешеннщ. Кроше того0 на S эада-
Еа цепрерывная фуtli(ция a(r) - доход от окончательного состо-
янltя.

ТреOуется, звая начальвое состоянше прцесса Яо и его
продолш.rтельность Т, цаптш тц(уDпоследовательшость состо-
яниfi rJ , gi , . .. , r| , которая чакспIчзпровалs бц cytl-
llарншfi доход

т

Z k(r"_, , r,)+ *(r") , (I)
i= t

сту последовательшосtь шш 0удец назшвать оптпшальшоf, 7- цаго -
вой траекторией.

iialt оOычно, полоfrиll 
т

/, (r") :r а{ Z * rч-, , 2i )* 3 (g" ). (2 )- 
4,,,.l2T Т4

0чевидно, что

/" {а) - a(r),

7"r{") =-о" {*В,у)* {r-, {P},t r l. (5)

ТЕOРЕИА I. С у щес тву DT так и е п ос т оя н -
ные Л п С ,что для всех zeS п l>О

l{tв) - ),t l< с. (4)

2. Препде чеш перейтш к докаэательству теореIц i рассIотршч
связь этой задачп с анiцогичноfi задасеf, ддя дпскретного процес-
са, что поцоIет Еац выяснпть сllцсл постояltЕоД .2. . Естествевчо
пре!де всего попчтаться приблизшть цепрершвное цщдщ состо-
яшltй дшскретншr.

ВШбеРеш достаточно llалое €'О ш пocтpottll конечвое мно-
Еество Sг элецентов l|з S и равбиенше S ша подllноrест-
lta {Д"|rе 5, lil(ltl oopasol 0чтобц

,

а) U Д-=S,.
sЁ

в) Н"п Ао=А,
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с) еслш а'€ Дg n у'€ Ду t то

lK(z| у')- К(g,ill< е

Рассrотрш процосс с шnolecтBoll состояпшй 5, .0бозначчд

'lеРез {.' {х) ФушсцпDо определяецуD рекурреЕтвцш сооtцоцеЕцеI

{! rrl:8(z)l
l*, :iZ{LrB,y1* 

f,-, Q},
Иэ tеорешr I'рботш [2] следlет, что

{ic"l= хЧ* o(t)
0тсшдд, учпlцЕая, чlо l{!tr'l-it"l| <е мя 2'€ Д-,
хе S, п, следоЕательно, ддf, лпбого е

l(l€-€) + o(r) 
= /.rrl <l(дс*€)+о(l1, (6)

Iц подуqаеra

,€л*,\ прl €*0. (7)

Пршшевшть вепосредственво шеравенство (6) не Jлветсяl п дш
докааательстЕа теореlдl I шушо ttсполъзовать другоfi подход.

Ведичшна 
^ 

r явдяDщIlяся пределоll lаксшlвльццх харокте-

рi{стшк ковтуров в € -сетяхr совпадает с Еерх8еИ градъD ха-
ра(тершсruк коЕечнцх KoHTJpoв в шсходlоll lнolecTBe состоянй.
При эточ контура с лакс}tllаJIьчоS хараrстеристшко[ lroleт и це су-
ществовать. Полоrшr

К,(r,у):К (Х, У) ,

Kn(x, !)= *t;txlr,B,r)+ Kn_,(z,fl] (8)

Li

an-* *{ k" (r,z). (9)

Тщt tlaK все К" (цу) непрершвцц, то шаксиllуц в (9) , оqевидно r

достЦгается, Покатеl' 
"о л: tцр d tL (I0)

п
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Леf,ствитешцо, посколъку в лМоfi е - сетш существJет
конечпшй контур с шаксиliальвоft xapaKTeptcTl:Kofi, то дIя лпбоrо
€ п дtя лпбоf, € - сети Sб ваfiлется такое z ,что АД<о{о.

Следователъно, Л€ < sцр о(,Lrи ввддl (?) Л < tЦР О(а .
(; другоfi стороЕц, дегко построш!ъ последовательность сетеfi 56,,n

в которых L'* >nsrrpdn и0 следователъноr Л> sцр dп ,

что и доказшвает (l0).
В [2] шн отшечаJt}t! что цаксицальная характерпстшка цоIет

быть получена в результате решенпя задtчи лпшейнOг0 програцшп-

роваltия, в ltоторой отвскшвается стацRоЕарпнfi поток с определеЕ-
IIы!|и экстрOliiulънЕци свойстваttш. лваJtог}lчная аадача цоIет бшть

сфOр}.iулирOваЕа ш в данЕоц случае:

ilаftти на s х s борелевскуп uepy .F , удовлетворяюцуD
}словияц

r(S х S)=7 , (II)

,р (S х п)--r (4+S1 дlя лпбого Д (I2)

а !(аксимизl|руюl\уD велпчипу

Ер К (ц у). (Iз)

L;олее вашвой д.ltя нас будет (BBtl,цy ее связt{ с ФувкционаJь-
ныti урцвненпеш динацического прграцхировапця)двойствOttная з8-
дачц| l(оторая 8 даЕноll случае заппшется tак:

НаJlти ttзшериr.ую функцшь z (g) ш число /l, , удошtетво -
ряющие услоtsип

Z q)<Z(r)- k(r,y)+ u ддя всех q /€5 (t,})

и миtlил!}lзируloдще U .

TEuPДiiiA2 (Тсоренадвойственностш).0у ще с тву е т
о пти llальвOе реш еш}tе задачш (g)- (Е)
й и Ьптшtlальпо0 решение.Z rilвада-
'u" (I4)rпричоI

(1) и з ЕСуl.FF)-k(цу)* й д ля в с е х (.т,чlе Д
следует ,/7(Д)=О;

(2)если Д содерIштся в носителе
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ч е рв /ц , Е о Z(y)=Z(r) -k(r,/) +iд д я

(х,у)€ ДTTzocl(rr):
(5) Ер Кlх,у)= Е
[окааателъство этоf, теоречш Dполне ашалогшчltо соответ

ствующш рассtlотренияш теори}l бесконечцоtерЕшх транспOртцшх за-
шч [rel , [Е] с необходлшшцш изшешеЕпяllш цетода потепциалов
дIя транспортаых задач в сетевоП поставовке (сц. [2l ). ilопрс
о зацене 0птtлшальног0 рещевшя пряlrоR задачи краiшеf, точкой _ це-
рой, сосредоточенпоfi на грфпке некоторого сохраняDщего шеру
преобразован}tя дtя подцЕоIества S r - осt8отся открштш1.0т-
Iетпц, однак0, чт0 пOдOбЕOе шэученпе не удается пока провести
и ддя траlrспортноfi 8адачш, хотя в обоих случаях ,rошIо получить
более слабше утверцдения о зацеЕе шеры с огранцченцой плотно-
cTbD IероП с постоявноfi (в точках полопrтельвости) Iшотностьх}
сколъ угоддо вшсокого уровЕя [I+]. Некоторше допопнительЕ!е ре-
зулътатц шогут бштъ подучеsш по слелуDщеrlу пузи:

ТЕOРЕШ3. Пустьf ,IZ -оIIтшшальЕое
рецеЕпе двOfi с8веЕпой задаqи,

i =|rч у1|1 с! =7 (r) -к(z, il* 4 ,

Д.={z|ххSп F+лl ,

Т -s адаЕЕое Еа S'cAx отобрахеншеr
такое, чт о (rrTx)e F yt Т5'=S' . jl пбая шш-
вариаЕтпая относцтельЕо Т шера l
Еа 5'пороtдает оптпIалъflое реше-
ние,р задачt| (II)-(Е)

f (а)=l({х|(а,Тz)сДrt s'|), (15)

ДOМ3АТll1ЬСТВ0. Jlегко проверrть, что так определенная це-
ра удовлетворяет условияш (II)-(I2). 0птиlдальностъ ее сле.цует

EF К(ц {)= Е r кOторое вштекает шз определенrtяиз раtsенства
MнotecTBa Д

В тош случае, когда среди опт}rýадъшшх решенttfi задачи (1I)-
(i3) ишеется шера, сосредоточенная 8 одной точкеr эта точка на-
зшвается оптиliалъныli стац!!ottарншш состOяпшеш систечц. 0снова -
lllte дJlя этого даDт тсорешш по4. представляют интерес HecкoJlbкo
простtlх частtlых случаеts, когда удается нtrйти опти}rаJIъное реше-
шие двоriственноИ задачи и нспOсредственшо провсрить oпти[|сJiь -
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ность решения. Этш случал оказываDтся долеэЕшlrtl прr шзучевш}l

акOношическш,х цOделеR :

CnIЛCTBIIEI. Есдц Ф

что IаксиrуI Фув
дOстигается ва д

(Z, y)=(go,Io) ), т о

\= d, -- К (zо,zо1 (16)

и точка ro является 0в?lIальЕцI
с т а цп о ва рвцll с 0 с lоя цI eI.

a

Jвкц[я z(d lакоЕаl
кцпll k(цу),z(z)*z(/)
хаговалti (т.е. при

CjrlЦCTBllE2. Еслш
),:а{,:К(х",х). Есдш

цута, т0 тOчкаrъ

I",4,
Прплпбош l=оl ..., k-z

вOгЕуtаr tо
сJ.рOго вOг-

к(ч 0
к(/,у)

вевшшI оп!шIальццI стаццOlарццr
сOсlOяшшец.

СЛЕДСТВИЕ5. l;слч Ерд какоI-дпб0 п9
паПдотся такая ФуЕкцшя Z(r) , чtо
цак с }t цу ц Фу Ек цl п Koo(q!)-Z(rl+r(y)
достшгается прп Bil=(xo,Io) r tо

}=4по=Кпо(Iо,х")/по. (I?)

Еслш эт0 едпвствевЕая tочка Iадсп-
Iу шаr т о точк а (.rorro) явл я ется едц ц-
ствевпшц оптшllальЕцll сrацпOЕар -
ныц сOстояниеI.

Эти утвер[дения легкOr кOнечЕо, прOверитъ п непOсредст -
веЕпо. Прttвсдеш для пршIера докааательство следстшя 1, т.к.
оба предддlцlllх следствия являются его частЕЕцlt случаяrи. Пусть
вшполняется усдов}rе следствия. Предполоrчr, что Д2dпо
( Л ве чоIет Ошть IевъDе, чеf d,п ). Тогда цаflдется такое
п1, что dп,'orao. Так каfi dn*2 dn прш лпбоr це-

Iоц k i Tor не ушаJIяя обшчtостш, IоЕо счхтатъ, что fll= kan
Рассчотриr коЕтур длliнц tZ. , на котороI достlдгается IаJ(си-
шуц характер}rстпкп

явдяЕтся едпЕст-

цш ulleel
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К(ftо xaoz , tооrrr)+к(?ъа1 9 ?27оl+р ), ...*(k ов.0-,,rrо614)з
< kпо (Irоz , Z"o1ro)1o/1; :!ot Z(Хпоz)- X(xr,(zrt)) .

Суtоlируя эти неравешства по т , ltолучаеш окончательво
,Пq dпl 4 пр kdno ,

что протшвореqшl предпOлOIениD. В тоц случаеiкогда
Кп"(qу)-Z(zhZQ)4ЬолIя юех (r,y)i ( r.,z"), легко вt{деть,
что call оптицщtьшьй коцтур, на котороц достпгается шаксицуI ,
дOлIев ссстояtъ tiз олд!х ш тех Ie состоянй.

3. tsервечся теперъ к доказателъству lеорешш I. ilycTb

k
Чц (r")= 

цr, iэ_( ж G)*Е k (i ;, i i*,)),
rДе Е*.,= ?о .

Л};hlШI. Каково бш Еl бшло k r для
Есехае5па шIеоl IecTo веравенст-
в0

/а(с)зп)+(kд-чх р)) (rs)

дlя каких-лпбо пДOКА3дТЕПЬСТlt0. ДеПствштельЕо, еслш
п z шш пшеIш бш обртвое веравенство

klц r;+rlq ,хэ)+ . ..+ k(zпчlzп)t ?(lп), п)+ k l- V* (z) ,
tо, очевидЕо| заllеняя /-, в вшрrевши дlя Vц (z) нц ,x"L
ш получшлш бш

K(z, z,/+ K(z,, 4)+ . , .+k(?п-rl ?,r)+ k(Ta,zr)r.. *kЕ.,_r)>(пrк)),

ч?о прOтивOречшт 0пределечиD

рактеристtrк дJlя ý -сетей.

В частвостиr в качестве

^ 
как предOла чаксшшальшчх ха-

Ч (z) , огрубляя оценку, шOшtо

взятD g-* r гдо 9:тзп К(q у), Р= zzara (.z) .

3афrкспруеч кdкое-либо geS и paccшoтptll последова
телъность ФУнкциfi |оG):к(z, i) - 

^ 
,

?* {z)=-о-fЧr_,{z), -r, Wr"уl-А+u*_, Qf\
и последовательшостъ функчиfi

\f' = ?Tlaт 
{Xr,' ,*щ

1?7

(х)
х о =P(Z) l

(rчл - \*х-_,{il]\



Полошtш Ч В): ,n;n Ц (g) ,\K-*io Х* G)

дЕiillА2. Каковш бш Еи бшли kr/>O ,
для Bcexxes п пzk+€ шшеет цест0 ве-
равевство

/пG) 2п)+Ч(,zl * Хк. (I9)

ДOdА3АТiJiЬСТвO. 00означшш через /r" цаrссиrвльМ доход 0

подучаешцй эа 72 переходов. Тас как /n**n> /n* У*. r т0

/n*' k/п . ПОка8еш, что /п> пL при всех а .Деfiствtt-
iельпо, пустъ для какого-либоr?=7?о это неравенство нарушается
ц Д':/по /у". Х . Но тогда /*rо= kпо) 9 что проtи-
воречшт ДС _А .

Пусть Ko4k , !o<Z . Рассшотриц трцекториDrна ко-
торой достшгается /а_*._ lo . 0ооэначив ее Еачало черезз/,
а конец через z", llн поliучlttt

/" rrl'У;. (z , z)+/n_r"_e" *,/go (r2,
где ?*! 1-r, z') , - доход, получаеlлfi при переходе аа ko- ша-
говиас в z'.0тсtода

/, (z)> 
rff[Ч*{r, 

r)- k"AJ+ Ei;[le"rrl-C)J+ пА >

>rzд+TK(z)*XK.
В cacтttocтш, lloшo в качестве грубшх оценок 8зять

Ч(z)>g-^, Х,2ц
0бъедtвяя полученЕше неравенства, цш пршход}tll к утверцдеш}tп
теOрешц

-л+с*в</пG)-п),<)-g+*, (20)

Постояввые в левой и правоfi частях (20) годятсяl разу -
}iеется, п дJlя процесса с кOнечншц числOц с:,lстояниfi, если в
неш вOзцOtец перехOд иа лtобого состоянц8 в любое.

В тош случаеr когда такой переход требует нOскольк}tх lда_
гов, Еушtо использовать оценки (I8) ш (19), вшбирая достаточ-
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во болъшие k , е .Это ке отцосится и к слуqаюrкогда функ-
ция * (z) определеЕа не на всеш rношестве ý .

ýсли задача (Ii)-(I3) ицеет едпнственное оптишаJIьное рс-
шение ,оценки, полученнше в лешвх L п 2, }roшto уточнltть еще

ДаJlЬЩе И ИСПOЛЪ3OВаТЪ ИХ ДIЯ ltаХOЕДеНИЯ СЛеДJЮЦiOГО ЧIr€НО ОСИij-
птотики /л(a). llш вернешся к этоllу вопросу нише.

0тшеiиш еще полезное неравеfiство

dt-1)= /*/ n, (2i)

справедл}rвOе для лрбOг0 rL и дающее sозлiошностъ cpaвHl4 -
телЕн0 прост0 получить дOстатOчн0 тOчные гранлtцш дtя величи -
ны^о

4. Переiiдеш теперь к изучевию асишптотического поведсния
опт!!цаJtьншх Т - дtдговцх траекторий при 7* оо .3дссь
естественно ож}lдать резулътатоsrанаJIогичншх теореше S из [aJ. В
даннOlt случае нелъзя, конечно, гарантироватъ вшхOд прOцесса
на оптимаJIъннй контур, даfrе еслш он и существует. Более лрав-
доподобно приблишение процесса к оптиtдаJБпошу контуру - болес
теснOе в середине процесоа и шеньшее по краяш. Для того чтобч
0тчетливее прэдставllтъ себе качественнуt0 картину, ограllичишся
наиболее простыll сJtучаеш, когда функциг ', (ц у) строго вогну-
Tal хOтя все рассул(дения дOслOвн0 перенссятся и на обшtиIt слj-
чаi. Шы введеш }iepy отклоllеншя согтояния llpoIlecca от оптиlда:ь-
нOго стационарнOго сOстOян}iя и пOýаiliем, чlо cylllla oткпOнениii
ва опт}tцаJlьнцf, 7 - шаговой траектории ограничена свёрху ве-
личинOй, не зависящеfi от Т .

I,lTaK, пустъ k (з, у) строго вогнута по colJotiyllнocти пе-
реценньD( х п_у . Пуётъ цаксиllуlд фуцкции k(х,zl достигает-
ся в точке х . Как уrке отцечалосъ, эта точj(а и будет otl-
тимальншш стац}tоварншll состOяниеш процесса.

Рассшотриш пространство Еа , Et , Е' it проведсш
через точку ( i, Е, kB, а)) опорнуЕ гипсрл;iосtiость

?=ао+ q2 + аэ! к llнo:frecтty [z<krчр|Uчевидн0, что

Qu+ qz * аэ! , К(ту) прп (a!) *G,i) (zz)

ll

Ц + qZ + а2а -k(i,х), (,lз)

Легко показать!что эту гиперIшоскость iBotнo вцбрать такrчто-
бь.l Qа=- Q, 14, следовательно, Qo - ). .l-ieйcT-

t
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вителън0 , это означаст, что llш шOпеш прOвест}l нашJ 0порвую
гиперплоскостьпар8JIлельногиперruIоскости / шепьц!ейраз-
цернOсти :

^?;а=!, Z = О-

}Iаш нушво показатъ, что среди гиперrшоскостеii, проходя-
щих через точку ({ i, К (r, Z)) пар8ллельво / , наtrдется
плоскостъ, не пllеющш общих точек с по8ерхностьр t- k(z, у)
:ll,rl (х,у) + (1, -Е) . ilведеI функцир

k(ц) 
= "7zаз, 

К(а, р.Z- t/ lb
lчевидноrчто эта фуцкчия Taкte бJдет строго вогвутоfi.Проведеr
в прострацстве Е'" Е ' опорнуп Iиоскость ?= С|ц IG по-
верхности z=k(ц) в точке ( O,K(OJ) -;'ilетрудtо убе -
д}lться в Toxr_ что _гипершlоскость 7= Д + q (Z-/) в про-
странстtsе Е', Е'rЕ' будет удоЕJtетворятъ всеI нуrшflш усло-
вияli.

В качестве Iерш отклоЕеншя состояния z oT.r- шш возь-
цеш

!7.rl=rzс'п (а" *а(z-/)-К(а /)) (24)

- "зазор- IецдJr поверхпостъD п опорноfi гшперrulоскостьп. 0че-
видноi что если (1zl=Р r то q -2 , п пз?lzs-о
ПРИ 7а + Ф СЛеД/еТ rrz_ Е .

llустъ aorarr...l ZT - оптиliаJIьвая Г- шаговая
тр8ектория. В сплу неравенства (I9)

т

Z.K6.r_,,z;)2 Tyc(z"), (25)
с'- l

и так haIt
т

БС л + a(I;_t -1l = а(tо -r,)+ Т.l, ,
aэi

Т r-tто Д orat <t(ц* 
fi\*о(r,-r;*,)-k(z;,r;,,|<

= т !6zl*clao1* ч7. аР-у) =k. (26)

Такиш образоrl,trш доказаJIи следух}щее 
-утверцдение

Ti,OPbi,iit 4. }, с л и ф у н к ц и я k(а, у) с т р о гl)
вогilута п z _оптиllальное стаци-
0нарно е сос,l0яни е, т0 cyll}ra рно е от-
к1,Iонение состOяний оптшмалъноПТ

ý
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даговоа7 !раеЕто рr " 
2olalr.,.laT от' r

раввое Z{В,) rгдо Фушвцшя .Св) оп
ределоf3 соотношоЕиец (24), ограЕч-
qпвается свOрху пOстояЕноf, К l38-
вшсяцеfi только от ФуЕвциfik(-4ilпаF)п
от вачальнOго сOстOfrшиf, хо.

В обцеr случае в качестве Iсрш отшоЕенЕя (это будет от -
шOшевш0 сOс!Oянl|я 0т шOсlIтеля шерш-OпtиIальногo решевия зада_
чп (II)-($))сдедует вэятъ

!6z2=а,r'о (Л +Z(z)-Zбуl-k(ч /)), (2?)
3,

где Z - оп?шIаJIъное рещевие аадачи (I4).Для так определеш-
аоil черш оtклошеЕпя Z lеореlц 4 ворна в приведенЕоf, фор -
\упlрвкеi qто легк0 Dидеть, дOслOвн0 пOвторяя дJIя 9того слу -
qая дOказатешств0.

Теореча 4 представляет собоfi теореtlу Р.Радцера [6J,зши-
caHEyD для прцавOjБltого процесса. Раддер исполъ8ует още одЁо
предполоlенlоt дозЕоляпчее пореЁтш от IepH откдопен}tя -е к
обьпноrу рссiоявшп. В швшlдх ооозначен,iях это предполоБевие
запItЕеtся таа:

Д+z(z)-7(у)>k(z, у) прш (z, у) + (a z). (28)

Другпе предлоло8оншя Радtера шуIнш для обеспечешшя ковеqнш(
откловениfi {, rz) от ТЛ в Ееравенстве (19). Более спJIъ-
ная теореlв'Ннкаftдо l?J перешосltтся ва обшtиfi случаfi лшшь прtл

дополнительвЕх предполоIевпях (автошатическu вцполняDOlихся в
случае ЕеЁlцшовсвоl шоделu ):

I. Сушествует н е п р е р ц в н о е оптицillьное реше -
Еше Z з8,д.lчц (I4)rи дIя зего вшполняется условше (28 ).

2. Существует такая окрестность S' точки f 1 чт0 воз -
l|orcH пероход из любой точки S' в лпбуп.

Вшбереlr достаточно цалое € , а п0 пеlrу d такпц об-

раэош, чтобш

а-) s. = [.l l i-zl =d). s',

6) пз х, у е S б следовало 1k(r, у)- Лl< е,

lZ 1r1 -Z(i)l<€, !1z2 < е.
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t4a (28) следlет, что Еаfiдотся TaJ(oe ео , что при a#Se
цн будеш шцеть

Z(с),- ео . (29)

лLlllЦАЭ.Существу еl тако е k6(z") а

такое !е 1чт0 каЕово бш Еп бчлоtz
с р ед}t первшхkr{,а)ч trеЕов оптшlадъ-
во_fi траOктOрt{и 2orZnr...rln ш средш/, ..t€ её послодвпх чдеЕов ЕаИдет-
ся хотя бш по одноi точке Iз llно-
IecTBa Se о

Это следуст шз (29) и дOказанвоf, в предшдtщеfi Teoperae ор
рашиченности су!дrарЕог0 0ткдOшения oптиl|аJlъttоfi траекторttи 0тfr.

li случае равношерноfi ограшчченЕостп ( ве зависяцей от
tlачального состоявt|я ) вшOор k€ TaKIe цоlет бштъ рввпоrер -
ншr. чругим случаеч равноцерчого внбора k€ , вак бзrдет ясво
даJIъше! ,i зляетс,I случаfi рвношерноi сходшIос!и Фунпцдfi

Чп (z) , исполъэOвавtцшхся в леше 2.
.iE}iLiA4.itaKoBш бц шш бшлп x,ye,S, пП

lК"(4 il-п1,1 < р€
:ttJtb.i,rTbiЫT]JU. леfiствитешЕоr какова бн нп бшла траеr -

тория l,=a, аэ , ..., Zn = {, Iш хIеец

kбх,,хr_lr, .. + k (an_,, an) < (Tz+ Q \- k(/, r)<п)+ 2 с..

.{цесте с тем, tsвидl лопустиtJост}t траекториш ч аr. ..r 2,'/ ,
справедlив0 неравенстtsо

kn(a, /) > k (з i)+ (п-е)д + k (i, у)> rz) - 2 €

Используя леilиш 3 tt 4, цш прхходllц к следупчеfi
'l'ЕOРЕllд5.dаково бн Еш бшло

пачалъшое состоянпе ro rE8
ся ,акие k6(I.) n (е ,что для
I,o т в оптlI!Nальноil Т -ш8 гтраекторtдlt zl ,z|,..rzi су
;:;,1,ц,о,:::::,,;l,}*", ;

теOреllе .
€>о u
fiдJт-
лшбо-

о во il
IIар-
раев-
авЕOе

,
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-'- ее

Z..!Cr) rEo превзоf,дет Е._ i=lGFJ
lця случая, когда предпOлагается тOлъко вогнутостъ функ_

цшп k(x,y) и едцшствевностъ цаксиt(уцs k{z,x1, Iошtо
подучиtь еще 0дцо утверUlепиеl анаJlогttчное теорече lJ. Цори_
lплllш [I?] дJIя пейrановскпх цодедеfi развштия.

TliOPEШ 6. lI у с т ъ t'", ,i .

Iалъная Т - шаг7овая
,,7- Yуьv _ tcO

Yl+

т
,Z, -ОПТП -
траOктория п

П Р ll Г_с,о
llаЕсшцуца

7
Фувкцшlt

lдз
по

2i / (т+ 1)

rгд0 i
k (-х, -х )

точка

r Iш пOлучиш

ДOIЦ3АТЕЛЬС'ДЗ0. Рассцоlршц шеру ,t' ( Н l

Fr\=# [Чr.по 
пар (xi ,.|,n) ,приналлеrачщх ДJ,

где 
'I*,= 'I . 0чевпддо, ЧtО )Ц' уоо*.пворЯеТ УСЛО -

вияц (II),(I2). JIегко TaKre вшдетъi что лDбtя предельвая точ_
rа последовательпос!п 1чТ rаме удовлетворяет условшяr (I1),
(I2) и является опtшIалънцI решевшец задачи (II)_(I5).Ваяв Iа-
тоцатшчоское о!lдавше Z
ввиду вогвутости фуuкцилt

К(i, iц> Е*Ибт,р =К{i, 21,

откуда легко следlет, что F = z t какова бш ви бш,па под-
последовательцость lep р' . Но так как ашаJIогичное шатеtrа -
тичеокое ошдание п0 Iере .л7 rяiBHI /r , то 9то и доказшва-
ет TeopelryO

В нокоторюс случаях troleт 0казаtъся полезннlt дJIя вшяс _

пения свойств опltпIальвол tIвеrtоршш следlDцOе утверIдецше.

ТЕOРЕlЦ ?. П у с ть Фу в к ц пя К(z,у)ц е п р е -
рнвна.Пусть IEoIec?Bo SxS пред-
ставлеЕо в впде объедшпения в0-
ЁечЕого чцсла 8ацквутшх цшо
IecT" 

,
5 ,S: U Tn,

d,=7

которыхk(ж,у) сlро-
Д п по /.ПустьР

ва
г0

ваIд0I
вшпукла
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llHOlecTB0 внутренЕшх l0чOв IB0-
IecTB 7* . Есдu -L...,r| 0пll-
чальная Т -lц8говая ,paeKTOpDtяr
lo ши пp}r KaKoI i=|r...rТ-/аа9u(ч.Fh
{т;,х;*r)ва приЕаддеIат одшOв р0-
I.eHHo llBo8ecTBy Р о

Доказательство просто прOводится оt прт}tЕЕого. ДеШстЕш-
тельноr пусть (/j_.tl Bi)eP , (а;r$+r)€ R . Фувшцшя

ч(z1= k (хrч,z)+k(q {rп)строго вцIryнIа в цекоtорOЛ оврост-
ностш х7 , и, след-овцтельво, в aтof, окрOс!ЕOстI шаПдеtся
точка _z i дIя которй ц(-/)>q(r/) , что пршвореqr!
предполохенип об оптишаlьности траектOрип.

Jточшение поведев,tя oптишаJlьЕой траекrорш I0цо lспоID-
эовать дJlя получения более точпой асшцптотшкп Фушкцд! /, (Z).
Пусть в задаче шцеется едвfiственное оптиllаJlьпое стаtlхошарцоо
состоявие .z . Рассшотршr Фувкции Ук(z) х \t(-Tlr вводеЕЕше
в лешlе 2, вшбрв в качестве Z' сос?ояшше i .

ЛЕttlrА5.t(аковш бш Еш бндr k,!>O t
д ля 8сех z€S а 7z>k+Z tIee! Ioc-
Tci шеравешство

{rzl >I|k(z)+ Хrе(а) + п 
^. 

t501

Это coBeplreнtto очевиддо. ДостаточЕо рассш!ретъ lраекто-
рию, состоячцlю l|a путиiна KoTopoI достигается ?* (-z) (ов шrе-
ет не более k шагов и ковчается в f ), Еевоторого шо -
личества переходOв -с, - 

Z ш путш, ва BoTopoI достrгается
\e(z) . Доход ва этой TpaeкTopttш п будет равен правоfi ча-

с T}r (5u ).
0ункцпц 7* (r) u \з k) образуэт веубшвапшпе посдедо -

вательнOстlt, и JaK ICaK 0нил 0грашшчецш! то сходятсЕ к нокоlо-
ршц пределаI ry р) п х. (2) . l|ш хотшI доваааlьrtlто

/, rat-l^- Оk)-ХF) _ о прп f_ ф.
Предполошtлцrчто это не тас. Тогда, если полоlштъ

q7z1= И 1/, Сх) - t^),
t|з (J0 ) следуетt что нДfiдtiтся'тшсое Z r чlо

а(.), Ч(z)+Х,(z). (rI)

о
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3Фпксшруеr €'4# r гд0 С - rcдlпь Еепрершв
пocTtt k(x, и)^ в оiрствосtu (Er.f,) ш вшберI достаточцо
болъшие k.Z , чтобш

tц оr-Фс4l=€., |\,п(il-t|)l= 'прtt пz>krп>Z.
По теореrе 5 паfiдутся тшtие FВ) ч Z , что прlд

FG)<l<Т- Z оптпrалъшая Т - шаговая тректоршя бу -
дет проход}rть на расстояltии ве больше € от 5 . Будец_счи-
таtь, что k(z)>k, Z > Z . 3аrешиr rir"rrlпZr-е-,
ва а . При этоl доход от прцесса ушевъшlитgi вd _более
чеу на 4 Се . (llзrепятся лшцъ слагаецше _ К (girrl , z).ц, ),
k ( IIr.r*n , xl,l., ), Kl{r-, rri), Кё*,tr:)
и в кацдоi бдиц пз а!гулентов ше более чеI на ё ).Такпч об-
разоll, обозначая доход ша такоfi траешторtли через У', цш по-
лучиI

" 
/,(r), /'+ ч с€

/'=fr@)+€+т^"i(i)+е,

откуда для всех достаточно большtлх Т Iш получl|lл

/r{")=Ts" Qв) *iбаl * ?,
что противоречшт (5I). Такшr обрsзоI, верна следrпщая

ТВOРllЦА8.Еслп в эадаче ичеетс я
едипственное опт}rllалъное стацио-
нарное состояние Е и Фуfiкция кG?)
определена в пепоторо}l окрестно-
СТП(i,-t}то прtt Г+Фý

/rrzl-Тх- ФFl-i. F) - о-

По-вшдчrошу, ишеDт шесто и утверцдения относиtельно сходи-
llocти начаJlа процесса в траекториш, порOцдаецоR уравнениец

Чlz1 =-оr{ф со, -7V rчrl- 
^- 

йФJ), Р1 i 1 = о, |оz)

а lсонца процесса tc TpаeкTopшlt, пороfдаешоfi ураввениеш

-гi rrl =,,-rfxcr),r,vrfKcr,?)-л* ,[,r,l} Gэ1



( ср. [2J , Teopelв 5 ). 3десь }rзвоствуD слоrшостъ оредстав -
ляет вшбор церн откr!оЕевшя.

В тсл случаеr когда сходиl|ость фушкшлf, Чk к Ч п Фучк -
цхii I* к 1 равпошерна на 5, число С в теореlrе 5 rоrно
вшоrарiiь одний и TeI ке д!я всех Z € 5 ,

5. К рссшатривавlllilся вшде задачаtд отЕосится пршЕалле-
пащая Дг.фон Шеfiшану [Э] , [rl] заIкцутая лшнеRная Iодепъ
приэводства с постоянной текtологшеfi п разл}rчпце её обобще -
ttия. ltrы поt(а[ец, как шзлOlецшше теOреllш прttlеЕяются /щя полу-
чения асицптотпческих свойств цоделей (иэвестншх KaJc цагшст -
[в.lьнце теорещt - П tuлnpike thеоrепs n [bJ, [z]и др.)

iJстречаются два тппа стациоварrцх tоделей - Iодель с бес-
конечныu увеличениеl| производства и Iоделъ с огр8ничевпеI р83-
шrjроts t,.] , ГI0] . i( первоrу тшпу tоделеп опIосt{тся Iо-
до.ть }lеrlшцва и различнше ее обобщечияt не цепяпцие эё струк-
Typllt{x свойчтв, но позволяDщие ввести в описанше больше эко -
llоlli|ческих черт.

Рассlотриll экоЕоliичсскую систеIуr состояние котороИ д
задаетсл неотрицательннц BeкTopol (1.,,..., Z.) , где uс
пUliчзцtsает, какOе количество llpoдlкTa G i иIеется в C!ICTe -
шс. Заl*{кнутость систецш означает| что эти продlктш не потреб-
дяlolся и не появляlстся извнс. Возцошtа только их перерботка
в те ]ке продlктш (в других колшчествах ) с почочlъlо зsдаЕншх
спьссlбов персработки, назшваеццх т е хн 0ло г}t ч ес ки-
ц и про цес сашu. fiахдшй такой процесс задается па-
poii неотрпцательных векторов (чуl , где -r =(д,..., Iz) -
ВСКТOР ЗаТРаТrа t=(y,r,,,,/.) -BOt(-
тOр выпуска.

Сделаеш слсдll0щие прсдполоilения о riнc]KecTBe процессов /:
А,, . Ёслп (ц9е Z , то из .z= О следtст ,/= О.
А2 . Z - эашкttутый выпуклн!i олllороj1ншй Kot]yc.

ilерзое из этих условиt? - запрещение i|саиозарошденияШпро-

д|i{тов, второе - усJIовие лшпейпости цодели. llш пополниll ltto-
rtec,.Bo Z до Z , добавив к нешу все парш шеотрицательншх
tsектороj (r, y)_r дJlя которшх существJет TaKoil процесс(аi)€Z|
что а } Il / < у . 3аметиш, что при Taкol доопределu -
tlиll инс]fiсства тr:хноjtогических llроцессOв услоtsия Д, п //" пtl -
llpeEireшy UыпоJlltflются.

.j эт,.li.; llслt|ли в п ,едполоrlении, что Z - шногогранншii
,,:;п;;к;tыii конус ( пOзлнее продпсJlс;I(}н.rо шпогограllности бЫ;tО
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t спято другиши автораши ) , }lеfiшав изучаJI шакси}liцъЕыfi теrп
рOста и 0го свяаъ со стоишOс!вцIи пOка8ателяшп при бесконеч-
Holl продOлIецхп прOцесса при8вOдства.

ilозцоrtо другое }rсполъзоввние 9той шодели 15] , [Ь] ,
свяванпое с коЕечнЕч sрецепеI развитlrя. 3десь задача ставит -
сяrвапри}дер, так:

Задашо началъное состояЕпе с}tстешJ zo и общее число ша-
гов в шоделп Т . 3адана TaJcse Еоотрпцателъная одцород-
шая первой степенш фувrцrя u(z) , оценивапчвя состояЕше
прцосса в последвпfi IоцеЕт врешеЕu ат . Требуется наПти
такое упразлевпе сшстецоf,, т.о. вшбрть Tattoй вабор4rZ2r,..,4

(Zi_,, rrlс 2 , i=7, .. ., т ,

sтобш оцеш(а оIсоЕчательЕого состоя8l|я систецЕ ц(Zr) бшtа
шаксшllальпоfi.

Сведец этJ задачJ к шоделиi рассшатр}rвавшеfiся нацш рапее.
Ввидl одпородвостш сшстоцш ( ковуса Z ш функцltи zz )шш llo-
8eц норцхроватъ состояция, потребовавrнапришер, чтобш состоя-
R}rе систошш в капдшfi Iочент вреIени задаБаJIось верOятнOст-
вшI вектороц J= ( Ё, r..., 9n),, 4Ё,=l и,запоtшtная |'Iасшта6|'

состOяЕlля, т.е. чltсJlo /а ,Еа 80торе шуIш0 уllЕоIштъ вектор

ý t получалось ltcтцEltoe состояЕие процоссаz, .Сицплевс
норltированпшlс состояниfi обозначиц 

'up.._E 
. ir J

Для лшбнх двух состояний Ё,|..Е полоt}tll

k (Ё, h)=h(*zаз{l l(4, 
^ 

,11е Z}).
Обозначчц з(х1=€п u(z) . Так как функцrrя tz(x) одtо-
родtая первой степоЕш, то a(72)=76h)+ h,a .l,сли те-
перь обозпачитъ qерез /т ( Ц логаршфr laкc}tllаJlbвoll оцев-
K}t окончательного состоhшпя Г - шаговой траектории , Еачи-
нашщеfiся с ý , то эта Фушкция будет удOвлетвOрятъ рекур-
реЕтЕOшу сOOтнOшенип)

/"Gl=x(E),
/, Gl = t?tзfK (в,|)+ /._, ft))

х) В Balleй работе [IIJ ошпбоч}lо утверIдается вогнутость функ_

ции k(a,y). В.Л. llaKapB и !|.В.JIевипа обртили troe вЕицание

на тоrчто ато пе таш. Теl ве Iенее основнцс результатш оста -
Dтся вернычи при аацене опорttой lшоскости фувкциейZ/-rl(сш .

нише).
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Предполоrшш9 что в Iодели существует(п едшнствонЕо)сос -
тояпче равЕовосltя Е t вектор равновесшшх цеЕР ш что тOхfio-
логшческий и эконоl.пческцfi тешш рста равшш 0дl0llу ш Totry Ie
числу Jrc . Будеч Taкte счптать, что uз вачаJlьнOгo сOстояшия
процессЪ цошо переRти ( возшошtоrаа Еесколько щагов ) в сос-
тоянше равповесия б . lltи предпоJIоtения требупт векоторого
8оцшептария.

Непрершвная trодель роста окаашвается чрезвшчайЕо похоIеШ

ца дискретнуD динал}tческJD цоделъ [2] в вопросах свяэвости
IHoaecTB состояншf,. Тац дtя всех оптпlаJIьвцх коЕтуров опреде-
лялисъ зопш шх достиtиllост}t - IноIOства сOсfOянпйrшз кOтOрцх

llошшо попасть па оптшцаJlьншй контур, а даJIее ограппчив8лпgъ

рассмотрениеш тOльк0 9тшх эOЕ ! пOскоJtьку все ocтaJtbнцe сос-
тояция 0бразуDт подцоделъ, не шIeDuýtn Е[каких связеfi с атшц}I

зоначш. (Этцц детерrинированная шодель отпичается от вероят-
HocTHoii. Сравпш Е8]).

ь вадеш случае возшоаен такхе коlбиttаторншfi подсод. Рас-
сшотриш все возll0хнше подlцоlества llвolecтBa продlктов и бу_
деlr считать шх вершинаl!и графа связей, которше будJт соедш -
вяться ;tугаци в тOц и тOлько в тOш слуqае, если }lз поJIOIи -
телъншх кOл1,1честв оддого шабора прдlктов lloшHo произвести по-
ложительные количества другого пабора продуктов.Предполоаенше
о воэllо8Еостш перехода из одного состояния rtодели { в другое
эквиваJIевтцо предпOлоsению о существовании путш 0т одltоfi вер
шишш графа до другой. Для полной аваJIогии с дискретЕшц случа-
ех вадо еще определить характерист1.1ки контуров. Для контуроц
содерпащих тOлък0 одн0 сOстояпие, характеристпка определяется
как логарифц тешпа роста ( технологшческого и эконошшческого-
0НИ ДОЛШПШ СOВПаДаТЪ; еСЛИ ЭТО Не ТаК - I0ДеЛЪ ЯВЛЯеТСЯ РаЭ-
лопшцOй i_ то на таких контурах характеристика не определяет -
ся. Впрочешi это не страшЕо, благодаря рсширению / до Z ш
шоfеI перейти от шодели к любой её подцодели ). Для контуров,
содерпащих несколько наборов продlктов D,- D" - ,., -2s-2 ,
iloтHo опредедить другую цодель с наборош продуктовrЕапршцер
D, и конусоц техпологических процессов Z, , определяеIцц

следlющиш обрзошз
Пар (z,y) принадлешит Z, , если найдtтся такuеzэ,zз,

,. ., J5 l чIо Z ; содершт только пРОдlкТЦ НабОРD;,(.z;,zёt,)€Z
п (2s, ?.) € Z . Характеристикой контура пазовеll лог8_
рифц тецпа роста в этоЛ шодели (с теши Iе оговоркаliи, что и
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равьше ), доленвМ ва S о

Аналогшчшш0 рассштреЕшя tl предlолоIеЕшя нушо делать в
случае, есл}r Функlця а9 определеЕа Ее на BceI шolecтBe S .
0тцетшц оеlоrчто предполо8епче Р.Раддер о строгой полоrштель-
постl Фуаffцша Л+z(z)-Z(у)-k(z, у) фктпчески шспош8уется
для того, чтобш шсlсJlDчrtтъ оптшIлIьЕflе Еовтурш дJlдвшrбольtшоfiI.

Вернечся теперь к вашей аадаче. Пусть

Z(z)= ln F*.
JIегко видетъ, что для дDбш( Е, 2€Е

Zh)<Z(€)*hp- k(€,2). (54)

Деiствитедъно, лля шбого процесса (а Уlе Z Iш шIеоlt

Fy =,рF, п z (/) <lap*Z(z) . СчЙтая z Eopllпpo-
ЕdЕлй. ш норtlируя у 

",!":y!:el Z(v)+h, Туr.Ц+Z(z) l
откуда боа трудд слЪдет (54).

!lспошзуя теперь Iеорецу 4, Iц подучшц следlDщее утвер -
tДеНUО: дУстъ 4' , g| r,.. ,xi - оптшllЕJlьЕgя Т чла-
говая траектордя. 0боаначпш черз qв) велrrчшву

aaft $)-k(€,ч)-ZQ)+hч),tле Е = r/Z z;2.
Тогда т

Zor"|)<k,
i=o

где k - постояцн8я, не завшсящая от Т .

Частншц случаеI этого утверIдения является Teopola
Р.Раднер [6] . Теорешу Х. ШпкаПдо [7] rrorшo получl|ть
Еаfi сrедсlвlе пз теореtш 5 (конечво, без сделанню( ШдкаДдо

оцевов, tлспоJьзуDщ}tх спецшфшлу задачп ).
В.Л. llaKapoB [8]преллошл дJlя дальшеИ!tего }tзучения 4спl|-

птотических своfiств оптиttаJlьнцх траекториfi, п в частцосlш,
возцоIностп вшхода её в устоf,чпвое сOстоянRе за коЕеqное

число шагов, пнтереспуD ддеD подсчета числа используеIцх про-

цессов в dазисноц рещеfl}tш соответствупщей эцачи линеfiногo

прграllцлрования. }lспользуя эт} }цеD1 ц0Ilt0 свOсти зцачу к
паучеЕшп процессаrсOстоящег0 tольк0 ltз техлOлOгических про -
цессов, испопьзуечш( в со8тояЕиц равновесия. В частностшrOслtt

9тш процессн образупт цодем Леовтьева ( т.е.еспl lвтр}rц8 вц-
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пусБа явJlяется дliагоllцtьноИ ), т0 траектория выходит (в пред_
полоаенпях Раднера ) на оптиtlшъшое стационарное состоянпе зц
конеЧЦо{; число шагов.Ё)

tsтороll тип шоделеf, пр}tводится к расс!датршв8вшеRся наIи
эадаче еще проще. Пусть теперь Z - вцпуклое заIквутое
0 Г Ра Н И Ч е НН 0е МНОХ€СТВ0 И На ПOJIОЕИТеЛЬНOU ОРТ8В-

те задана неотрицательная веществепная функ:lип ц(х) (обычно

ишенуемая Фунн ttи е й п о ле зн ос т и )

3 кацдgЛ llolrcltт врешенш ё вектор продlliтов Zg лелIтся
ва две частп! уё п z { ; порвая шсполъзуется для целеf, про-
изводстваi втOрая _ для потребленля. Ставится зitдацI-Ilщ(сtlци-
зировать cyllБitpltyB tIолезность потребленлtя за Т шагов при
эqданвоll tlачаJlьнOц состояниш fо . 0бозначиц эlот lвксишуI
череэ /, (r") о

аводя qункциlо k (z, У) с поlrопЕD рчвенства

k (ч у)= "пол{u1 
z1 

! 
z, О, бх,z, g е z |, (J5) i

Iн пOлучшш

-/,(ъ)=rпаz(k(х,/)* У._, (yl ) .

у
il случае, когда Ц(Z) - вогнутая ФуЕкция, k (z, /)

тiцпе оказывается вогнутой в 0бласти задашия. ДеЛствителъно,
еСЛИ ВO3ЦОТеН ПеРеХОД аЗ Il В Yl а il3 22 В /2 П ПКСП
шуш в (35) достигается соответственно па Z/ п Z2, то пр}r

любо:r Л€(q ,/) шш иr.ееll:

k( l r, + (t - д)Z2, А ii,+ (l- )) уr1> u{l zn+(1- д) Z, ) >

>7u (Z,) + (l-д) ч (z")= лk(r, y)t(t- l) к (хэ, /") .

Если bt(z) стr,ого вогпута, ю k(ц {) тапе овазшвается
стрOг0 вогнутой в тех точка.\, где llоIно гарантировать , чtо

Zr* Z, ,

х ) il блtlгtlдарен проф. Д.Гейлу, обратившешу цое ввп!iание в8
эту эадачу.
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6., 0писаншй llетод }tзучения стацио}lsрннх состояний уп -
рашяецOй систецш Ее является едшнственншц. lJаtнш два другиJ(
поддода l( опредФепдD oпти}|dJlъного упFвлевия в случае бес -
коцечЕого возрастания фунrсчпfi /n ltз рекурреЕт,ншх соотно-
шеншfi динацического програltцtlрOванttя.

Первшй из Еих связан с }tзлагавшишся вшше четодош такиtl
re обрааоч, как Iетод суlшltрованхя расходяtцlхсrl рядов по Абе_
Jm связан с суl|цирвшl}tеrt по Чеааро. Иllопно, пришенитOльно к
шatteuy случап вцесто соотttошевRfi (5) рассltатриваются соотно-
щения

$r4-x(r),
/IBl - *r В r, у *а/|_, rz)f.

Фзlнкtlltи /f, Crl , очевпдпо, сходятсн к Heкoтopoшy пре -
дe,.lrу, кото'рЙ lш обоэначиI через /d (z) .Эта предельная

Фушкцtя удовJIетворяет уFlвненшр

74 {z)= -,;"|к rч 9+а/d {")J

ш пороцдцет некоторое оптицilJtьное управлеЕие ydrO rKoтopo-
ry ( если это упIввJlенше вшбрrно подходяцшr. о7jраэоr)соответ-
ствует некоторая rcра .pn на ý Х S , удовле.дворяющая уо-
лов}tяli (Il), (I2). Прш- d,- 7 пз uep yn чоrво вшб-

рать пOдпOсл9дOвателъность, схOдящуюся к неýOтOрOй шереrко -
торя будет oптиliаJtьншlд решешиеI зqдач}l (ii)- (15). Пришенш-

тельно к rаркOвскlлI прцессаrr рещения этот подход пOдробно
llзучirлся Д. БлекJэллош [rS] ш другиilи.

ts исследовании шодшей экOпошического развития ts пос -
ледflее врешя часто испольsуется шчой подход [8] - [irt]rocllo-
ванltцй на сравненшш цецду собой бескtlшечннх TpaeкTopttir про -
цесса. Следlя [9], HaBoBcr прог раrшоИ псслодова-
TeJlbttocтb Х:{Х-} ( в тоr слtчас1 когда это цеобходшцо

оговариватъ, предполагаетсяr что переход Xn-Xn*, возIоIеЕ
дlя лшбого п ). Пусть последоватflьность ф=92rх)= {Чr}
0пределяется сOOтнOшеншяr.и

Ч=о
Ч77 = Чпч *k (r2r-7 , In )

(т.е. Yn - доходr получоеiФй к ,z -olry шаЕJ uри исполь-
зовАЕиrи прграlдцш Х ). Сttажеш, что програцlла Х Jlучше

191



програхцш Х', еслиrначиная с пекозорого z, вшполня-
ются Ееравенства Lla , чп , где ?t2 , ч_; - _ 7z 4le чле-
нш соответствонно последовательностей ф(Х) ч ФбХ'l.Програш -
ца Х назнlается эiDфктшвноfi, есл}t не существует програмtrцr
которая лучше, чеш Х . В тех случаяхr когда существует
аiх!ективная програхшаl она почтl| полностьD ( как в теороше о

uагистрали) прходпт в окрестностш оптицального cтatцoнapнo -
го состояния. С падеfi точкш зренпя, анаJtиз эфективности
програхш пашного сJIо)шее, чоll пряшоfi аЕsJtиз аспчптотичоснOго
пOведения оптl|lIаJIьногo управлOния.
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