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Сборншr трудов

I!Б?г. lilшсшtтута tлтеIатttки с0 щ сссР Вшпуск 8

в.л.llАщрOв.

сOстOяшшЕ рАвнOвЕснOг0 сБАлАнсt рOвдннOю юстА
в ll0шл}l нпДlдшд с ФункtlшЕй пOлЕзнOсти

В Раdотах tl] - ttr] бшлш лtаученц состоянllя равflовесшя
ЗашIсЕутоЙ шоделш llейшана - ГеПла. llоделъ Неfiшана - rейла M(z)
задается с поl|оцьD вшпукJtого 8аllкЕутого кOнуса Z r леIаще_
го в ноотрllцатетьнош ортапте 2zz - шерного евlиlдовs простран-
СТВа. Точкu (ж, у)€ Z наашваюося про14зЕодственнццш
процессаl|llо На копус Z Iогут н8кладшваться те пJIш шнше до -
полЕштельнш0 ограниqения.

Состоявше равновесия trоделш M(Z) характершауется про -
цессоц (а,, g)c Z , вектороI цев Р , р>О, | рr-, , Е

течпоц расширеншя d.>o i вOтOрше находIтся в следушlцlо( сOот-
нOшеншfr:

I) a.i </ ,
2) ".Pz > Fу дJlя всох (чуlе z i
,) ру rо.

Характерное своfiство состояния равЕовесия состопт в тоц,
чт0 еспI Iодедь нахOдптся в этоr сосЕояниш в теченше какогO-т0
вреl.ениi т0 количества всех прOдJrктов, шцеDщшкся в ненулевьш

кOлшчествФ(, увеличивап8ся в тешпе о( , а цевш всех прOдуктов i
СООТВеТСТВеННО ПаДаDТ В ТеШПе db

llоделпl у которщ экзогеннше факторш (трудовше и природ-
шше ресурсшr конечвое потребление) задаштся с поllощъю достаточ-
но простьц функций врешениl llогут бштъ сведенш к замкнутц!J
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(см. наприиер, [5],/. Поэтому в н}rх такrе иопет бшть определно
состоянше равнOвесияr характеризуемое процесс0lIi BeKTOpoш цен
и Iel,illoit расширения.

,iJ главе У своеfi книrи [6] lrtоришиuа рассlrотрел шодель
Неi,iиааовского типаi в KoTopoii конечное потребление определя -
лось не экзогешно, а с помощьD функциil спроса. L!остояние равно-
весия этоfi ruодели характерхэOвалось у8е процессои, tsектOрош цен
и д8умя числаши, ф и _F, d -.F i причем ф -представ-
ляло собоt:l тенп расширения цодели, а ,р - темп падения цен .

i] настоящеи заметке рассшатривается шоделъ неiitановского
Tl,tпar пршчем конечное потребление паселения описывается не с
поt{ощьlo Функций спроса, как у llоришиlrш. а с помощъlо Функцtли по-
лезности Ц(С) r где С -неотрtlцательныii 7L - шерншй

вектор, показшваDщий ttоличества всех продrктовr которше пOсту-
пакп дIя конечного потреблепия. Дя этой шодели определяется
состоянио раБноаесного сбалансирOваннOго pocтai дOказывается
его сущест.вовапие и дается ег0 экOномическая лlЕторпротзItпя.

Итак, рассматриваемая цодель задается с помоцьt0 уsе
введенllого конуса производстsеннщ( прцессов Z , ФункцпЛ

w(цу) п ц(с) и числа о( . 3десъ ц(с) <\ункция полез -
нOсти, о( -темп роста трудовю( ресурсов1 т.0. предполага -
етсяi что трудовые ресурсн возрасташт экзогенн0 темпош d .

Полоrительная функция w(xry) определена на всех процессах
(чуlеZ и покавшвает количество труда, затрачиваешое в

Ilроцессе (z, у) .
/Ия данноfi irодели делаются TaKIe следrющ}rе допOлнитель -

ные продполопения:
I) llаксtлмально воз}lохншfi в состоянии равновесия тешп

рsсширения шодели М G) не мепьше о1, . Это озвачает ,
что еслi4 труд не я8ляется лиllпт}tрупцrш факторош, то темп роста
продlкто.в ос шопет бнть реализован.

2) w(д.z, Ду) = Дw(z,у)rА>О.п w(z,y)>o дIя
tsсех (ч 9еz 1 т.0. затратш труда необходшl[н во всех
произ8одст венню( прOцессах.

3) цrq -вшпуклая ввепх неубнваDIПая функция, покаацваlо-
щая величину пDлезности наСсра продUктов с ,прlо(одIщшхся
на дулlу насеJlения.

4) i] задаче: |'наИти t??-az Z/(c) при ограничениях

y-c>d.x, _(2,/)ez, w(1 /)-!"
решение ц(с) >о .

Дашtlуlо t оделъ такЕе MoIHo сirести к заиttнутой. Делается

i
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это след/ющим образоц: определиц конус z' r лежащий в lleoт-

рицательнош ортанте 2п+ 2 -Uерного пространства. конус Zl
состоит из процессов вшда |(wB у),х, o);(w(x,pl //d-c, uбсl)f
п |(О,. .,q l) ;(о, .rorXl]ri'f ,ц w вцпукль0( комбинаций.
здесь проделана операция деления векторов tsшпуска 2/ Ila о( ,
чтобш рассматриtsатъ процессш при Ееиз}rенноll колl,tчсстве труда.
Это допустиltо в силу одtородности первоfi степени отобрапеttия

получивtчаяс 
^ "лХ{f;"!'"f^!i 

@',|l r,, ишеет состоя-
ние рsвновесия, определяешое процессоl, |B...rq l) i(o, ,,Q)Л ,

BeкTopou цен Б и тешпош расширения 
^ 

о

OПРВДаilЕНИЕ. Состояниеш равновесного сбалансированного
роста шоделп _ Н (Z') fiазшвается процесс (i, 

'J 

€ Z l
sектор цен р rBeKTop кочечного потребления е и числа

d. и f , если вшполнешн следrющ}tе соOтношения:

I) осЕ< ?-е ,

2) w(i, /): l ,

5) ,вFа-({-с)Fп ч(ё)l
тде Р - вектор цен состояншя равновесия Iодели М (Z')
с теirпоtr рsсlлирения Д , р- n\ о

tЕOРЕJlА . В принятшх предполоЕониях состоянше

равновесного сбалансшровапного роста шодела M(Z') сущест-
вует.

Доказательство. Рассмотриr вшпуклШ конус

Z-j|С- Cr, f )l xt n) ; (w (r, у1, у-с, хт+ u G)) :

|(w(ч9, чr) i (w(z, il, у-с , sб + u(Q)f€Z', r< y-cJ ,

Состояние равновесия шодели МВ) с тешпоlr расширения
i определяется процессош lCq,,Q7) ;0.,.,О,^))

}l Heкoтopшtl BeKTopoI цен P,-(F, l) . Вектор

F+о , поскольку в протцвноtl случае для процесса

|{t, Е,'О)) (, V-ё, ucFlf) а Z r даDщого решенше
задачll ltаксшrпзацltи Функцltи t-t (с) , сфоршулировавноД в

предпоJtоIевшш 4); условие 2)определенпя состояtl}tя раRflовесия
не будет выполняться.Oчевидцо, что любо1,1 процесс из Z ,
дlя которого вшполцяйся соотношения 2) и 3) опрепеления сос-
тояния равновесного сбалансированного роста, и дает состQян}rе
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равноtsесного сбапансироаанного роста для irоделш |,1 (а
Такой процесс всегда существует ts силу непустотш конуса Z о

Пустъ равновеснше uены Р' определенц однозначно. Тог-
да гиперIшоскость с коэфшциентаllи ( ЛF', F') является
опорной к коцусу Z' в точке f(l,i, o))(.t, i-a, "С€ЛДеfiствителъноi она является опорпой в этой точке к конусу ? .
1,1 хотя конус z| является расширениеш копуса z r точка

lU, ft,o)iQ, g-C,, uG)Л остается граничной и дlя z' .
в случае, когда существует целое шно]rество векторов рsвновес -
вь0( цецi в этоll ltнoпecтBe по теu пе сообраченияч всегда на!lдет-
ся такоfi вектор F' , что гrrперплоскостъ с коэффициентаllи

(лF', i') будет опорноfi к конусу Z' в дапноf,
точке. Такиш образоtlr окончательно получаеш, что процесс

|u,а,Фj(l, r-е,цсаD7 определяет состоянше

равноЪеЬного ёбалаhсированllого рста !iоделп И (Z') .

Несколько слов об эконоlrическоШ ивтерпретации пOнятия

состояния раtsновесного сбалансированного ростs. Следrрщие да-
лее утвершления сфоршулирOвавш цесколько произвольноr 0двоко
они шогут бнть уточненц. Едди аконоIшка Еаходltтся в сOстOяRип

равновеqнOгo сбалансирOваннOг0 рста в течен}tе дlитеIьног0
Bpeшeн}t, то получаDщаяся траекторпя достsвляет uаксl|lfуш фупк-
ции полезностиi приведепноfi к 0дноцу шосенту врешеЕш с почOщьD

коэффициента дисконтrровация l. .
Слелуя llоршшшuе [6],шоrво хнтерпретшровать pacclloтpeнHyl)

шодель, как !rодель KoHKypeHTHofi капиталшстической aкoвol|}t6}r.

ts этой t{одели рабочше (вла4ельчш трудовцх ресурсов) стрешятся
к макоицуllу Функцlли полезшостш ц(с) , а капиталпстш (вла -
дельцы средств производстiJа) стрешятся к lfаксишJruу прибнли ,
из которой фпксировапtтуп долю oн}t направляю8 в дальнеfiшее про-
изводство (накопленше), а остальнуD часть расхо&уDт на потреб-
ление, причеш в процессе потребления они стрешятся, как и ра-
бочие, шакси!lизшровать Фупкцию поJIеаностп Ц(с) . Тогда сос-
тоянпе равновесного сбалансирOваннOго роста 0пределяет кOнку-
,рентное paBвoвec}te. Величина коэфициента приведеншя,l
опредсляется долеfi прибшли капиталшетов, ltдущеfi на потребле-
ние. В ч8стности, если потребление капиталистов равво нулюr
то х-- 7
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