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А А. кАIшАн

нЕкOтOршЕ свOистtsА 0IIврАтOрА пO.сOOрдхtlАтнOг0 LlпуOкА

Настоящая статья посвящева шсследованию своИств оператора
ПOКООРДИНаТНОГО СПУСКа ПР}tШеНИТеЛЬПО К ЗаЛаЧаШ ВШПУКЛОГО ПРС-
граlrlrлtрованшя. i{звостноr что !{етод поltоординатного спусi{а, во-
обще говоряi не пр}lвOдит к решечшD задачп выпуклого програы!rи-

рованияr 0дtl8коr разуцЕо0 кошбинироваuио его, ноприlrср, о не -
KOTOt)Цlll' ГРаДИеПТПШllП ШеDОДаШИ, ПОЗВOЛЯеТ ПОЛУЧ!lТЬ РеlIеНИе За-
дачи болео эфектшвно, чем при пршшенении градиептнщt llетодоз
в чпстоll вид0.

В случае, когда допустиllоil областью является все llpoeтpa}l-
СТВО ИЛШ еГО ЧаСТЬ, ааДаВаеШаЯ ОГРаНИЧеНИЯШИ tsltr'l8

Q <Ц< Еi, , ПРИ ДОПОЛfiИТеЛЬЦЪD( УСЛОВИЕ( ОТНОСИ?СЛЬНО ГЛаДКОС-

ти и при строгои выrryклости ш}шtиllиэирусilой liудl3ццц ijетод поко-
ординатЕого спуска, как легко показать [I] , приводl|т Е иско-
llolty шшвичJпaу.

Рассшатрtlвается задача lrипиlfизациш вшпуклой функциI_ Р
flа телесноч выrryкпош ограниченнош зашкнутоtl_tlнoЕecтBo Дариф-
шетического z -шервого прстраЕства RО .jупкция ?
предполагается заданноf, ва открштоll шношестве Л Эл

Своilства оператора покоордmатшого спуска будут изучаться
прпшенштелъно к этоfi задаче.

Введеш некоторшо обоаЕачения.
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Через Д, обоавачпr оператор пз r , Д''' rсопо-
сгавдящшfi тоsке tr=(Zb&,, . . .rЙn) гоqffч

Ё =(Ёпrёз*,..lýr-,) а коорд}tЕа!аIп Е1 =z;, j=l,Z...ri-!,
€,i = ZJ,.1, j. L,. . ,rа-! .

ДаЛОе: С, = { Дl rd : rс,Х, | , L= d2,. . .lп)

Е сG)=|rrХ . Дi ь)= €L i=72,. _.,п)

М' (в)= 
Щr1', , i-,у,2, ",, fu }

I

t

mзG)=Щ;,, i = /r2, rL ,

Q, ril= { zr, f (r,,. . .,r-l=ffiBl?Q) ), Ь /,2,.. 4;

Q,.- ; ( r) = I у 
rХ . yg) 

= lttц?!;l l, i = /з.. ./..

Зашетш, что лRшь в спучае строгой_вшrтуклости 9rg rlоt-
Ео гapaвTltpoвaтb олЕоlо,lоltвосlD всех Qi ( il u {Ji @)

В сшлу вшп]rклости цноlества Х введепнЕе Фупвцчм Иr
u ltli явпяlпсяr cooTBoTcTBoHBoi вогпутнцп и вьшryкльшлi. Сле-
довательно, овш непрершвЕш во ввутрa"r* ,оr*aх n"o"bcTB Gс .

Если предполо,rить, что гранпца шHoпecTBa Х пе содерlпт
отрезковr параJшqльньш tсоординатнцш осяц, т.е. пля лпбо! гра -
ппчноfi точки ё е G; соответствупщос llцotocвo Li (ý)

cocтot{T из едипствешноfi точви, то рассшатршваешше qупкwч Иi
п ftLi будут непрершвЕш такае и в граtl}ltlпш тоqках. Нопре -
ршвностъ Пi п FLi в гран}пlншх точках вепосредотвепЕо

следует шз тогоr что при сдепашчош ilредполоrевиш, каlсовш бш

нибшlиграничнаяточка EeGi lи е>О ,Еаfiдется
такое ýrО , что расстояние от любой точвш llпоIества

Y^Et(il до EiCil шепьше е (здеоь

"n П - параллелеп"пчл 
ý.-Б-.+ = 

'..ý 

, j,/,..p,lt; )

zб

l



l|шепт шосто пр1,1водиlrше нпfiе теорешн I u 2,
Т е о р е ч а I._ýсли ?@) - строго выпуклая функция

и граница li'o'ec'Ba х ". .одЬр=", отрезков, параллелънъDt
осяш rtоординат, то операторш Qi непрершвнш.

Д о r а а а т е л ъ с т в о. Непрерп"rо.r, функций Q;
в гранllчню( точках Ё- С Gc непосрелственпо следует из од-

ноточечности liнoпecтB Е l (il и непрерывности iЬушкцип Hi
и r7li . Допустлlш теперьi что при некоторош z фушция

Q i не является непрерьвноfi з HeKoтopoii внутренней точsе

ё" е С е . тогда ваiiдется такая последоIJат'льность Ёjе Ci ,
оходящаяся,к ýО r чrо

,Ц QrСti) = 4# Q;(€'),

Дtя произвольного зi е[ tni(€j), lYi (еЦJ

(I)

шееш

9@i, .,ý !n, Q, GЦ ё !, . . . lil< ?Н, ..Sf, ,,z;, р,,. . .,ё!.,),tz)

j=|,2" , ,

Далее, при любьш QrО , 8еr0 в силу fiеIiрершвности

И, п rni неравенства /Yrrerl >М, G)-tl
п mi GjJ < tп; (ё') + 82 справедливы при достаточно

оольш}о( j. Так как во внутреннеfi точке d"

ПtG)>fп;(€),
8, " Sz lro[Ho выорать так, что

ИiG)-Бt > ta; (ё"1 +t" .

liнтегрируя перавенство (2), пощrчаош неравенство

??



Р{в1, ,ёi,, Qtci), л!,,.,,с!,) I lY, (е)-пt(ё)-tr-t"J<

п,(€у\
* f clci,, 

. .,€!_, , ,;, ё!, . . l!.,) 4zi э
tц(Е)rtz

справедIивое при достаточно больщлп< j
Переходя в последнеш неравснстве к пределу при

ишееш

У(€;, , ..,ý,1, , а, с:, .,.,ёоО.,) <

н,Ф-)
[ уr,|,, ..,ý!.r, zi, ýio,...,C"?r) dq .пi (l')rtz

0тсюда, ввиду произвола в вшборе 8, " tz ,

vci,.,.,tr!r, а, l :,. .l,!, ) < ?{е ;,. . .,l,|,,Z;, ё!, . .. ý :-r)

lJ - t',

Mi

дtя .тюбого

?
Так Karc

I; с (tпiG), Mi G)) , а по непрерrвшостп

это верно и дIя заlrкнутого проме8утка.
Cl - строго выIryклая Функцлlя, отсюда слешrетi что

а= Qi G) , вопреки предполо,f,ению (I). Полученное про-

Рассtlотрим теперь оператор
перпозицию onup.ropoЪ et, ;

о , представляпщиfi су-

0сr)= 0"(0*,(...(Qсd D

0 п р е д е л е н ш е. Назовеш точtсу
подв1,1гной, если О r4"* . 'rХ кв8зп-но-

тиворечше доказывает утверfiдение теор9llы.

Приводишцй ни;е пришер показшвает, что при сделаttньD( пред-

2в

Шз доказанной теорешц следуот ЕопрвЁsЕость аlого оператора.
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полоIевшЕх кв83п-нопOдвшшlая тOчка ве 0бязателБво являотся тOЧ-
коfi шинmryша функцшш Ц даrе если фвкшtя У непре-
ршвво диферешцируе}lа.

П р шш epI. ДlяФункцпш ?(r)=(ц,2l*(z"-2)',
рассllатр}tваешоfi на шноJiество Х=|а,' ti.zt s 7l,
точка ZiOэ Zz= 7 явJIяется кв8зш-неподвиrноfi, а шипи-

иуlt этоfi Функции дост}rгается в точке zr=-#: 12з а
{2

Пустъ л,О'еХ }, последOввтOтьвость

xir!.. . удовпетворяет условш) ai= Qрi,9 . остав _

ляя в стороЕ0 вопрос о едшнственности предельной точки такоfi
последовательноgIl,r, докашеш слеryющуD теOрешу.

Т е о р е ш а 2. Если граница llнoтecтBa Х не содер-
ашт отрезкOв, параJIлелБЕшк координатньDI осяlt, т0 любая пр9дель-
ная точка r последоват€льfiости ri а|, d, . ,. являет-

СЯ ltВ83}l-НОподвипноих).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Последовательность Z|а!,..
огранl.ftlенная. Предполо*иll, что t a'i } - ее подпоследова-

теJIьностъi сходяul.аяся к предеJry Z, причеш

?(ОСПl)+ Pril . пустъ ?(z)-СftСrа2= к>о . 0боз -
начиll

7Il = {r, rr/,, ?(r) s сра)-5: |.
0чевtлдло, что m - внгryклое ипожествос

В силу непрерывности ?(r) " О Сф для всiкого

€, о найдется i такое,что /?Оrzа- ?юdk€
дJIя jru{ . Если €= 5 l тоd

?GJrzrs?Юа)+€ = ?G)+€-к < 9rz2-5 ,
,
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т.ео Orrll с И . 0тспда zr''n с /7Z при

любош пl, вопреки Tolly, что бесконсчнос числ0 элеIJентов

Хi'П долfrно прl|надлеЕать последовате.тъностtt tri' 1 о

Отсюда .о.дучr, оrо ?(Q(Ф= ?rq , . .".оr, QаУа.
0тнетилl, что предполо]rение относите.тьно граi{l4цш Mнo]itecтBa

х суцсствевно. Есл}t граница х содерк}tт отрезокi
параллешвьй i -tой координатной оси, _функции /7.,,

Иi, Qi иоператорш ОrrО no"ynruin.r"

равршв в граншчнъц тоqках llшожества Gё . Простой пршшер

сообщеп автору Р.Э.Вальскmt. Приводпмый нипе пришер показывает,
к_соше тогоr что и теореша 2 в этоll_случае такfig_.неверна.

Пришер 2. llпопество Х -конуссвершиноfiвточ-
ъ ке (0rOrI). 0снование конуса

выпуклOе мноtество в плоскOсти
Zз=О о ЗаДаВаеШОе ШеРаВеЕ-

cтBaшlt (zr-t)2+ zl 
" 

t ,zf!(zz-фs!,
Фупкция ?rd равна

ý + z.z + (."- t)Э
3ашетltll, что в точках гранпцш lrнoJfiecтBa Gэ , З3 ИСКЛtOЧС -
НИеш точки ёп'0 , Ez= О шrilеет шесто Ц=пъ . в

точке F ' Gэ с координ8тами Еr=4ёz=О }ltieel,

/Чз(il=l, QG) = f , , любоfi другоfi точке на граниче Q,
Мr. 0, Qз=

Следовательно, Plt а
0

и терпят разршв в тOчке Е.

tiачиная покоорлхн8тны:i спуск из точitи ({rtro) l ШЕ

получим IIа участке дуги .Z!+(z.-tf = 7 , пр}lналцепащем

допустишоfi области, последоватэ.4ьность точек, сходяцlуюся к

а = (о,о,о) . 0днако Q'ril=0,0,o) , т.е. Qr*а.

В заключение хочу поблагодарить Г.Ш.Рубиflштейпа за ;tlиlrа -
ние к работе.

a

30

a



ПИТЕРАТУРА

'|. t.Wаrgц. Шiпtщlzlпg cort?tn cotlvэx firпоtlоп.
I.rndrrBtr. ааД ДцЁ.Шаth.l тэt. rr1 

', 
196r.

l

a


