




еслf, Try L х*g i r.g l BoIr .Td

Полоrrt N.It,z,..., п) rr M,(t,a,..,,
lепорь, что

!) lr,-O, kcN,leY,
2) Qil>0, t.Д/, je l"l .

-9d
tll

tM i.l,t,...,rl
. ПролlOлошr

(l., )

(I.4 )

тогда
а) [txl шепроЁDца;

6) Г (т,) вогшуrаl t.0. ослх з' , r'c К| , l е fо, t) ,
то Fах',l! -&)r'tl lFtl't ,(!-llFtc') l

в) еслш Хц . О хоtя бц для олдого (G /У | f.o F(I) = 0;

ф Г({"1с1' ;

д) F(t) Iоноtонна, t.o. ocJtl т' , r'с R! t а'з Е' , ?о
Ft x')l Г( Е') i

е) Fttt полOшrольно одшородЕs порЕои 0rопонt, tooo 0oll
t.Ki ч l,ro r t0 Ftlлl=lF(rt i
tY Ftr') - F(il лля вOох r' , tr[| ;3дIIr ч!о I'.!
IЕIlЦ I.I. Еолr V решошlо yparпaur! lV=Ftчl гдо
F -фуш8цtя,опрдолsшЕ8, раЕоЕGtDоl (I.2) r JлoDIerDOpiDBл
шеравевсtЕаI (I.f), (I.4), в l - oootDOtotDrDlloc 0ебоlвоЕ-
шое 8начоЕlс1 t0 Й-0 r 1 -о
Д о в а 8 а l е л ь о t в о . ПрOIпшошr ошаqsлs, чlо rr'

Доцустrу, чtо i, - о ра lаllого-дпбо iз tl . lогIв rr r) rчо-
еу htt.o 1 too. i;fr. * \tFt-o дл, loor' 1€' . Otoэ-
да слsдl6rr ч!о П -Ь лдr lool icy r lir tsЕ оо прлlоtо-
IoltHD Т*о . эю проtlDорсur, зsIlDчошlJ,B.pcrr l rB [2] о
Tor, чт0 лдi собсrвошцого Dоrtора l ltпOлЕrсrot palcвotEo

Lt,-1 (легко вrдвlь, ч.о F slo'Drsrloprot 5l0I0шrr уЕ-i,t '
аашпоfi теорвrш). Е|нвчl!rпашо допJчвЕIо IoEaDoOrl Т - 0 .

llyolb !опорь I .О . По опрсlрrашID, Т - f,Frrtl , |,
следоЕаrеIьн0, 4 tft,o дJ[8 Еоох i.!,l,...rп. oчсЕlрtоl суцее!-
вуот lакоfi вектор r-7 (чапрrор, l.t/l ), чm Frfl*Frt).
Тогда в силу lollolonнoolr F ваrлDчaоI, чtо хоrя 0ц ллi одЁо-
lo i€ly frxt-FrtVt ; t.K. Froo F(t) п fв)fFit) .
С другоИ сюропЕr в схлJ своИоrва г) nloer, чtо _f rx) l О
для BcoI i е lY, т.к. re R: . Следошrольно, J, itt,.o
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qto прOшвOречtт првлдоtоlешuD Т =0
Т о о роrа I.I. Еслш в (I.4) шrеетllесто строгое нвра-
EBEO?Bor ,о сOбсtЕsпЕчП ЕOктOр V Функцпr f едtпствен
(сrедоваrольшоо олtlнственпо ]| собствеппоо Ешаченпо i, ).
Д о п а 8 Е т о л ъ о, в о . Пзtсtъ lrcетсп лва собствов-

шшх воrтора V, t It эV| | l . Е - соOtвOtGtвуDцхе собст-
BOBBIa !ваqвшшя. lle нарулая обIвоотr, Iошо сqtltаrъ t э i,
0боэпачпч чорз R lвolectвo пllоrсоЕ k | лдя котоЁх

\/1[ -р r iло zи -ff::ff. О..".лпD, f,* 9 ч R- tV . поlса_

lolr qtо аля воох kc R вцполtявт,Oя шоравеЕсtво frуfl-[r0.
Т.в. р? Ё и r !0 х! IoвoloпBoclt F пIе€I

Ftptl- Гtчl -pit - лr.о
п хоlя бш лля олЁого i . io а ll ввподшяе!ся неравеЕство рiq,-
- I Чо- о, В пролшвоr сJlrчsо вз рsв€ЕGlв :uТ.V , lv п f,-_u, = 1 -

=Еt вчтекало бс V,V l ч!о прlнворочит предIоJtоtеппD
ч'rt' . СtоtrоЕа!оlDцо, F,,lyvl- 4rtv1-o , и Е силу lloнo-
lоЕ.поо!п Г пусловпП (Qi| -o' ддяэсех iBll п jвИ
rоtя бЕ для оIдор0 /аеД пр всех icH вцпOлвяDlся неF-
вовOtЕа

опimiп(t, ,f )-r,n (f 'uБ,) ] - о,

1.g. Flр?l- F(f) . Сдадоватольшоr лля лэбого ie N иrоеu

Qrytli Frtu: . l|r 9того Gладlоl, чю { t|t, -рпТ - Fila)-^.,;

Йя воох a.rY r а ля ic К вцпоItЕпоtся равеЕство yq = ц .

0топлд ,t-I i ааto прtfЕоречит предполоsевшр i. tr

llлвв, прtполоIoппо 0 оуlооtвOваппх д9rх сOбствеввнх вектOров
ввворво. TBopera докs8ава.

8аrочан'по. Iсrовше аrr,' iёД/, jeП вrео_-
pBrB I.I оJц€сtвопЕо.. Прпводеr прttlорt когда Ето ушовие нару-
tBBo , собоtвоншчП Еакlор для F ш0 олrlнствеп.

Пуотъ ll = lll е 2. Тогда Функlпля F, вадаваеlая условпяхп
(I.2), (I.9), (I.Ч) ,пцооl впд

-lrЕtц -а,,mпlf

_ Fr(x) - а,, л,^i't
предполоrиш, что

t) , Q.,, пlп(*,r,: )
,t),a,,min,'f-.,fr)

(- -}

(I.5)



о Ё:,?;:)=i'"?),r.('i,, I:)=(i i) (I.6)

,Iоr.да лпбой ьектор 
' 

. Кr, гле (, -конJс, эалаЕншй нера-
tsellcTboll r, =5r, (рис. i),является собствеппчц Е€кlорош ФJвк-
ции Г , ааданноii равеЁствачи I.5 tt I.6.

(,

к, lK
KI

х,
рис. I

Z. Состоянше равноlеOпя Nп уоделп Пl

Процесс пJlоизводства пг€дставляется как пара ( r , Fril 1

двух BeKTopoBr где F - Цункчпя! определошпая paвencTBor (I.2)
и удовлетворяrrщая неравенстваш (I.3) rr (I .4). Boкrop Т =(Хr,.,,Т)
назш8ается вектороц эатtЁт! а Ftrl-(E(r),.,,, Сft)) - Beкlopol
вllпуска в процессе ( r , ftx) ). 3а единttцу Bpetloнr дlя проша-
вOдства i -fi шоlпонентш в колltчесtве { rzl заtрчIвsешя 

'tединиц отOи re коtпоновrш.
IHorecTBo Z всох процессов явJlяоlся подaцоIосtвоI р:^

Jlегко вttдетьi что Z - ваtlкнуlцИ внпуклшИ кошус. Пусть
lt,tiц1. ! и r с lV . Oпродолttш велпчhшJ l.L(r, F(Ir) спедJш-
щшI обрааOlд

l, t r, lir)l =

Велшчшна i tr, Гirl = ,|,I|!r( r, F(.)) наашвается rеIп0ll

роста llроцесса ( z , [ir_) ), а величtlна tfl = rПОI atz, Ftrl)
(по всеш ( r ,r-rrl )с Z ) - теrпоr pocia rоделш lrr .

l'lporr t Е , t'iZ) )r дIя которого иIоеl често {r=dЕ,Лi)),
наацв9€.. . 0птицальннI прOцессош ltлп 0птшчальнOй парOй.

Функция L дOсtигаеl своего ltaкcиIyua, т8к как оuа нопре_

1ltлвна всliду в Z за исключенпеll начzuIа координат. lrolнo пока-
зать такце! что существует прOцесс ( Е , Г rEl ) Taкo]lt чrо

j

1

F, (zl
-ч-, , Ii-Oi

с<) , Тa=а,

с>



tr,L(E,FcEl). По опрелелешпп LH для лtrбои парч (z ,lrxlkZ
llleo!.rooto ЕЕраЕешо"во lr а . | (r) .

Чвров R:' обоsвачIr сопрrавшшЛ кочуо r (j 9 т.о.
Pi'-[t, ! (ы> О р1, EcGx z. Rп }

( t- rrшOIпIl Фrпкшопеr ва Pn ).
llycrb р. lj' . Вошtор р -Ф,,п, .,р,rпрпllсчваеl кацдои

Еоцпшоitс a цеiц pi одtпlщ эtоfi коrпонептш (прлукта).
Ввпtор 2 шаtl!аоrся DorroDot цоц.

Вшl геrоjлtъ, qrо tроiпа ( {r, tZ, ГliцрУl tда ln> 0 ,

р.о , (L,F(r))е.?, вадlоt Gоо?ояlrе ра!поввспя лrlя Iоделп
}tt l 0ОlI

al lrrc FсЕ);
6) ц рr l рГtz) ля ,rбого 1х , Frz)) е Е ;

з| рFrrl-о.
(8le:b рg - Grаrrрос прохавrtsнпе Ecirtopoв р п ч ).
Сушсrвоэашrв tpotn ( /., (Е, F(Еl, р ). коrоря аадаеl сOс-
toaпrt parlolc0r, в, rL , oqGElEo. Вэrду rопоrошпосrч Функ-
цtlЕ F rопо Balrl опtхлsдъдrD вап, ( Е | F Ё) ) tакзrп, что

lnE - FtЕl. (2.I)

Равовстве (2.I) гоrорt о tоч, что .Z - собсtтеннflfi вектор
ФrпЕщп F , Е dЁ - cootletcrltDloo вц собствеЕпое значвшие.

В tcopre I.I ш,claloDllr, чtо еслr Фупrцrя F , валднная
paDoBolE0I (I.2)r rдоцсllорiвт rоrевrfi

lrt-o , kcN , je Н
O,i-O, i"N, ic11

rо ооботвешЕцf, ЕOfiшр И l ооOGrDsшвов tшачеЕие л , сооrвет-
otBrDfoo r , слlпоtвЪнвr. Поэtоlцу daF соЕпаддоl с ед}tнствеп-
пшr ообоtво8lш чшtlrl l 9 !.€. l - lr .

3. Уотойчпвость

Пусtь z I t,rtoil, плп просlо I(l' , - р€tд9нш8 pвaнocтHol::

ошстешl
rtё,t) = F(xtt)l, (5.1)

4оотUотствующее начаrlыloшу сштояllиD т (о' .

(?.2,,

(2.5 )
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Роление эпда NЛtt' r Dл8 )rО , L|'0rX - попоlлtелъ.
ШаЯ КОНСlаtttа, 0ПРеДеЛЯеIаЯ ПаЧаДЬШЦUШ lCДOBttl|Ir ЯВIЯOtС8 ОOG-

тояншец сбалансированното роGtа рtя опс!6чц (r.I).
Говорят, что дiЁи сrабо усrоiчrDоr оолt суцестЕуоl конеч-

чшечисJtаL ц С rаЕшвrчtо
c-ltv-rrl).e^ty (].2)

для всех t. l, и сшtrъЕо усrоfiчшво, ослDr

n r,{!1
,!.,!ff=c-0 (i=1,2,..,,R) (].r)

Дtя Функцпr F , коlорал опродоляо, тохшопоllчоошf, кошуо
/ rодели лп , чо]lо доrsiiаtь teop6\y о сдsбоИ JсlойчrЕоGlш,

аналоIпчнои ,еорвш 9, докааашшо* в [2l, t.e. IIEot locro
Т е о р о u a r.I. llуоrь ( 

^, 
и ) - ро!ошIс Еsдачl

AV = f tu) . Тогдв z,ltrz слаб0 Jо!оячпЕ01 1.oo оуtЁс!ЕуD!
С rr d talсne, чrо

c^tv . r(tl зсf u лля ЕOеI t: l .

Дока8аlельоlЕо. пуоть z.cy'j (l; -Dнуl-
репшоGrь (j l. Тогlt по своRо!вJ ж Fсil-о дл, tDбого

д. (j . Дп Le l! рqGсIоtрlI 0ооtаоfовп0
r,ttl 

= 
a,rtt) \(t-ll ......ц!t,

\.,r 
-ф,о i,rt-2) r,6 (',4)

0боаначrв # чера цtlt r подOlаDlI Е праЕуD чдоrь (3.4)

Blecтo Ц tt),lr)rl -tlr.,., I,,rtcl) а88qЕнtп Цсtl = цrttаtчr,
xrtl-tl =у rt-йt-'ц,...,tiо, =цОq сооtвоrоlЕоЕ!01 toOr

Irr!) 
= 

ylttltu* talyi(о _
I.@) ц(t - il lt" r . _. ,Ч У, tOl (, .5 )

_ l|gri|4 _ ltllttlц=fu. -Та '
rле Plt tl =rпQr цtt)

1.iап'
ПокаIец, чtо Ht /r-rошоrовво убшваDцая фJвдция оt l . а

cat ot деJlеr uлаач уittlЦllt.цtЬ п Irttt0 = у t l,!)| А!"
длв лрбого i е N . Сдедова!ельшо,

ц. t {, tl = itrt tl) - Ёt ц, tло;лt,.. , yol t)tt,l') . у.l! ,t)q 
^t'l.
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Т е о р е ш а э.2. Еслп для l вшполвяll!ся Jrсловия леrl-
цt 1.I, то ае,ldr' сшльво устойч}tво по оrвошенltш к лшбоцу

сOстOянllь r(o) ьо .
3аlе чави е. РаалпчпеIоr,дJr Teoperroй (3.2) настоя-

шей работш п теоречоИ I0 рабопл [ 2 i состопт в ToIt что
а) в Teopere I0 требуеtся Еераздох}tllость Функцхп ,- | а в

ЕашеI случае это требованио зшlеIlено Jсловшеш (2.r).
6) в Teopero I0 требуеtся приllпlивность Г в начале коор-

диват, что ве ttцeeT Iеста дlп функции Г , определенной рвен-
ствоr 1I.2) п удовлетворяЕцеП условияtl (2.2) п (2.r). В нашец
спучао эт0 lребOвsвие заIеняется требованпеI .t(o) -о

Докаsателъс!во Teopelц (3.2) совпадает с докаэательствоl|
теороltш I0 работш [2l.

4. СцучаП.когда в IоделЕ П1 некоторшо коцпонештш
}tuODтся в иэобидип

IIусtь KаIc ш в I, техяологtлческиИ конус Z определястся
ФуЕкtшOЛ

F,al =tо, orin(f,,t,, ,7",) ii.!,2,.,.,R), (4.I)

для котOрOr| ЕцпOJIняDтся условхя

6r,=o,k.N,j.H, (4.2)

ч.,=о, e<fl, ie|.| (4.Э)

Эконоrшческлfi сшrсл равенства 6ri = о coctollт в ToI, что
j -fi спOсOб шо поtребляет * -го продуктаr ]lлurчто тоае cаtloe|
( _И прOдIвt шIсе!ся в ttзобRлиtt. Эконоrдческая инtерпретация

Г такая Ie, что и в I.
Подоrнц ддя определепност!l

?=*, осл}t lr.=O (tcfl,l'eИ) (4.4)
orj

(РавепствО l*i.1О для всех k€ N невозIоЕtоr так как прtt
аtoI спосOб Jo нпчего но потребляет).

lлtя f , эадаваочоИ (I.I), (а.2) rr (4.3),очевпдtо внпопняпт-
ся своfiства а), б), г), д) п в), определевЕЕе в I.

В силу своfiсlв а), г) ш е) lleeт Iесtо Toopola I, доказан-
вая в [2J о существованшI шеоlрrцаrcльшого собсrэевного векто-
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ра й лл i6rшепiоп 8аIачп lV = f tvl
По lлоi rt прrчrЕо lloot loc?o п lоорвIs 9 -оИ re paootв о

сIsбоR уоtоfiчпвооti paloвx, эlла nltt рвапосrноЛ спстеIЕ
rtt,o - Ftr<tl) . гIо f- Функlцпr 8аlд!ная (4.I), (4.2) il
(4.1 ).

0 п р од оI е ш, о I. Сооtояшrо сбшtансttроваsного роста
в8вIDаOrоя рсlтrягп0 JoloЛчtвшt| 0опп

.lспа ц[t,rоl!/оllt . Сп r[t,л'соt.l/ц)ё = с'
t +о t-Ф

лля IDбвх Еачаrtьпчх усrовшП х@) u х'со1 t8кпхi чtо z(o)rz1o),

0 п р е д о Jt в Е и е 2. 05tнкцпя f шаачваеtся глобально
пршшtпЕшоИr солп 0на прlш!пЕца в к8цлоrl tOчке.

Пусль F определепа Dаввшствош (I.2) и удовлеlворяе, усло-
ввяr (2.5) п (4.I).

Т о о р в ш а 4.I. Еслп для прбого kel/ ишееlся хотя бн

одlп споооб j'c М lакоИi чtо lr, +о l lrr, =о дtя всех
Се N , tсk п aii,'O ма Всех iё il r т0

I) оооолввшшil векrор' 7 швлиtlвf,поfi вадачп l./ . F(l/)
елпшO!вOв r

2) х^tt сплъно усlоИчшвоr

3) х^СТ рагуrпрно устоfiчиво.
Екопошчвок, JоловIя теореlш 4.I пнlерпротllруDrся следурщ}rI
06раsоr: rrs пролукls i. ly I0lB0 сделаlь лпбоli другоИ прOдlкт
ke N

ДокаэалелъсlЕо lворочш оqевltдtlо. Утверrдешие I) следIет и9

прпцх!пввооlп F вточке 7rпрпчёч s.! r tешболееиrеет
tвolo нора8лоЕllооlь f (теореша 3 раб. [2J)

2) уоловия теореrш'обеспеqпваD, глобальпую пршllитивность

фуilкltпп F 0 поЕrоцу прпf,иtllвносtь в шулв очевидна. Глобальчая
прпrптивllосlь дво! TaKIo утвврtrдение 5) (твореrш 10 ш II ра-
0отш [2 J).

5. 0бобщение

Oункцtлоltал / , определснuьtй tra l:
ншчr если otl

l) tlолоlкителън0 одllороrl€н1 т.е. t.GJiil

, ttазOвёlt суIlёрлиilЁ::..

хё R: 1,1 l >q) , ,l{)






