
1969 гi , 0пшrалъвос пл,шrооrашпв Вшцтсш I0

удШ 5L + 5Iб + 515.88 : 513.85

н ЕкOtOрuв гв0llЕт ри чвс кш п al лOrЕния пи н ЕЙ нOг0
прOгрлнlltlювlt|ия

С.С.[утателалзо

п.I. В рабоtе рассllатрlвsется одлtl способ сведенпя пекоl0-
ршх 8sлдч пs посtроенхе Е геоIетрпп вшIryклвх тел к 8ад8чаI лпнеf,-
ll0г0 прOграrrпрванllя.

прпвелвr шеGколько пр]|Iеров простеllших 8адач такого coplas
I.Вппсать в lпогограннttк фшгуру, подобнуэ даннdR ( под по-

лрбиеr 9десь l нпIе пошиIается коIповхцtlя гоIоlеrпп l слвltга).
Z.Наf,тп ценrр lногограllпикаi t.e.laкyn ег0 ,0чку, дrя Kolo-

роЛ достtlгает I8кс]lцуIа Ilн}lIальпое расстоянпе до грашеп.
3.Вппсать в шlогограншпк два телаrподобнчх двllпtш, рааделен-

Etlx гпперплоскосtьD с 8адапноП порrальDl TaKr чтобш cyrra iЕrег-
ральшнI fпрпн вппсапшчх ,вл бша шаltсttчальной.

4. 0ппсвть вокруг rаpo llвOгOгранник с грашяIх, IIеDшIIп
дввRш9 ноFцвrI.

.[ля прстотш будеч [вэJtпчвть дDа тшпа эадач lla посtроенпе.
К первоrу liltU olнecel Еалвчп, в воторшх пв Фttryрrруоr уG!Oвr,
вчбор гиперllлоскосtх ra свцсIсrва парйлелыпrх tlперпIоспосrcП
(вапрrор, аалдч, Ir2 ); во Etopolry filпу olвecel ваддчtr Е roro-
роу прrсtrctЕуD! Jсловпя rаЕого рош ( 8адsсх 9r0 ). Ддльпеtiоо
l8loteнta ае ,простпtспi еслп oграlпчхtься 80печноrерЕчI сIJqавIr
поа!оlо lrЕl гI€ BoаIollloi буде: rсполъаоЕаlъся паrболев обЕя
tерrтtlолOгlя.

п.Z. 0свовшI оппаFrоI Dвбоrц crylвl Gхеrа Ulпкоrокого :
Оевrеля свя8l вчпукlчх lвоreс?в rr hблипоfiвшх Фувкцп[. Шапошtпr

сооtветствуDцурпопсlруsцtD. , ,.,, , .

Пустъ Х - пшуреФокспЕкое ловаrl!,о.,.ЕшtIJклое прOtШсr-
Eor Х' - сопрrIошпос r Х . наделёппýе сrльпоЛ тополоrтоi
( все прстраноrва счlllаD!сп вецестввtlllцlх). 0oозttачtlr чора ]

У -Ук (Х ) оовокупlость ограншенншI эачкнуt]rх Енпуклшх под-
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IHoaiecTB Х . 8 ),/l, ввOд|rтсfl струштJра пOлJI,руt]llы, 0пора_

тоlвши из Р + пороIден}вя ,аI шаашDаоIшш операцхяш llnHKolct(o-
гоr то есть цдгобраш$ескпI слоIонllоI шоIес!в и yIHorcHиeI нц

ltrlOтрIllат€льнши скsлiр. Полуупорядочошпе в lJ вDодхlся llo
вклшчсниш.

Otlopttotl ФункцrоI (фJttкцлtонцлоч IншковGкого) шоrосtвд rс У ,

HaЭllBalOT ОТОбРrеНше ?. , Х'_R i опрt,делUшное соотнощенпсI:

y.(У)-sцРY(f) (Y.Х').
Hltte, таш, где это ше вчанtsаеt нс.цорааученшil, будеr Оез огоDороt
оOозначать lHofiEcTEo ll его 0llорнуш функчtлю одt}|I п теч IE c}ll-
8олоll .

Черr.lа S -Sц6(Х') ооозначпI чfiоIество')Gхtблпнеilншх (llo-
прершsншх, llолош,lтельно од|офдншх ч суOаллштltвншх) Фуttкltлона-
,loв над Х '' , tlаделеншоо остесrвешньшl, сtрукtJраllп конусs п

чвстllчного порядка. llетрудно Ешдеlь, что оtоораIение 9(з)_Yr
есlь влохенuо (rr: Y-S . Для кацдого Ё с S опредаtuш llндiкa!-
pllccy Jl c V фощулой I, -r?r.Hi,yr'( Y ) . Пустъ I,S*Y та-
ков0, чт0 I (t ) - It .

3десъ п ниtе пршнятш_оOоэшачевшя ( ё с R, Y е Х* ) :

. H;(Y)=[Ic)( ; Y(t) {с} 
;

' Н.(У ) -- (l с Х,У(I) = cl ;

Hi tY l= |т е Х : Y(z), с}

ll1швелr:ч форlу;ltlровку осшовноI lоороIш [еrэ].
Т о о ро rаI (Фечхель).Otобрrешшп <l ,I остьиэоlrор-
фttэllн упорялоченпшх полJгрупп с опера!оршш, пршчеI

l"Y,fl", ч"|=0с
( 3десь 1n ость тоIдес!вевноо отобрrепше tlнolecтBa м

на сесiя ).
Эта 169pgla, очевIдlоr по8воляеl оддоаначно перходить от

вlrпуклшх tHoI€crB к схtФlппеПпшr ФJнкцпяч l Baoбopot.

Ш.5. tsСrрчаDlltаrlся нпrе фраа Шпустъ аалдно 8чпуклос
* е Y пподразуrеваат сущесtвовавхе аФфоктltвноЛ п[ )ц(,,д .,l..

деленllя Еп8ченпя опорной фушкцttш a ( У ) дJtп tзаIдого фltlrчrl , r-
ванl|ого У с Х' . Посдедrяя залдча ес!ь задача DаJ{сичизьit!r.. Jl.;
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веlного фупкщонала па вшIryклOU сrабоr trоIп8ктеr t.0. Е ряде
сJччеов _ лпнеПная прграIl|а.

0тчетпr векоторшв ваlпше слуqаr, когда опорпаtil фупкцttя вш-
ппсЕв8етсп яЕцQ:

[. 0порпая Фушкцпя tоqки u € Х есlь lzl (Y) -Y(с)'
2. Еслп Х - норшrrровашное, !о опорвая фувкцrrя одпнпчЕо-

to rapa S,,- tle N:ll*ll,,tl естъ sx (y)-llyllx.
9. ЕOлп Х - нор|проваппое прстраЕство, то опорная фушк-

цхя DпбЕпего 8 - парsлrельного lЕоrесtва 4, в rnoreclB;l 4 ,
tое. Iнoteclвo ,очекl оrсlояцлх ot а Ее дальше, ч0I Е8 д,о r

еСТЪ Дь(Y ) -а(r) *е,ýх (l,) .

Под лппеПнвr по llппковскочу фупкчпоаалоI попlllаоtся отобра-
rеiше 9, V -- R tакоо, что

I.9(*.Tl-ag(t) (ос,о; *еV)i
2. f (а*ч),r(е).g(у) (*.v€}/).
Фраа опустъ аалдпш tела rr, . . ., an eV r лпвеlвril

по lпttковскову фвн;tttttоttал 9 Повначает, что паЕеGтнш ,lлсла

fl(fi;). Черав К(,,,,...,,) буаеr обозначать вшпуrлуD конп-
" чсскуF оболочку в }/ пер?чпслепяшх llвоf,ссlв.

п. 4. РасеIотрпr сtедlDцуD пару аксtреIаJIъtlшх задач.
, Вадднtl:
lera al,..,, ,r- е У

Фrrrцпоналн Yr, ..,Yne х*;
ве8rор В,е R" ;

лrвеilпtfl по Iппковскошу фушкцttовал lL
3АдАчД I. }lцется т8ло э е V па условшfi:
I. лсе К(tr,....i -)i
2, - с H-g, 1Yi) ( j- I,2,...,lv) i

. .r. I,@l -досlпгао, Iаксицуlи. -,..:эsf,:

ВДД'Ц Ia. Пцеtся вепrор rl. R 
* дs.уgлrвR*; :

, I. 9j . о (j-1,2-,...,п) (т.е. 9д.Рi/,
2. Нitr,l(Y)пr.+л (L,1,2,...,ц); Y, I,,JiYl;
''. 

9(yl - (8,ч) - достигает IпнпхуIа.

Т е о р е r а 2. Пар вавч (IrIa) эквпвалвнtпа векотороf, па-

ре лDdственшнх заддч лпвеf,ного проl,рацшрованttя.

Д о к а а а l е л ь с т Bj. Шдrдоlry BeKTopJ *е РТ ста-

1rl в. соотDетствие тело _€ ., rZчжr.а, ur наОбОрОrr КаIДOrУ
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с€ K(l.,,. ,*_) поста8иш в cootBotclBпe Beкtop r € R} , коь
понентц KoTopol,o естъ коаlхl,пцшеttтш D прелстав;онши l-J.-r,., *)

Полоrлr crij _л.(Yi); ci-л(ti)11-1,,.,ln; j.r,...,rr) ]l cocTaB5I ПаРJ

двоRсtвешвцх задач Jlшнейного програlll|ироввн]|я 3

А. HafiTtt д ё Р- такоR| что Аа. llaliTtl ge Р' такоf,, что

I. .-,i )o a-(.,Д,. ,,m), I. 9; . О 11.r,2, .,, fu) ;

2. Ёа;;Л1 8i|-t,2,.,ir-); 
'. ,Eolj 9i с, (t,i,t,,..,ot))

5, ylz1- ,ý., ti -ftloa 3. iltc) - ; 6; с; -rtldrt .

3ашетшш, преrде Dсегоr что дlл лрOчх В " V; /с Х';сс Р. спра-
Еедl}rвш соOтношешпя:

I. Вс HZ lZ ) l.огда и только тогда| когд8 В ( Z )< с ;

2. вп н: ( z ) +л тогда ш тодько тOгдцt l.огдд B(z)rc.
Испольауя tеперъ Teopely Фенхелв, получtrц

ý о,,., = t зi (Yil",.=(Ёziдi )('/i).д tY,) {1.1.r, . .rr) ;

Ё ",, 
g, - Я u; яi (Y; l =.,(Ё ci Yi) -дr(Yl (..|,8,..., h).

TaKttu обрзоI| установленш aкB]lt aJleпlшocrlt :

Ё о,, лit< 61 <::) * С H;,tY;l (!-,,2,..,rr);

Ё о,, 9j * Ci <==+ t. n Hi,.,, (Y )rА (i=1,2,...,r"l) ;

следоваtеJlьноl пара задач (АrАа) эквltвалвн!на паре залач (Irls).
п.5. ПерейдоI теперъ fi эадачill вt9рог0 !rпв. СнвчаJlа дддlI
0 п ре деле н u о. Пусть О=,flНi;(Yl) -rвогогрJнrtцво

Toltyutиlt цltоl,ограшн}tкоI Q,. , пороrдёЕпшI IногограннчкоI о ,
навовеtl лпбой шепустоf, алоrенt celolcTBa

to" =,d, u;,...,( Yi ) l о. п,

llocTaBиr пару эксlре""п"""lr эадачl нароч}rlо прllЕодошllшх
здесъ ше в саrоП рафинпрованшоП форrе.

3адацц s

!ела т;!еУ (i-r,!,...,rtr({); t-1,1r.. ,s) i

Чела r,,Tz,. . ., tr, предlолагаDlся конliческf неаввшсl|Iнlи|
еслп пх рассIатривать KaJ( tочкI У,д
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tJrкцпопшв Y_;:с Х' ( !-1,2,..,,п(t); t_,,1.

zi с Х' (р-,.,2,.., f(t]: t-t,z,
DefirJpi| бrо P+ltl!. ,:t, c/'l Р f(tl (t -,.2...., s),

lшrеilltше по llшHKoBcKory Фуttкцпона.,rы 9; 1 t-- l. а.

По.,lоrш лля t - l,Z, ,. . , .С :

pJt, к _.,(.*j .Tl,,,l):
х (t!

i.:
Нв:

J
( t'r' :

? (r:
Ot= Л н

F.'

...S.'.

, s);
е - R',

, ý)'

у' _,
'r, l)Z

ЗДliАЧД I l. Пцуtся tела .Е t е )- п lекуlхе IHol ограннпхз, ajr,

удовлеlвор,.пшlе условияI:
t. crc l,' (|=1.2,.. .s);
2. .Tf с U'tп Q,'r,, (c{t.,l')*a. 1t-t2....,S),

'. 
r.r i:T,'. ,..t5) -t'9'(.') - достпгаеt IaKc}rIJIa.

зАдц rla. ШryтJя'"rr*rо* 9t . Rn('l, zt. P'(')((,l. ,,.s)l tlc-Rs,

t довле rв оряDшlе JсловllяI :

[. U;'*О (j,r,:....,rt(t),ll Ut"O: (t.t.2.., S,\:

z!ro (p_,2,.,, /(t)):
2. ..'t ,, Hi,c"Il ( YI , Zt) + л. (i.,.l...,,лrll) {-r.,, ,,.s);

Yl :j"rt Y,t, r' - #' zi Z;, (t-lz .,s);
ur..{|-о : (р_t,э,..,е() t-,,2,.,,, s) ;

,. ,U', El ?s; lt j-(e.u\. t Кr:g'.l.t :,')]-досrпl,ает IпншIу-

ДRалогltчно Teopele 2 устанавлltвается

Те о pera 5. Пвра задач ( II,Ila) эквl|валентна некото -
роI пар двфственflшх ааtач лпнеiного програш|проЕавип.

п.6. Пшведеr lеперъ приIеЁ аадilч на постровние в Р' ,уfi-
лалшв8lllllхся в этll сх8Iш.

I.Впttсать в IцогограншиtrOа8лашпшl пересечешlеI полупрост-
:tэllc,JB, Фшгуруr подобвJD ланноl фпгуре т . В этоI слJчае в пер
рlИсхеIе .t.-Tl а;-{е.;); Z,..r.{-er} 1;_r.2.. .,,t);_",8дссь е; = 1ъl.llf?. t,,. .,о)- бцзttснчП орт. Iаксиrllзпруется 

'о -iоэrlФпцttllttт растяlешпя тела Г .
2. Сллигап r[иKcttpoBaHHOe тело Т внутря вtrпуклоil lrногогран-
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ноR поверхшосfll V , располоlIlь его taк, чlOбц дOстпгаJlа llaш -
ctrIJIa Еелич}lltа ,K,r{!r lly ,: ll . В аtоr случао в первсlti схече

:r:оз|i *r-{*,cR'l ||с|| <r}; l,.j.l€ll ;l,.,.j"[-ei} {.i.t.a, u1

llаксlrшэшруеlсf, коффпцхен, jT l

3.Пусть задана решеrкЕ разlrчЁ lп ^ lL |oбрtrэованная пря-
чцчп lla плоскосril, вшпуклlЛ lшогоугоJlьltшк v r Ешпуклц0 коIпаtс-
тш aii ( r -1,2, ., ,m; i 1,1,.,,h). Счшlаеt. чtо образуDцIе рв]еr-
ки Iогут переIецвrься параллельно ссбе. Требуеrся Епliсаrь tело
fiaj в tФetкy решк]ткп (a, j) , а поJUченшуD Фttгуру впIсать в

llllогоугольнпlс У |подоOшо сеOе так. чтобш lаксrrциаf,рOЕалаоъ сJI-
ra коэффпlшенtов рirсtяrешпП. fсно, что ota 8адча lочшо впrGцЕо-
оrGя Е cxouy II (адесь текуцшIt lllогограшlllкаlх являDrся клоtкl
реrетки ) .

3 а r е ч а ш 1l е l. 0човидноr чrо HaJloleшno лшнеПншх огlх
шпченшП ша коаЦDшtцеш?ш ra в предснвлOш]ll д-J rd эi l|

tопяеt лrнейпо-програrшlого шравrcра залдч lrII. Пршведеr- д
прlIера TaKltx ваЁч: .

4. Впшсать в Iногограпцшr параrдолоtоп с данllшч отllоцlош1l

er изшерншil ч ФикспрованшцI ваправленш€l| clopoш.
5. 3адаllш тела йr , . . , otK I гDtперплоскоGtш Н,,..., Н.

трсtiуется постtоllть шдксшrаJьное тело, подобшоо дЕltшоIу. !ак чт
бш гпперплосl(ость, парцллельшая Н; r 0!долЕl8 8lO tопо ot I l_

rества Дi .
3а rе ч ч н lt е 2. fuоrlсtЕешпше аавчш Ia, IIа покаашва

DT, чtо ycJloвпe пересечец!я lепа о эалдfoнцr поJUпрострац4тво
(воэчошtо, текJщпI ) сводится к лпшеilноtlу шервЕоцстЕу.Следовg
тольно, к приведеннчI аалдчаI IoIHo добавлять rрбованtlя као
llltя вписаlltlшI !едоI фикспровашншr гршеl lЕогогрsllшхва ll аll8л0
гичtше ycJloBtlll.

3al е ч а ш u о 3.Условче пршllаJшеЕlосlп шскоIого шл8
Kollycy по8воляо, в ряде сrlучаев Jпрсrhlь вцчиGпепrо опорпшх фу,

щП. Напршчерi в аадчо впltсшвашlя цliдиндр8 с основанпеI Т l
дsllншI llаправленисr обрчаушtлеl rorшo полоlпть al-T ! ,4r-
Heкoтopolly otpeaкy обрзупцеI.

З а I в ч 8 н ll е 4. спешеt поDчшть| qто Е Еа.вчах с цно

гограllttuкаIш большоil слопtостп чпслсtlllo целесообраttо ре,чать дв,

ствеьнуD аадчу.
п.?. 0чевидноi чrо lшчеПшо прогрчшшd хзFктер аалач 1rll

чо иаIеfiIтся прlt добавлешши лрбцх огрншчешшf, вшпа 9(alз с ,1д1

9 - лшнеf,ншй по Цшнковскоllу Фуttкционал. В свяоп с этиI ha-
llollllиI| что дJlя полугруппц с опе[Ёtораш У* (R.") обi;..; ь.tд

такого .IJунliциончла даетсrl,lорttJлоjl: 
r,

a



q(r) =J . r") dл (tt ) ;

Za

sлGсъ z* - сферц шsправлецrf,. р - fop8 ша Zn (cl t5] )
Oтrаtш, чtо елlшсtЕеншшI пшварrацrнцI оtшOсllольшо.lвшцвtttr

фушкчшошалоll в Ул ( R *) яЕrяеtся шорIа Dsпуклого tелor tа6.trц-
lеградЕшая lирiва.

llввоствал TBipera Д.Д.Алексашдрова [l] уtверrдвоl| чrо дlя
rшбого Фrшкtlшошвла 9 r пороцонцOго цооtрrцашльЁоtr, rчЕариашt-
шоI оtшосшtельно слDцгоtr Ео сосредоtочOшшоl шr ва олшоI'rа
боlъшшl подсФврIороt шаЛIвтся T{rlo Uey*(R,^) | laкoo что

g(").Ц(У, а) - перЕцI сrешаннd o6bol. Такшч обраэоti обшчшцо

дOпопllrольшце ограшlчоtll|я в валвчах I, II tIеDt Dlд: ,

V, ( l.;* х).6t (l(-i,2,...,p);
ГДе !l, ,. .r Чр - 8а.ВШНШе ТВrа.

п.8. В олучао бескоttвчшоуорного пpoctpaltctвa прЬлставлветсв
rшtepeoншI pacclorpotb бвскошечпцо ашалогt эадач I. Il. Длп про-
стOtш рассчоtршI Grelry I в счвтшоП посt8повке.

3адачш:
,еtr8 аt,...rа,леУ ;

Фушкцпоналц Y; е Х* ( i-|,2,.., ) ;

чIола Bie Р (j-t,z,...);
лшшойнцl по lrшшовскоrу фучrшrопsл д . '

3АДЦ I] Шrcrся tоIо tc У l улоЕлетDоряDцее JсIовIяIз
I. rеК (*rr...rЛ-)i
2, fi . Hi.(yJ) (j_t,z,...) ;

В. ,и (д ) досtlгаоl Isкспчуrа

0каашваеtся, чtо пр лосtаtочшо осtеGтвоннцх лпя аавч ца
ltoclpooнllo уоtоDtlлI ,у ва.вчl I ' oolb ПчобцrеЕскалr под8алачц
tltпа I. llrcBBo, rloot Iбсlо

Teopera lrПуоtь
I) шоrество {(h - 6;)е Х*,Р ; j-r,r,...| коtлаfilво

D еоrосtвеввоl Jопоriогlш проtаDеденttя Х '^ R ;

2)суцослвует доfiJсrшrое роцешl0 ааЕчп Ir t. tакое, чtо

'а.4 Нв; (Yi ) -z\. (j-,,2,...) ;

тогда эqдqа |-экэttвалочlна цекоrорой своеI кошечвоl пола8дд.
ЧЕ.

.9}

a'

}



Д о к а 8 а t с, ь с t в о.ПолоrпI, как odЕчпоrаlr.rд(Y;)l
ci-l(ri); (i.l,..,Цi j.|,2,...) п оtоIдесtвtl! с с Кбr,,...,rr1

с ,et : е RТ , Iлп rоtорого t -,ýr.. , ,огда полrчll olc-
tвцl лпвеПвШх нерввешсв (д) , аrвпвалоЕ!пуD 8алаqо I'..

I. 11l @ (i- !r2,...,П).,

z

,
. ЁQli11 

<bi (1.t,2,...);
. y(l)-Err"r-ma-
В сrлу усIоDltя I rпоrосtво Д-|(ац,аrr,

t

(д)

,а^!,- 0i) сР'' j 
д1,1,...|

огранпчеЕо l sах8пуtо в R-" . Всrлу,сrоЕпя2 orctBra (д)
,сtоПqпsо coDlвcтпa. Хак павесtшо [qJ , Е этоl сtучас ototola
(д) ,reot lsкiD копеqнуD подспсtаw, па IBOIeotBe pronlfl rо-
тороl досrlгается IsrtсllцуI Фrшкцпп y(z) . ltрпrевяя toopGt(y 2|
полJqtr трбуеrое.

Теореrа lакого тппа пIееt locтo', для босконечшого аlшога
вадасrt II.

lвrор прtlзваrелеп Г.Ш.РубrrвптеПву ва совеlш.l Д.I. Рубппо-
ву эа офrrдешше.

trпtерslура
I.Г.Буаеrав. Внпуклше повOрхвосtп. Ш8д. ШНауr8'I. I%4.
Z.Д.Д.Раlшов. Векторвше просlраЕGtва. 0иаlаtгп8. I., IS2.
9.А.l.Рубrвов. 0 пекоторчх своIсrвах с5lблчвоlпчх фунrцroЕаrоD.

Сб. пOпtпrальвое Еtsвхров8лIапr ш.196?, 9] п-Б.
l.С.Н.Червrrов. trшвДвве ЕераЕепсзlа.П8!. iПауrаП I. rI%8r
5.с.с.куtаtвtrадаеO Д.I.}дrбпшов. Вадат, tппа пsопарпrвtра t про-

сrр8всrвс ЕшrкlшI tаI . f,цol.сборшlii бI-?9.

n*B:f 
f"r*вOIдвщr

t
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