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9Аддчlt тttпА и3oпЕрlliltrрА в пюстрдtlбгЕв
в1,1пуклhх тшl

С.С.Шутател8дае, А.I.Рубrнов

Введешrе В рsбоlе делабtсi попцтка с tоче8 аренпя фJнrщо-
ш8JlьнOго аналпза l IаrоIдlllчоскOго програrшровашшR plcclolpelb
цевоторце акстреrальшrо задвчlt в тоOрпш вшцуклшх поверхносrеl,
грJппllруDц}tеся Еокруг кл8ссшчоскоП прOOлеш f,8опершIотра.

iетодд IатеIа?шческого програIIхровЕнrя прrгоднц дJlfr шо-

оледоваtltlя эксtрllаJtьшшх аадвч в вsшопЕшr( прс!раflсlвах.' В свя-
эш с aT}lI в первоч параграфв паЕосlllцI спосOб0I вlодl!оя прOсl -
рsнство вшtlуклшх ltollnaкToBr D Kolopol t Еодотся дд.llьшеilшаа lо -
оледованl|о.

В парграфе 2 в ttуrшоП наl крtкоI форlо прlвбдllся осЕов -
вце полоIенпtl теори}t сllеLапнцх объеIов БрунааJrнковсrого l loo-
pn}r пове рхностllцх ф}шкчrЛ Длександрова.

В трстьеш парагрфо 0ппGшвал?оя. llошоlоро шJшцб для ддль -
неПщего своПства п(мярш конJGа сублшнвlшшх фунвчпД.

Парагщф 4 посвяцен аксtроIвдьнцr вsдвчаI D вл8Gсо регуляр-
ншх вшпуклшх поверхносrsЛ, в которшх Isffсrrхsrруеrая функчrя r
огранпченпя аалвDтся сItJпашшЕIп оСьоl8lп.

Параграфц 5 ш б посвяцвнц 88лвчs rакошrrвЪцrш o0belв прr
обtцtлх лшпеПшцх огранllчонхЕIо . 

:
Iш, как правltло, uспольqуоI tорIшвологшп рбоt Н.ýурбшсв

It] ш А.Д.Апоксашдрова [Z]. Внак ё о8нач8о! Ппо опрвдЁленшDП,

ý I. Прп чsучеЕrи sш]ryкIшх IEoIocTE f, сЕя8анпцI с виIш 9к-
стреllаJtьвдх, аадач sашryп рлD пгрвD! сgперlпвоfiншо (субппнеПшчо)

Фувкцпоналц.
НепрврвшшП Фушшцrовал р , аадвпшtЛ ва вшIryклш ,"."цуrоl

коЕусе К э локвльно вчцукл0I просtрвttоtво Х шаэцваеtся сr-
перпшшеПншr, еслп
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I. P(э*g).P(t)+P(U) (z,9eK);
?. р(н-х.)--aр(э) (ос"О, С,СК).

Oтцет:lu сразу Iе, что лпбая полоштельная степень неотрпцато{ь -
ного сJперлиноПного Функциовала rваsпвогнута [3J

Будеl говоритьr что линеRпшf, функционал tl лешlт в падгра-
фпке суперtпнеПшогофJшкцпонала р (h е llp) ,,еслп Ь@,)>р(t)
дл- все8 се К . В рбото [4] Л.Херrандвр фактпчвскп докаввJl ,
чJо пIсоl Iеоtо сIедlDцая

Те о реша I.I. Есл; р -суперлlнеilнв[фупкшпонаrl,опре-
делOннd на конJGе К r ?0

p(t)-inf htэl (-zcK).

0собцЛ иЕтерес првдставляет слltчаЛ, когда К-Х . В этоП
ситуацшll дlя пропаволъного суперлпнейного функционала р llнo -
IecTBo Цр является вчпуклчш кошпактоl| в ослаблепноЙ топологиtл
6(Х*. Х)! где Х'- пространствоr сопряrенное к Х . }lшеет

uесто и обратное утверIдениеr т.е. каrдыR выпуклый коrпакт Ц в
с:лабленной тополOгип пространства Х' поропдает суперлшнеЛнd
функцlлоttал prr по форшулерч(r)9 T!rfo", 1*сХ;( теореша llинковско-

го-ъенхеля). Функционал -рц назuвается опорной функцлеП lI .
Функцtлонал 9 , эаланнМ на конусе К локально выпуклого

прOстранства .Х ,наашваеtся сублпнеЛпшшr если -9 суперлинеен .
излопенпое выше mutatis пчtалdis переносится на случаi суб -
линейннх функцпоналов.

Пусть теперь RП ость pL - шepltoe арпфшетшческое прOGt -
paнcтBor состоящее иа паборов а, _ (g, Е', , $') . Полощш

Р: С {т' е Q", !l'ro; i-l,z,. ,п}_ KoHJc векторOв с неотрицательншIп

кпшповентаIи; Z^ё [л е R': |-TIA't Я' )У'-tl_ фера направJ

ЛеllпR; тлa [.с с Р', lФl ( ,} - единшчвыil шар; €_i 9 _ ei ;

е, 3 1Р,. .rО, t ,0, ,,0) (i.r,2,. .,t ) _орты, которше в далънейшеш пног_
Да рвссrаiриваr,тсfi как выпуклше коIпактн. 0пределпl прлt поrощп
вдинпчноЙ llассн, располOrcнноЛ в точке z i херу (заряд ) е.
дJtя кохлс-0 z. Zn [lJ

Пусть Yn _ совокупность вшпуклшх коllпактных подrнопеств
пространсlва Р' . С поIощьп операчпЛ llиttковского ( слохевпе
rь0 :еств и JхноIениo па неOtрllцательmJи скаляр )введеr в V,.
Jт:уктурJ пOлугруппЕ с 0ператорашt пз Р, . Упорядочиll Уь П0
вклIпOнl|ро Нал необходиllо пцеть HoptlиpoBaHitoe пространство, в
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котороч Vл ость с точносlъD до изоцофшзIа воспр}rэв.rдящеП вш-

пуклшf, эашкнутшй конус. С этоil целыt oтolдoctвllш каrдцfi вшпуклшfi

коl|пакт со своей опорной Функцшеil. Иа. теоршш Iшнковского4енхе-
ля следlет| что получснttое отобрвеlll|е естъ иаошофиэr полугрJппш

с оператораl}t Vп и конуса сублинеtiнчх функцшоналов llад R"rEa
Koтopыll хн сохранич сltlвол V- . ,ts далъноfiшеl.булеr обоэначатъ
выпуклшfi коIпакт и его опорнуtо функцшш одной бJквоЛ.

Рассчотршч теперь векторное пространство разносте}l сублшнеil-
нцх Функцпоналов .ý- 1 V, - Vr, пороIденное Уо . Вводоtl в ý,!
отношенпе порядка с поlоцью KoHJca лý; 9 {s е,ýл : s (i] ) >
) о V Е е Z^|.3To прострнств0 иэучалось в [SrC ] ,где бшJ0 по-

каз8ноr что ecJtи в l(ачестЕе един}lцш взять шар Th (евклидову нор_
шу ), то J- преврачвется в К -лшнсал oграничеfiнцх элеllsнтоD

[?] .Ввелеш в HBtl ставдартшшI oopaзotl Hopllyi пoJtolltв

шsшЗJ:.д.Ч;fiД (sсýл).
В шсходtоr конусе Ул эта llорца пороrдает сход!цость1 ooBIta[&D 7
lryю с0 сходПIOстьD вЦпУклцх IпоIосtв Е сlluoлo ааIкВуlOг0 ПР€ДOл

ла Iвуслофа [В,Э] . '
По теореше Кре[нов-Какутани [?lнМ4ется такой коIпакт 0 ,

что Sn к8к векторное упорядоченное пространстЕо ttаоьофшо ве-
ботороli всш;цJ плотноfi подструктуре норllированllого 

. }tlор!l.{очвннo_
г0 пространстl]а С(о)_ непрерывнцх }la 0 Функций с чебчшевс _

кой норшсrf,. 11спользун способ построения коllпакта О r ветрудпо
проверить! чт0 0 совпадаёт со сФероi нап;а]JJtеtlии Zл. Прlведен-
ное утверfrдсние сOдершит иэвФтншй в геочетрии Факт - лпбая не-
прершвнаfl па сФере функчия шOteT 0шть равfiоlrерно приблиrена пlл -
HeйHHult коцбинацияrп следор опорнцх функцпй аа Z* ( пннчи сло_
ваци, dlaKt иаобильност}l V,ь в C(Z")[IJ ).

3аш е ч ани е. Если норЕв R* аадаваласькадибровоч+
ной фунlсциеЛ сшIrlетршчного вшlliукпOго тслеснOго ко}lп,кта
\л/ , Tor как ]t раныле, TeOpt;llo Креfiнов-i(акутави приввдQl

к пзоdильностп Vл в C(alr') , где aI"/ - граншца V .*) .

Так как И иэобильно в С (Zл), то легко внписать общиИ впд
линейного функционала в линейноra норr.шровашноu пространстве Sл.
В сашош деllе, S,i совпадает с C'(Z^), т.е. по теореIе llapKoBa-
Рисса с точllостьD до шзоrофпзtlа есть пространство lep l,r сфере
напlнв:rеншй. Такиш образошrогранпченне лппеf,чого функl,ионалd r

*) 3десь, как }t вшшеr z с Vn и след
дествлеtlш' 

6,

}
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пр1 si па vi r хшчIп слоЕЕIпr lинеllшцп по Iшнковско\у Фушкцп0 -
i8л пад ввцуклчш косп8кlахi пчеет впд Flr;.f ctrldл(z} |где

l - пешоторsп Ёе?s па сфер напрамепlll. Это'iтвервдовпе фалтп-
ческп содерштся Е рабоtе Д.Д.Длексsн!рова [2]. TBopera о пDо -
lсtавлеппп ока9чваетс, полеэшоil при рассютрешпп вепоторшх
свгlств лrнеПшшrt по Iппrовскоry фвкчltоналов.

По,тrе'о I.I. JlппеПнШ по llпковскоlýrппваранtшшfi oTHoclt -
т }льво DFtекпП фупкцшонал F шад внпJклцIп коlrпакlаIп естъ 0
tочllосlьD до IноIптелЕ пштегрчльнап lrрпна ( так наэчваеIsя нор-
ll_ вl.tуклого коltпакта , ср. [IO] 1.

Д о r а з а l е л ь с т в о . Пусть 9 -проlзволЕнlll пово -
РотrlогдЕ условпе iнварlанtшосtш прrIет вшд Fсl 1- F(9.l)
Мя всякого з е Vь i ,вшчtr croвatc , ,

J*.,r l dy(, | - !у а171 d,y(zl ,,

что, oчевпJлllоrведет к р8ЕепствJl

.f *tz1d.!l(z) -JtG)dлl(уz) (I)
ifu ' Z*

лля всякого д з Ул п лпбого поЕорота ч . Т8к как Vп rвобlль
lo в С (Z.), то rа (I) слодlеt, чtоi с tочностDD Iо Iноштоляr л
!Gтъ Jtебегова Iерs па фере - ,rt € S . Такшl обрааоIr с тоспостlп
Д0 llltоIптеляi

Flс1 -J *tz)с{д(Е),J т (a)d n,". ia ) -
74 Zb

= *J tr(E) + z 1- z)J d mеs(z ) =* { бt.,zld mes{z1 ;-Zъ Zъ

sдвсъхвдальнейшеl бG,zr -ЕlЕрина G Е напрsвлевппz.
, ý 2. 9тот паргрф ЕOсит в осноЕноI вспоrогатепьвшI хаFr_

тср. ПргводеI свачала н€сколько определенпЛ.
Телесшчtr вшrцклвl кошlакт наашв9ется Ъчп;клшr тепоц. Рогуляр-

пш !апоI, как o(lшcBor шааоваI строго вшпуклое глад(ое теIо.Oбо8-
начпI qsреэ VOп , vPh соответственпо коЕусш вшIryклшI !ш ' п

рогуrярпцх lсп.
Бу.tеч говорlтьr что вшуклвЙ KolпaJrT t П Т -Еходпт i в вц_

пушd кOIпаltт ч (сlшволичоская ашпсь t ; V ), еслr ноко-
l0рбя тlяllсляцrя (сдвшг ) т аодвршrтся в V iT.a. еоли Зцс Р.:
:' .d +ц с r, Пlлут . ; х I говоFтl ч!о зП Т - рвон'

)reolxolt,aвt€l|cпHo rf 1и Ti2. Оsевпtttоrчtо ?
iшя€!са оtвоDепrеt эrвиваJlеп?восrш. Черв .Г у* обоаначrr фш-
l0ршrorество нOнуса У* по этоii оквпвалеЕтностr ( шсоФлrвое

t

?r

tt
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обозшачепио оdъясняется TeIr ч!о R' со структуроfi rинлуttированшоfi

S. 1 к сопшеншDо llo является пOлосоll [I] ).
Напоllнпr [ZrВ, Э] ,что сIо8анпшП oФbel V ( с,, !t,. . .,i,.)

В Уп ectb НеОlРttЦаТеЛЬВаЯrIОНОtOШПаЯ П0 КаrДОIУ аРГУIOНtУrСПr-
Iетр}lчная, полttлпнеПнап ( по InHKoBcKortr/) фоша V , Vl* R*

Павестно, что tlногIе характерисlпкп вЕIтуклчх тOл прOдсlавttlш сrc-
laнHшlrll объеlФlп, наllришер: обьеш тела , есть [1r1,[1crc,..,rr)|
плочlадъ поверхностп S(з) - rtY(c. *,.,G, }л.).
По теореrе об обцеI вшде лпнеf,пого по llшttковскоцу ФупкцпOнала
наfiдотся tакая lepа F(at,, ,la_r) , сто дл, лпбого UGYr.
вшполЕя6rOя равешсtв0

V(y, эcrýtr..., !,_,) - * J !(zl dу(l,,ll,...,gа.r)(д) .

ltaK пзвестно [2] l la(z,,?.,..,,tn-,) совпадает со cIeEaH-
ной поверхностноr,| функцшей тел r , , i, , .. ., Gr_, . В частносrl ,

F(a,rr,..,E) Э I (rl -поверхпосrная Фупкцпя tела * с Vб . [|g-
трУДнО прОверитъi что оtобраrешие д : (Gl,,,,, !r..l).+д(cl,...r8a_l)
есть неотрпцательншПrспшrетрпчншй, полплпнеfiншfi ( по llшttKoBcKory)
оператор lra Vl'' в ('1 Zлl]t) ,,, .

Ввилу изобильностп Уп в С(Zп)uопlо покаа8тьr чlо отобрrеппя
V и r допJскапт непрернвfiне распространенпR с сохранешпеI своЛств
на пространства С"(Z")п C"''(Zn)cooTBeTcTBeпHo, прlчеI дIя !, Il,
lz,.,,fл-r с C(Z") ичееr

Y( f , l, ,-.., !п-о)= S J*fra 1 dyllc,f gt...ttn-,)(2),

здесь ш в дальнеllшеш под У l lL Есегда поllпlrаDтся распрострапе-
ния соответствJпцпх отобрпеншй.

Наl потребуDтся следlDЕпв обо8uачения:

V-,t (йrrr}67 е V(сrtr,...,фп-rп, F,.:.rt
V,,,(оъ,r) ё V(сл,

lt-,х(й,r,!п) Э lr(лr,
,@r*,...,:6)\-- ф
,&n--, ?r... r*,

-

h-t-'

,8,,.,r$)',

-

(
',

:d,...,*),

--J--
;F-(q, J ) А }r(^r. ,,йr ,:а)

фl

вдесь о< К<,lt<n о Такпr обраоI, У,а.r (0,э ,t,r-Lt*<z1<lуп,r(а,r,!,)
Lh

х) Говоря о пепрершвностп оперотора д
топологпD в прострапстве c'(z") [rrSJ .
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0сновlал tсореш Брупlа-Iппковского уtвGрlлlсri что (,Jшк -
. .J_

цrоrцi 61_tl3viTtfi,.T.J) ! определсrпшП ша коirсG Уь про-
otpatctla S,,,-суперlrlоеп. llar потребуеrся r lа,льноIrеr проrзвод-
шаl (по п!праrлввпяr) аtого фушпцrошала. Длп её вччпсrеЕпя преrде
lоого aaIoTпI, что в спr, спIIетрпчшос?i i полIлпвеПпостп У Ъпра-
ведлпв0 соOtпOпевп0

Y(|,,,f,,.,.,t, d!, )J+ag,h,,.,lr K)-
' - V(|.,,,.,,tп_л,J,. ,r,lrr,,.,Ir* )+

{ а( (,?] -Kly(3.f,. ,lп.л,I , ,!,|r,,. ,l,.).o(a);
(t,rl ,f,... ,lо.,,,h,....,ft*е C(Z-); аоР).

0tоода слвлJrоl| что

Oqввплlоl qто пропвDолЕая (v,.,.r)', яЕrяеtся rrшеlвш фувк-
цrовалоIr t.e. градиаштоr (Гаrо). Теперь .пегпо lRлеtь, чtо ocrl
r " V* п элеIснт 1l простравстЕа С( Z,,) TaKoBll, чrо 6(Е)*О п
t.a?" V" при достатоiltlо I8лвх .{ >о , tо

cl txl =У(*а,,,ап-^,r,..,r,8,..,t,) 15.1

0уЕхцповал, сtояцlf, ,"d;;'*;ri'cil] ооро.rеЕ Е8 Ecet
просlронсrве п, сrедоваlвлъво (cp.Toopelry I.I), леrпt в ва.lграфr-
пв сtпе[мпЕеПвого фJпкцlова.rа G . Талпr обра8оr, Ir, ,Dбвх д, у.
fi,,...,fir..-.f, е У* справRлrlпЕо ооотпоlевrо

J_
VJ-'t fl, л,S) <

Ytt ,Шrr -.. rй ь-ь r 9,,..r9 r !,...,* )

,

(2)

a

-\r-

H-i_-'V-i'' (0t.9,S_1_
Длексаядрова l2J:оrtrtrв вЕlекаеl пO[чввцс?в0

Yr,,r ( 0t, t, !,1V1,1'1от,Y,t ) <, У -'?*, 0t,,....d".-,r..,y.s,., g)
llrlB BBtl яеодlоrрвтRо понадобптся'rвореЕ длвttсапtрова о

вOсставOвIеашп ввпувлоF0 tела п0 ег0 пOверхвосlноI фrвлцrr. Преr-
до чеr. Форry:tнроваtъ реаульта?r I8дI опредвленпа.

lepu r G С"( Za) в8зOвеI аrексаЕдроЕскоl ( д G Д.), еслп

I. Р -Еео!рпlв!ольва( yeC:(Z*) );
2. л. - rвBapraнtвa оtшоGпlелъво сЕrго! ( |. | С'( Z*) ),

т.е. ! 'i' а1, - о ||,trf, i.t,2,.,.,l+. (Эtо сЁфство 0аlачает|Z^6
,



-е

что определвецМ чероil l r лltl|с.ll|tt;i l|o llltнKolrcкO,шy фуtlкциоtlал
одltвакоtsо деilствуот Ha||Г-pаutlttc|lUчu l(Jiu0 коl.паlcтч ); 1

3. .ll ( Z,, .] Нr< д ( Z,, ) длл l,сrlкого г}rllсрподпростр8цоl
ван.

Т е о р с uа 2.1 (А.Д.tll.-liсilltj[t,OuIZ,9.1 ). l]оссрхностшця

фуlrкция лDбого внпуклого тU.rц tlC,|,l, i,rлсксчtlлровскця l|opao Дда
кахдоtl цлOксчндрOпскоП Iсшt llJ.l/,lUTctl 0лаllстDенш00 0 тOчнOсlьо

до сдвиl,ц ( до "Т-рвешстuа") i|ulUliJl0e Tt:Jlor шl.еýщOе аtJ repy
cooc}l повеllхllостноfi фJнкциеri.

_ llз этоf, теорецн х liэ cьoilcl,B опсрчl,t}рц }l сл0.1Uотl в чаGf -
ностиr что для пJlоскостк ичUOт llccTo изоIоljчиэц чеrлу 1'C'(Zl)n

п с: ( Z,) и Т Yl Е c}lllс:lo сохрuligния коничоскоl clpJI,
typu.

ý 5: В атоr tlарflграфо rш эаИIl:шсrl 0писilt}tеl. t/,i - конусаrоо-
пряlонного к V, (в простраllстве С'( /л) ), r.е.

V; S |1с С'( Z,,l: 1(lJ)0 V-се }/,.] .

ВведсцследlDцее о!lроделенше: .rf; U (е, yb- У..) (Ё
-Ш Т -предчlествует Ш 

у _)l сслп длrl 8с,tкого }.ё}/6 вшпOлняе!сf,
шopaBellcrвo У, (t, т ) * У, ( у,r) .

. Otчетиl слодlDцllс очевпдtiчо cBollcTBa:

I. (.f у r lf c)-,=,).;U (адесь r,,gс!'О,.),
2, *f U:=э*f ,U

Ш соrалеппшr в обчеч случао оOраtшое в 2 уtверrдешIо шовершо.

В СаrОr ДСЛОr t\yctD }t > 
' 

х о.. | ,?0гдд &т"_2 1т h r xott
D сIцсло прOлtlорялда + эtI I.цоIGG'Еа шеGраэншIц.

Шошуо Y,i rсгшо опrcаlь Е ,eprrвsx отшочошrя 'Т - прaI-
tоGrЕовашIя'. ПIOвшо Пloer rocTo

Тсорвrа 
'.I.v;= {л. с'(Z*)|.у-у,(л) -/{(U); * | ч i *,U* v;l.

trок а8а t о л ьс tB о. Пусrь счачала F,F,(li)-1lty)l
где .с,уе}/ь 

" "Ёy rтOгда

!^t 
оп-п(V,(!,т)_Y,(!,}^))а0 | t.e. р е lt i'

Пусш tеперъ у с V Е . 3аlетшI про[де всего, чт0 тьк шчF

Q1 , е-1 е Vn 1i.l,Д,...rЕ) r t0 }^:Tc '(Z"). 0тсшда слелуUтrчтo

!\'оr"Ji'"- 
aai (i'1,2,",,'b)t зДосъ л', у, - coOTLOTcl_

веншо полоIиtельная tl отр]rцаtельная части Iерч р .0п;lедслиr тв-
пOрь слелу,Dщче шеры:

6?
l





ý Гrrr' " Л(- Я lр )> о (з,, ", trе р';
(5)

2

llустъ теперь det f- нsдграфпк функшии, f , t.e. det Ia|z=
.1e,t;c R",Р,t >ic"l|. Очевидно, что det f - эаrкнутшtr ?о-
лесttШl конус. Пусть Л/ - вшпJклая оболочка det | .flcпo, что

N ý *r r, , dp}o; zpe det F; (p.l,.. ,s)l

В силу (5), луч Melz.(o,1)e[n,R,: t<0l по пересскается с U .
0тсtода, по теореIе отдел}tцост]l эиделъгаI{ъ, суцесrЕуо, не-
вертtlкальнап гпперплоскосlь Н, рааделпDцал М п i4 .
Функциоtlал ссR*. грш}икоlкоторогослуЕl, Н , искошlЛ.

Пусть теперь fc Y'.r oпрвделпtl конус.допустпIшх кsправло-
шшjl в точко € соо?ноЕенпеI!

Vr.,л ý(9.С (ZJl Jot.,o: Е+а2сVь (ас[о,а.3 1}.
0тшетиш, что Vп,о-Ип. Иэ прдшлушх teopol легко внlекапl
первые дэа.утверrдения след/Dщеil TeoprH:

Теореша J.4.

I. )J;" _{л <C'(Zrl,y-yt.)-y(yl; rly, V(r, Е)-vч.аl,

?. |t;,i -lд eC'(Z^):y,ylr|-|l( !); лrу, И{r,f).Чrу,*1;

3. Еслtl € - регуJlПрнОе теЛО, lО Yri,r *О .

Последнее утверIдешшс вш!окаоt шs слолrDqбго.
П ре дл oIe н и о 3.2. Itoцyc регуrпрllшхtе, VРrоtн0.

с]|телъно телесен ( в спльнеiiшеil лока.льво вшпу.клоI lопологпll
просгрsнсtва C(Z" )).

69
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Д о к а э а т о л ь с т в о: В cauoll дело, достаrочно прово-
ритьr что для аобшх Il,tlc VР- шрп HeкoTopol| ,,о функцхя
t(д)-д,(z)-Iсs(l)вшпукла, т.о. что кЕадраt}|чная форtlа (т (l.)д,а) t
гдс Т ( а. ) - Iеtрпц8 вторшх частпUх прOиаsодtнх фушкttпп t в
тOчко. Z. с Ra ( а. * о ), полоrитедьно полуопредолOшs.

Пуоть (Х, (z.)z,z) l (Х, (z.) z, g) - аналогllчнше квадратичнцо
фOрllш дIll фуtlкциtl ', ш ir сооtвеlсlвонпо, 8

(X7<z")z,z) 3 (Х,(з.)Е,.а).е (а.z; ,

тогда (Х,'(д.lд,g) полошхтольно опредеrоша дlfl всякого €,о
llршводя регуrrярпшй пучок форr ш 88шошIческоIJ Еилу [rr] , по-
луч1lI в t(оординатах (ý ):

1Xftz.l z,z) - I(Xa(t.) z,z)=,i't,-ri I)!i t зlл ;

здеоь Rl, Pr,...,Pл.l- гJlавнче раддусш крtrвцзнш о.. в tочке (ar.[9l);

( }firc,.l , ", , +а*(Е.) )
Вшбищя t,o так, чтобш t-РдJ>о равночерlо п03.r i,.

чт0 во8rlо]шl0 в сllлу регулярцOстh аэ , ш пероходя к пр8делу
при ё*о l получIц требуечое.

ý 4. 3аесь чш будеш рссцstрiва.,ь акстрецsльные 9аддчш над
вtlпуклшч]| телашш, в которшх огDаllпчепffi ш целевая функцпя аа-
даштся сцеч!аннышl| оdъечаци. Сразу re огоtsорицсяl чт0 вопрос су-
цоствоваllия ропенllя нас вЬ будел uHtepocoвaтb, т.к. обшчно со-
ответствуDlций резулътат цоrоt бшть lзвестшшш способоl иавлечеш

t

a

.i

ша теороIц выоора Бляшко [rO]
3ад.ача 4.I. 3аддшшв

тела ci,...,01i..-, ; $t
чисЛа 6,, .. . , 65 с Ра

llцется zе |tб t удоЕлоtворяшчrЛ условилr;
I. Vmд,к; ( oti, э ,а') - бi (L-1,2,..,rs ) i
Z. Y-о, ко (Ф",t, *') - досrшгае! Iцt(оlцJuа.
К сохаленип, эта аад8ча э обцоr сдJчав не 8вляотGя аадачоП

ква9llвогнутого проrрillllt|роваЕшв, ,.ц. ограпиченrя ý I задапt до-
полненt|я к Быпуttлшц lltlоtасгD8l.

Jlля аналttэа задачlл {.l шаl поtребJотся следуDцOеr осцоDаllllоо
ш8 схеце l.fi'.[уОовпчко8о в Д.А.ЦшлDlина [ta] ,

П р е л л о t о ш ц е 4.I. Пусть Х - локалЬво вцIryклое
прОсТранстБоi К - вццуклый заIкцуlшli конуо в пространство х
G,,G,,. ,6. - ;ункционалцi 0пределеннше и дrrФ}оренцируоllшо
(:,о ['Bro) B'H:t:cTopoil окрестности U тоqкш t е Х ! Itричоl

a [|taк.

(Г-О,J,...,s);

-,} -

?0



(6.);( !Еl>о цi.о,l,..., ýr(усповхо Слвlтор). ПJотD, Kpola l0г0, в

lоqкб Е Фупкцпопал 6. лосшгаоt yascxrryra н8 lшOfectEo

о з кпД (r. Ц,G{zrабс l
полоrпr оче

Кл Э (rre Х: Jас"о: а,,4ИсК; Ос*сао],

логлд шаfiдеrся фуншцпопал fc Ki , чпсrа &r,.-.,Jrс Р. о t8-
кпе, qtо

(6.);. г-,* Jt(Gi|'э

Д о к а в 8t е л ьс, Е о. Полоrпl

К.3 {ue Х , ( G.)!(шl,оJ; Кii|шс Х, (С.)1tшl.о} ,(i,1,2,-..,S)
Попаlвl, чt0

_t
(,1l" к, )п кл _ Ф

ДеOствптепьпOr допJG'хI про!ивноеr я пуоrD ч с Кл ш te с Кд

(i.-o,t,.., S ), tоглаr TaJl к8к ч G Кa (i.r,r,...,J) r !О прп дооtаtOч-
по taалЕI d- :

Gi 1E.au.l- бi =( G; 1Э. ас ) - бi (f,2'+ (G, ra ) - tt D<

< Gi (а +d,{^с) - Gi (ar-a-(Gt)'a (ц ) + О (r 
'1ОТакш обрзоIr .a *а.uё {rеИ: Grrд)сtil1l.f.!,,..ls) r EDoIo lог0l

t.K. uс Кi r tоЛ+аСиСК . Пt8л1 Е+аце {7 . с друтоl
сторонш, поскольку ш с Ко п D tочк0 t дооilгаоloя tакоIlryI, to

G, 1L.eu,1 -G,(al -а(6.)Ъ (ц) *o(d ) . о,
otKyJB оrолуеli чsо (6j)д (чtсо - проtпворо9lо.

Paocrorplr твперD в просtрво"Ео Х'" rошrоЕ K'!lKt, Ко,,,,, Ks
п КпЭк:" . Кошуш К'r К" Dчпrклс, Ев пGрбоеЕаDIGя п0 !о-
Kaaaпlloly вшшеt прttlаI копус К" tоrосоп. Сrвtmаtэrьвоi пDrloBlB
lоорецу отдолвrdсtl 9Пдельгаirа, паД.lсl паryлаrоl фtпrцlоваr
0 З(Oс ,0,,..,,tr'lе(Х"')'лаrоl, cto l(l))o (!GK';l С(а)<о (lcK)

Последпев овпачаеri qtо

Сl (чя)* сr(и,)... ., |rlиr)>0 (илс Kr 1 u,с Кд1 i.l.!....,J)1
сz.(1r.). |,(0l)+. . .. Сs(Us).0 (t.,tr... ,0rG к.).

Вфпшспрувr ч5 с Кд пr 
'ctpellD 

Цд (i.r,...,s) r ЕуrD, п0-
лучшr ч!О Са(Цл)}О (чr€Кд). Такш rc опоообоr: про!орясtсi,
ЧТО [i (чi )>о ( цl с Ki ; i-t,r,.. .. , s )

п

i

.a





По tворвrв 4.I .;паЛдотся j,_ 0 , !aKQ{, чtо 
:

Pr (Е,l,), Z pn (Е, *;) ,

оrспда по ,oopolo Александрова-Волков8 [lЭ J Gлалýlоir чtо
л ; Рс, (P'O)l следоватвлЪпоt роцонпО ааддчlt дво?Jп,Форцулоfi

,r_.l
ат (й ) ",- -,

ПршведеншчЛ прпшр, сOдOрш!| в часlнOGrп| ltвOпоршlеrрIч€скур
теOрецу.

П р п r о р Ц.2. llщотся рогулярноо ,ело rсVРлttв условпf,:
I. Yl(E,*,).6i (i-|,2,..,,s) (arr...,!sc УРл);
?. У(* ) - досlпгаот llаfiо]tцуIа.
По Toopeue +.I наf,дrоя el, .,4. Р, laкtlor чrо

J

р(*r- jr, |iG,аl)-л,(*,Я Ji,з'l,),
слодоваlелъноr по теороllе Алоксапдрова-Волкова

Е с K(alt,..l|al Сl,.,,lQл,Q-tt.,,rе.*); (I0)

адвсъ K(.,,,...i,.) - вьaпуклая коtlшческая 0болочка Е Уr, поро-
чпсленшшх llнolectв. 0пlетпl еце, чlо по}tск lола rB (I0) пр,
условшпх Ir2 есrь конечшоrерная аадвча lатеlrаttqесвого про,-
грашшироваllшя ( волlt оtlпl8rD ll8вoctншIti чrсла 1r (tlr,лi.r...rл;)о
гдв пшдексЕ lr, i.,.,.,i. шоаавпсиIо пробегшr IHoIoctBo1l,z,...,s-l ).

Прпrор4.3. Пусrъtsр,j-<rt-r;р+g-?о, а RР ч R9 -
лDа ортогоаальшшх и ваапцшо дополшпtеrDшшI подlросtрsнс!ва R-.
Требуется Е цшоlесtвo ltP,p + YPj шаIтп тело i -Еl,Еtl taкoв'
sто S(Я)сс ]t чаксиIуI фупкшrп У(*) раввв Уtt) . Iавоотпо

[0]. чт0 для лрбшх l,е V2 lLla У9 iIeD! rooro ф9руш :

S (д,, аа) ? S (з, * д.) - Й.,lЗlrr,,ilr,r.Vi"r, ,
(,, (r,

Y(rr, Ei А Y(r,+Iа).Иэl),yвr),,
(r, ( r, (!, (l,

гдо У, S ; Y, ý -оФьоrпплоiддDЕпросlраЕоtвахУ2пY9
cooTBBTcTBiBtto. t

Вшпшошвая уоловпо пропорцrоашlьшосtш гDалевtоD ffa f,аправ-
пеншrх Епда (3,, О )i (О, c.r)r кав ш Dшrо| полrчir

f, ri}р ; lr;Fг* (z,F. Р" )..,.:
. ý '. 

В aTor парцгпоФе tu уlо{ппI пролцлlrtlо:реirдэrаш дrrя
частtlого случоя аалдчш 4.I. ПJошно pocclroTplll слецуЬryп sалдчу
швааивогну того 

.програIlrr|рваншя ;

а



3адача5.I.8алдtlц:
тела Ч,,...,ЧлеVОо ,,

ч}rсла бiro ([-.1,2, ,.,m)
]lцоrся TBJro iс Уо l удоDлоlворпDцос Jслов}tяrз

I. Y(!i, 2)<Ьa (1-1,2...., tfu ),
?, Y(r) - дооtIгаот laкcntlyla.
[оговоршrся ш8зшваlь вшпукпшI коtlпаtct доflустltlшll| еGли он

удовле!вOрfiбl ограшпченияll грJппц I. Уоловчtlся оф осjоэшачать
чsре8 - (€.) i гдо ас RТ , алЬчент шв Vn , TaKoRr чtо

p(rel)- ý", Fql)
( сушествованt{о lакого элоIента слодуот uа tеорецш 2.I (Алек-
свндрова) ).

Иlеот цесто спедlDцаrt \Те о ро Ia5.I. fuятого, чзобшдопустllшоб TeJto Е яDля-
доdь рещенпош вадачlt 5.I, необходtцо u досfа!очноi чтобш tta-
шrrись обладаDщlе своRсlвоц дополшяпщеп шеIесtкOсти чttсла
u{.,.. . ,J-c R, lш(пе, что вшполшяDтся Условия3

I. *5 t(П) ,,

2. Vta) =И (лtJl, i ) ,

Достаточностъ. Рассlоrрш фуttкttttш;

v (а,"( ) Э V #сf, l V *<*l, Ё",(6i -И(!i,t)),
l.i

,lвJiяDчUшся.Фушкциеf, Пагршrа аsддчп А, в ttoTopofi при условl{ях

задачи 5.I чакспrпаlруотся фJhкцrя VТс*) У*. fcHo, .lno

лшбоа рошеllио аадаqш l ость poдloнtlo sалачп 5.1, и наоборот.
Таrич обрвоц, ввхдl tеореIш Шуша-Такквра [I5], дооt"точпо про-
всрштьi чrо ( Е, а ) оо!ъ оолдоЕsя точrа функцчш ч нд llнo-
hu(.itвo Уо'R] , t.o. чtо для ЕGяких .6 Ул и "сс Pi спра-
вuдлиlrц нораввшотваз

. ч(-,о( ) > ч(*, Z; > 91c,J).
llycTb У ё Ч(.,J), tогда У -вогшутая ФJнкцttп, с:tедоваtельно,

Уrэ) + \rl (r-. ) } У(у) |( * ,a.V*l.
знчетltu еФi чtо д,ltя всякоfi ge Vro,E вшполняоrся раЕенсlво

Yitg l - ! gtz1 dylE)(E)-.fd-. !g<zldy(!;)(a).
!'llý .]{rt( ll0 УСЛOВИР

J ВСr,л)_,€;, Jf dyty,l
i., "l Z-

i

?\

,

a



Пi КРОШО ТОГО1 Yуе Мв

ttd,y@)-Дr,$"r(!r), ,

to Y'z(Q )*О . оlсDдд слвдlоt, что фунвцltя Y доошrгаол па

V, шксицуша в rочко j1 . Тец сацш проЕап чаOtD Gврtовогo
пер8ввнств8 yoTalloвJtoшa.

С другоf, cтopollн, t.B; f дOпусшrо П J.,-..rrле Р. удовлет-
воряDт условиD дополпяпщей ЁеIосlкосlп, т0

ч(а,J) - lr(€ l< Vtf l. Ёai (bi,Y,(!i, i))-9(ý,.( )

для всякого ас Pi.
Нообходшrость. В сшлхt Teopelg 4.I| паДдylоя облалдпцв

своtlствоt дополчпрщвtr Hвleclкocтlt Чшсла о[,r...,а-- с Р* П fi с !,],з
такиеr чlо

д tЯ) t F - Errr({r)i
оlсlоддr 0ч€впдllоr i + .1j2 . Крошв того,

Д = .Е Ji y(!l1- дr*t r Fе Vп,г ,.l ial

т.е. по теорrе 5;4 l_a dР -о , аш8чиtr

У(€ ) - $,е, V,tуr, t ) -И(.?'i; ), с )

Твореча докsаsна.
С п е д с l в и е. Пзtсть дljl-допустпrо п i,,...,i-ePro6-

ладаDт овоfiствоr дополнппцоf, ЁеIвс!косtшr ?оад8 g(j) - ршо-
нио ааддчtt 5.I.

3 а ш е ч а н ll в. В впд Teopollц 5.3, в случае плоGкости
TBopBшa 5.1 прпнtlчаеt болвв вагляд{уп форry. l|rонпо: допустl|-
Iов тело ý являвтся реЕенпеtl tогда п tOлько Ioгдаt волп
паfiдlтся обладаDшtе pBoficTBor дополшяпцеЛ поIOоtкоо!п qисла

а'r,.. ,{сР.r вЕпJrлчв коцпактЕ Т,}. Yr о tttffпo ч!0

Ё',r,I ;*tTi
Е rТ ;

+

2

'. 
yt}, i) - V(}, i) .

PacclloTpиu теперь полllость]t лппвfi п5lп задаqr..
Задача5.2. i]аддltш:'тела U.,U,,...,!-еУп 1

числа 8t,...,6-,. Р.
ъ

а



lчоrса тодо з е Ул , улоDлоlЕорDцоо усIовrяtlз
I. И<U.,!с)СЬ; (irl,t,,.,,rTL) ;
2. V, (!., С ) - !0О!шГае' Iаt3ошцlIа.
l|oцtо покаадtD, чtо лDоRсtЕOвшоll к атоR ssлвчо яЕляоtся
3 а д а ч 8 5.5. ltчоrоя Dot(lDp n(. PL удоЕлоtЕоряшшЛ

условlяI 3

I. U. * *(1) i

2. )1а; a Ёr,6i - [остllгао! rlшшllуltа.
Jlшбoltttttto ошlетш?ь0 что в случао Iш(юкости, когlд lc Toшy

IО }с (t.l,tl...,лt)ОOrЪ IНОГOУГОЛЬШlt(Ш, 3аДаНВu0 ПеРОСОЧОВПОЦ ПО-
лупр(ютранств, 8алdча 5.J сводtttо, 1 gярчG лшеПшого про-
грачllировавtlя [r+].

ý 6. дq 9,чх F_оJ Iш pacctla!9rвalш 8адlч}l| в,коlорI лпноП-
шш0 oграпичOltllя аадаЕепшсь алOI(сацдрOвсЕшIх цOрош. oлаttо ,
такпr обрзоu,пель8я залдtь ограцшчепшя ша опорншо расс!оянпя,
lllиpltнll tlлп услоDпя ,ппа токучего чногЬграпllшка [I4]. В aroll
параграФе чш кратко проилIштрпруеI реаульrаtЕ, поIучоllllцо дJtп
аqкlч такOго ltlпа.

Рассчотриr слодуDlцуD з8лдчу.
3адача6.I.3адаltц:

llllогогранllик Р €Д {r.R":1л,l;)ссд) (zic Z^);

ТОЛа lr,...,Ч-еУьi
ЧИСЛа Ьr,. ,. , Ьл€ Р, .

],|щетоя тело t с' yrr l удODлоrворsшцоо условпяr:
I. ссР;
?. ИСUr,r).Ьi ( j-l,t,..,,m),
1. V<х) - достIгаеt Iаffсf,uуIа.

под вадачел В uд будоtl понtll|ать sалвчу, в котороfi цlуrся tоло

уе |{- ш вектор це Pal tafitto что ? +ц допусlпrо в sада-
че 6.I и Yty ) - досll|г8от llaficшuyl|a.

Рассиотриll c}tcTor.y норавепсtЕ:

ае Ql
5

z
arl

l;i.,:,b t),,

,



систешы. |ля L,!,2, ,,Р п ол

лt э 
$,

(i,
it ё а,

Как Btl4нo }la ддльнеRшогоi lrolнo сч}lтать, qtо | t с Д п l ц

ПУОТЬ .tt € vп (t.,',,.., Р) ТакОвН, чт0 Д (:rt) , Д t .
Дналогпчпо Teopelo 5.I устанавливаеtся
Т о о р е ш а 6.I. Длп того, чтобЕ тело Е яЕлялооь ttо-

шенпеil задачи 6.I необходшшо ll достаточноi чlOбЕ нашлпсь te Ул
п йе Р^ , допусtиllшб в аадачб В, и числа j1,...,iр,-еР.tаfiио1
что внпOлняюlся усrloвltя:'I. Е =Е*tс; р а

2. .t 4 .т ij l ; ( у tz (;)) Э Err trrr.r,, ДJр,i |дtх;));
3. V<;1-И(лс"zl.Ё);
4. Систеша чисел j,,., ,ir.л, Р, обладаот своПствоr доtlол-

няршеil неIвсткости дlя аадачп В. 3десь
D (i,j; Э f J. i, (i- 1,2, ,s); i5.;t J.2,; (j.1,2, ,,,m).

3 а о , u j'i, и е. Легко видеть, что задача типа эадаllп 6.I
естъ задача кваз}tвOгнуloгo прOграlrtlпрOванпя, прпчеш 0слll экстрв-
rуш в Beil достl,tгается па кошпакто лсVОъ , то условtlе Слеfi-
тера ааведоIо вшполнепOr таttшч обрзохr по тOорешо Куша _
Тапкор 1lчбе!,,llвсtо норавенсrво

?(i,а)>v(*,;) (zc V*),
где ч - соответсlвJпщдя функцltя Jlагранrа п J _ решеншв
двоRсlвонноR эадачп [I5].

П р п'ш е р 6.I. Пусть iос l/л- llногогрвtlн]|к, (o-t )_шернше
гранlt которого шIеDт плоцддь ti и внешшшо норIалl, 21 (1.1,...,пt7

Рвссtlотриr слелуD\уIl простеЛшуп ааддчу !
НвЛти *е V" 9 удовлотворярпшН условпяrз

I. Gс сo ;

?. Y +<z.lYjt".,r)- достпгае! IакGllцlIа.
0чевидяо, что решенивш атой заддчи являетсв r. . llотрудttо

проверить, что - a-
о{1 - fi (d-t,

J
,m),0ТКtЛД

0tиI

i

v*c*.) v,* (..,-)-* Ё |i(ц.(zi)- c(al))cY(..);

иr Tal(.KaK

?,|



*ýr,:Е.(lr)-Vсс.l, *Ё,ti r(z1)-yr (до, э) ;

t0, испOJlьауff аппрOксшIациD IногOгранншшачш, дJlя всякtlх
l:. r, t.e V* пOлу.чшll сOотнолlвl}r8

.,r-tY"' (д. ) Vл (tn! I,){ Уr' (:r..,д. )

- однu иа форш неравошствs lлеlеввдрова.
Л р ш tl е р 6.?. Puccrorpшrr слодlю1,1уD эадачу. Средr вшпук-

дцх фшfур на пJlocкOcтlt, лоttаlцJlх в дднноll выlIукл0ll r.нOгоуголь-
ник0 Р и шчопцих аадцннч}l перщшlр, оДilц t[,иг}ру нцибольшеtl

пJlolцtiди - л, . [,llя простотш предЕолошtш оФ, что эпtlсаttllшfi в

Р круг l(асается всех его сторош. Теореша 6.I в атоц спуча9

утверкдаетr что € JlиOo lrllоl,оуголь}lпк Р , .llибо круг, лlt0о
bн(,ш|lle0 паJ)алл8Rыlое t( Р MlloшecтBo (с точностьш до гоrототип).
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