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ц.I. АшlрЕЕвА

HdKOiOPшE 3АjjЕчАн!lя 0 PAtsHOlEPHOu пРиБЛишнlлll
HEllPl,Pi,ldHшr ФуlldtlшЙ лвух вЕцшт8ЕнншN пЕрЕtlЕllншх

llнOпOчлвндllш

Пучть в пространство С(Е) вепрерввнtок фупкшril f lопро-
делепшцх п8 ьоIпак.lе Е r вцдел€но некоторое ппоrество D .
Под sалачеil ц8t{лучшего рЕноцердого прпблпrения даншоl фудк -
цшш fёD пониIаетсяразнсканшеФушкции Y€D r для
KoTopoil достигает шишиUуllа величшна

lf -yll lfc"l-.f(e)l.
задача наl|лучшего равноllерного приблшrеllпя н€прiiрвшцх

gулкцtлi,i_опшоfi вещественfiоП перешенной цногочленаilи па Е _
= L",6l шзраласъ още П.Д.Чебшшевш!ar которыЁ показал| что пр!l

D-{Р"(t)-До,.т'}
пOста8ленfiая задач8 шшоет едпнстtsенное рещенше для лМоil фушк_
чши f сС(Е).

В настоящсй заrrетко ttsучsптся характерпстшки чноf,ества

решениl,i з8дачи н8t|лучшего приблшшешпя фуцкциfi двуI вощеOтвеш-

ньц пероuеннш чногочленаuш. Пусть

Е-1{.t,9)lа<ft < 8, c<9<d},
D:{a (х,ч):о.fi.п о.r.'yj } .

Ь этоtl случае eltllнcтBollнocтb решения для любоil непрершвноll

фупкцttlл f tloxнo гарантttроватъ, очевидно| лltлlь при п - о
Hllxe поt;азrлзаетспr что при П о Ir2 для лDбой непреравноЁ

фуitкцlllt f решешпе предст8виио в видез

Pn (.,9)=On F.gl*R((д.9)S"_. (х. 9), (I;
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где о<к<п , О,,(х,а) l Sо_.(r,9)
olквпровsвЕшс шогочrспl п-[ l (п-к) - l crcЕcвr, а Р((3,у)-
t!опOqrсв к - l о?спсЕl, воаФФrцlоltс lоlороDо яЕIiltоя п8-
pal6rDalr. Пpr п - З дIfr tD60! шпроршвЕоП ФуrrвцrЕ f р-
lcEtc пDсдсrаЕlIо дбо Е шдс (I)l пбо D в впдоз

Pr(*,t)- О, B,y)*l,Rrn'(r,9).ll Rf'в,ч), (2 )

пIе Оrl:r. g), R!'(r,g), RУ' (х,ч) - ФrваrрDаЕЕцG l8ою-
чtешшr а l,, Д, - пsраIс!рв; прr Dlоt R!'(z,y) l Rf'Сz,чl-
в8аIIlо прсrцс.

В дальвеirоI дJ[я опродоIсltя ро8lсрlосlr IЕоIооtвs рсaс-
Bll sадвчl lсполь8уец сдоýщуD tеорсшу [I] .

ТЕOРЦД. llBorectEo ЕаrлJrчrrI прп
бtrIевиl дIя ваrдо[ ФуlЕцll f(t,y)€c(E)
явrяетс, lс боIсс чсI z -шсрЕgI
lОГД8 I totbEo tОГД8, ВОГД8 EoI -
дшо 7.+l IIЕоПЕо lсЕ8в.lоlIшI Фу!-
Ецпl Iэ N -Iсрвого I,EolocrDaDrro-
D! в Е Ео бо!сс nr-z-, обlrI Eyto!.

Пусгь п- l 9 toOo {гЕвцsD f (х,g)€С прlбшlаш шо-
гоlчIоваrl! Р, (a,g) - cl , * Qrа + QlЧ . Прr этоr 

'r' 
-5 .

Де лlвоlво ЕоэаЕlсIIчо Фувщrп
art6rtr.Cr7 0 Ql*Ц-*саа

пIODa во бо.пOс одЕого обtorо шорЕя, ,ав Еак двс .lспараtлальЕшс
прflше поросокsDтоя в одшоl точкс. СлсдоватэльЕоtпрп R - t
для длбоil Фуввцrr f (а, g) шооI Z - l 1 l IEOacctBo шGI
IногочлеЕов Еахлуqдего прпOшIешя первоП сlепоЕl uolвo ош
Сать прЕ поIощl Фор.ул{ (I), гдо п-! , к-о.

Додоrш tсперЕ П з 2. Тогда раашерпооrь N, подпрострвсt-
а8 D рвва 6. Прчблrrаеш IЕогочлоЕаlш второВ cтgпclt.

Рr (r, у ) - Qr. cl2z * а rч. Q"r ч, Qrt'*Qе U' .

.,. Твк кsв трп дшноПЕо шовавtlсшIцо врпlшо второго порtдЕа
Р!"1z,gl.g. i , I|ZrЭ,- uory, ,Iс8ъ общrD цpяшyD' Е GIс[овс-
тельво, ! болсо трех общш Kopвctri то Z > 3 . Четшрс rc лrвоl-
цо шозавrсшццо крхвце РrЦ'(z. 9)- О во Iогут IIсть !раI
общrпс корнеП. Чсроа трп точвпr даtе ccJll olt лоsат Br одцо8
пряIой, Iol8o провосзп tолъкd трr лпвеfiво вс8авIсtUшс Ерхвцс
второго порядtlв. ДеfiствttтшьЕо0 Tpr равлlqЕЕо точкr (лl ,9t )
для крrвOП второго порядl€ 8адаDЕ Tpr лпвеlво всаавIсIIцо 0вя-
8lr так к8к соответствJrI)шlе lI вбкторш
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( f ,Ii , чt,Iilt, I,', 9,' ), i.I . 2r 5t
.шHetlнo нез88исl|ilш. Поэто:у сис.Jе]lа Kplltsbo( аlорого порядкаl

, tloходящ]lх чOрез три общше точl(lt, , содерхшт только три лпнеllно
.tsзаl]шсиllцо крившо 1 сч. [а] , стр. ?5-?? ). Отспда сде.gGт i
r1,0 чотtrlро лшшеilнo н€зависшUше к.эивцо второго порядка чогJrт пIоть
i;o ooJreo лвух оOщшх точек. Поэтоlлу э случOо прпблшшепшя Iцог0-
члеll,Jми BTopOil стспенll для лпбоR Фуfiкцпп f (I,|J) Iшохоотбо ца-
llлучцlt х пр;lблинешшй }lцсст раз.Jерllость не сjольцо В l ..остопт
Iэ }ltlсгочjtелоа Р, tz,у) , qllpe.leJiяeиbo( ФоршулоИ:

Ц tх,ч) = q G, у). 2. ,l, S.('}{з, U ). (])
аj.e,;b Q(*,cl ш S.r..Ji', [ = Ir2rJr - ф}tксироsанЕно
ltllогоч.Iенu второfi CTr.lrellt|1 а ,l ,, ,l, , Д, - парOшетрш.

llпо:;е.;t;ч М, точек чOltс!:цального ук.iоllеllия lltlогочлена
dalulyчLlclto llpиO;ttt:,.uttttя 4 (т, cl o,t f (z,9) долzurо содерхать
шно}(ество точек ( JEt, 9i ) , на которLlх векторн

7 - ( r. ri,9; ,Ii 9t, .тi . g,: )
лшltеrlttо 3а Irltclitllц о

Jlсгно tlро,.ерllтьrчто три iJeliтopa Z. дл,r трех разJl]lчншк
точек ( хt,Уi ) асегда лшнеilно незааllс}ti.!..

Чстшре BeKTop:t Ziлиfiс;iно эалliоицн| еслlt ,fочкil ( {l, чt ) ,
i = Ir2r]r4r лсffат на oдtotl пряшоil. В оацоtl делеl посколБку

( л1 ,9. ), i = I12r3r4r УiоДЛllТзоряо'J Уравненшр прпшой

а*6ж+сu=о
-l '

то лltнеaiная заjJисиlJOстъ векторов Z, сл,,дует из л}tliuiiно}i за8Iси-
llости BeKTOpclB ( / ,Хa, Х,' ) шли ( t, чi , 9i' ).

Наоборот, есл]4 Bel(Topd Zi, d = Il2r3r 4r.линейttо завш-
сиilш, то точкtl ( Zi,9i, ) лецат на трех линеfiно ttезазllс}lilю(
криuьи второго порядка. Но через четшре точки шoiiнo проiiести
три ;tиtteiiHo неза]rисl|irше кривые шторого порядка лиlль il Tou слу-
чае, еслtt точк1,1 лl:ц8т на oлttoii пряшоil.

Ilять векторов Z. , соответствуюцlо( шiтш различшшш точкаlr,
Hиlialilte чет1lре ttз KoTopHJ( ше ложат на одшои пряuоll, вс€гд0 лl| -
Heiiнo незаз}lси}Jl.I. /tопустt|lJ, что онtd лшнелiно завl,сишil. Через че-
тшро точки tloxнo про!}естш дво лине!iно tlезависицые кршвые второ-
го по[lr|дка. llятэа точка тоше оулет прлlнадленать этиr, KpllBцlltTaK
как соотirетстБуt,tцш]i ей зектор Z, лшнеi,iно зависtllJ с liерdцци
ч.)тilрьtaя BeKt,cpa:j1l. Но .,.зе Kptli}lle зторого порядка, ишеюцие

пя,гь оOщих точсi{, jiшco ииеD4 oouvD i(OспOнешт)ri ли60 cci]iatrana
(сш. [а] r стр. ?4). Есл они иllоют ooilyш коlJпOнеа,rу (liо,rиуш),
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,о на aion пряilоli IоIет лJIать нс более TpeJ( T(:leкr а остазшllе-
оя две точки являIltсв обцшыи для двух другD( пряцщ. Но чер,3
дsе точкl| цоr8о прозеотп ,олько одну пряIуп. Следователъвоiзто-
рая пряtaая ,olo являеtся обцеп. Такшш образоl|, через эти пять
TotIeK Iolнo провесtи только одну крпвуD второго пора;,ка.Полу-

'lеUпоо протПворечпо док83ываетr что векторш li , i = I. 2rBr
4r5 , лпноf,но пeзaвllcllllн.

Для шестп точек ( zi,ai), ник8кпе четilре из которых не
леяат на одпоП пряllо!i, векторы Z6, i= Ir2r..., а ,лишеRЕо
aaвrcllш| бслll этll точк!I ле!ат па кршвоR второго поряIrка. Еслlt
прч a?oll крuвая вторOго порядка прrводlluаяr т.е. распадасtся
па две пряшшоr то ша каlдоп пз нпк будет лgIать по три точкl|.

Дя сеliп точ€к ( аi,чt ) вскторш Zi , [= Il2r... j 7 ,

всегда лпнеllно ааsrспшш.
Поскольку 8 точках llшolecтBa i,f, шногочлевш S.('){r,9;, [=I ,

2r5, учаетвупцiо в ФрIуле (3), долпнн обращаться в польrтоrвзи-
ду ск8заннOго, 80зllошв следуDцше трп случая, Koтoplle цш буа, ll
предпол8г8ть взапrшо шсклDчающl,tl|}l.

I) Ес.ти IпoIecTBo М, содерrшт qе!ыре точкttrлеБащше на о;(-
ноЛ пряшоR, то последняя является общеR коllпонентоIl для.крllвi8
Sr"'(-, ч)- о, i = Ir2r3. floaTolly llllороч.l8нц 5.('/(л, 91

ппеют обцпfi вноIЕтолъо ш фрrулу (5) rrosno эапltсать 8 8иде:'

Р. t-. U) -О, (I, 9).(t,+ tr:с+ trglS,(д,g) -
-Оr(х,gl, Rr(t, g) S, (r, у) ,

гдG Qr(r,у) l S, (x.,J) - фшксированнцо t ногочленiл BTopoii
r первоfi степевп cooтзeтcтBeнtjc, а ,R, (з,9 ) - !iногочлеш
первоП степеЕ]l, кOэффпцшентg которого слуssт парачетгlшrr.

2) Еслп llпоrес-во М" содерf,иf вос_тъ точек, леlацlп шз кри-
воИ в!орого порядка, то Ъвогоо.тонн Sr"t*, g) , i olr2rJ,
совпадаD!, т8к как кр}rв-.е второго порядк8 S""'(д,9)-О пшеDт

recTb обцlп точек ( сш. [а] r стр. ?4). Прr aтoll опш будут при-
водпllllо, если lрп !очки леIат вв оддоfi пряшоИ. В эt.м Ci;,,lae
Фошула (3) своаится к видl

Р, (z. ч) : Oz(t, у )+ t Sl (т, g),
где О, {z, у ) п S. (*,9 ) - фиксшрованнне шf,огочriеr,ч вторсfi
степеБпiа J-парrотр.

l) llHorectBo М. содсрrilт Ёеllь tочек. По предполо.теншю ни-
какrс четшрс точкп па }l. пе .,,iIaT ва эдtlоil пряш.,И п H}lrtаKи€
Еосlъ точок tlнolectвa_M. но ,jrаE ва кривоfi вторсго п, Jяц!,^.
Тогдв tlногочленц 5r(')6С. у ) .э О , L =I ,2r3rтaK *r,, np*-
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вце ]торого порядка 5."J(*,9)-o, i= Ir2r5, долr-
нц прох.Jить чероs точкl| цноIс,тва М, . }tз фрлулш (3) цолу-
qlrш

Рr(Е,g)=Qr{r,ч) l
алесь О"F.g) - фиксшровsннцfi чногочлеш второи CT€llQEпo

Теперь воаьшеч л=3 х будеu прttблпrатъ Функцшr {1r,glес
цногоч.ценашш трегьей степенш

Q э F, 9 )' Q r' Q, Е' о, 9' Q ц 1 9 . Q 5 х| * Cl. ЧL. а lZ'g, о. х g'. оrz| о.g|
Разrrерltость М подпрострssства D прц атоu равна I0.

llL jкольку щесть лшl|еllно незав}lсшllьD( кривц( третьего поряд-
ка шогут ишеть оОдцrш пряшуп, то Iноаест8о нашлj|чдlttх пршблшrе -
Httй шшеет 8 этOч случае разIерность z > б l сосtоит Iз Iшого-
члеllов цаилуl"Iего приблпхеншя Рэ (g, 9 ) l представrrчьо< Форlry-
лой

Рэ (з,9) -Оэ (a,9).t 
^, 

Sj'k:, u) , (4)

г.rrе Q (z,ц) l Sr(i)lЛ,91 , [ =I ,21... ,Lrz>-6 .- фttксltро-
ванные чпогочлеllь! третьеfi степеЁш, а li - парашетрч.

Поrlобшо Tollyl Kal( это дедапось дпя fl = 2, определиll ullo-
д;CTIio точек ( Ii . 9t ), ша KoTopi,lx ве.(торц

lt_{!,r,, Ji,xrlr, rt , ч! , Чi{l, лl у.',.}.i', ч'. )
линеilно зaB1,1cl,t]lLl.

I ) Чстшре BeK,Jopa fli мя разлцчнlо( точек ( *, , 9r )
i =I12r:r|, Ijсегда лшнейно независицш. Длп точек (.t;,9; ) i =

I12r3r4r не л,,дащшх на одноii пряшо!i, справедlивOсIь утверхдо :
H}t,l слсJJст шз лшнеiiноii flезOвшсишости зекторов Z;ri= I12rJr4 .
Ес,tи i:le точ'tш (iа,9a ) , i = Ir2r5r40 лешат на одноii пряшоД,

то по Kpai,iнeil шере лшOо Ха, i. з .tzrrr4, лrбо 9; , i=Ir211.4,
попOрно р8здичllш. Тогда лшнеliная цезавIiсиlrость векторов 9i,i = I12rJ14, очевr,tдна.

2)Ес.цш плть точек (zi, Чt ) лЁхат цs ошtой пряцой, то вок-
Toplr f,; , d, = I ,2r..., 5, лttн.f,но зависttllш. Де}lствштельпоlт8к
как ( Т;,9i ) , i =Ir2r...1 5, удовлетворяrп уравшеншD пря -
ШОll а,В*.+сg-О,
то лиil ,riшая зависимость вектороЬ ( /, €; , аr' , Х! ) шлп

( t, Чi , чi' , g: ) злочет лпнейшуо зависllilость BeкTopvd

xt, L = Ir2r..., 5 . !l обратпо, ослl пятъ вектороs ti лtlнеПр"
iа"шсrrшн, то точк}l ( Л;,9i ) , i= Ir2r...1 5 , леЙат f,а оД=

uoil прячоii. Иэ лшнrrfiноii эsвtlсtцlосIп век8оров Xt , i -Ir2r...r5,
слеjiует линсiiная завиоиl!ос з вектOроБ

?
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оешъ tlеза9!lсиtJъ0( лишеинш( сirязеИ шs KpllaHB третьбго порядка.
lloэTolty {ерез sосешь точек шo:*;t.J проЕосlш tолько д.liс Kpllаm
троtьt го порядiiа. А в атош олуча€ линеiiноR Еаtsхсиhоотtl Еокто -
ров 9i пе будет. Teti болео это Еорно для ценьlлег0 чt{слs т0 -
чек (се:,:ь ll шсоть ).

5) флш ;Iесять точек (дr , 9i ) лэшl ва кривой третьего
порядка, то Dешторц nt , i о Ir2r...1 I01 дшЁе!lно аа8llсltццо

6) 0длtнltв;tцать векторов ft Dсегдs лllнепно эави,,lrl|tl.
],htoxecтBo И, точек шаl(сlll,iолъного Jклонешшп l!вогочлоll,

наилучi,-,г0 прпdлш:Еенllп Р, {а, 9 ) от ФункцllП f (t, U )
должttо сOдерrтать rtшo;reoт8o тOчек ( Дt , 9l ) , lla котOрьш вок-
торш 

'a 

дltl.еiiно зазllспitч. В озязtt с этшil д8лоо рассшотрllч
возмо:{tIчо tJаг:rOБтш рitсполоЕоltltя точек шз лнозесlJа М, ча плос-
Kllx кривtfi ll0 8iJme трогьего порflдп,a1 полрэлtе8ая каriдшR p8ar
чт0 вш,llелешншп случаЛ шсключаотся ш8 слO.ilуDцлtх. 38иетllш, ч!о Е
точltах }tHo;.IeOTBа Pl, шшогочлеtlш Sjl) {*, Ч), L- 1,2r. . .,Z, a >- 6,
из Форl,ул!l (4) ,.олхнц ооращатьсfr в ltlr.,b.

Едлш шнодество М9 иilоет пять точgк на одlоп прfilrод.t{лЕ во-
сешь точек на l(pl,tlloli 8тOрого пOря.,iiiа| llли десятъ точ9к в8 Kpl| _

f,ои Tpeтbel,o порял;(8, то Kpшirrjб ýj'){.T, !)-О , Ё - IrZr...,
zrZ>.6 r содернат JTy Kp}l:ryш (шерчого, itтOlroгo lJlи тре,д.ього

поря,Utоdi ооотtsетствен|lо кoадоlJу из перёчислоrtllцх случаов)в ка-
честве oodeli liо}tпоllеl|тш, и шшOгочлоltш .ýr(d){a, U), i-1,2,,..,T,
шшеlот осiцilп liltо:I!tт.:ль. tlз фр,Iулш (4) получsсil в случае плт!,
точек на пряшой

Р, {л, у ) - aJ (Е, ч) tPr (tr, U),S, (д,9) ,

в сJlучае вось}lи тOчоi( tla KpltBOil it,"орOгo порялка
Р, c.т, ч)-Qlе,ч) *R,(д,g).S, (с,9)

.i в случае дgсятI тOчск на Kpi|ooil ,i,рстьог0 пOряliка
Р. (с,9)- Qr(д, у)+ tS, 1с, g 1.

Jдссь t -парзшетр, Оt(аrU) n 5r(z,y) - фпксtлро-
ванные мноlrочлсtllJ третьеf, степсниi S, (З, 9 ) , S. (а,9) -
фиiiсироаоilllце t }tогочлOнц tlep:iolt tt uTopult стOпOпt oоOтsоtс!лен-
llo; R,(Д,g) | R.. С8,ч) - чltоi,очJеllш соотзЭтстченllо п(.piJoJ ll
BT op0;i CTeп.;:ill! l(0а,;lЬпциеliтц liotopbD( язляDтся пaPalJBTFa"ltt.

П,llсть rtiiOHeeTrlo |1 , ссдерhit|т олиfiнgдцать тоцсii. T;lK Kalt

lipltдlJ€ тi-lе,t),(rгэ l1орл.Uiа 5r"l(r. ч)-О, i- 1,2r..,,z , rj.Oлj;]lll,

iiроходllть чор,.з эти одtrнна/l,цать точоко то лшбо э,дOт cJl]rцa'i с:о-
ди,jся к oJii{o:.iy ita пр....rr,lJl}щих, либо Sr(l) {В, g).О , i =I12,
. .tzrZ26.
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Oорryла tr) пprBrraвT пд
Рr(л.9) =Ql(z,y1,

гдо Qсtt,g) - цсrровапршf, rцогочлев тртъеll степенп.
&rr !а шо8sсtrо М" содерпl девять Toqeк, которше ле-

l8t la lцrr Ерlца ?рglьою поряпкаr то сродш llllогочленов
Sr("(Л.9) . io1129...1 Z rIогутбmьдва лшRеilно

!вааrlgшr !э tIeDцE обшп кошпонент. В этоlt с.ltучае шноIест-
Do tаrцпrш lцilбrrшЕrt фуrвчпl f(r,ч)е С шного?ленаilя
треtьоl clGEeEl опlсЕв8ется фщулоfi (2).

tltepaTypa
[.Г.l.ýOrппеПп. 0б otЁol чстоле пссл.)дованшя внпуклiц l|Ho -

lоств.ДШrf.I(Рr t955r сtр. 05I-055.

2.P.roBBp. lлг€браrчеоtrlе врпвче. l|ЛrI95а.

Поступлла в редакцltD
I0 лекабря 1968 г.

a

a

a

Ic


