


Сосвавлевuе уравЕевия (I.I; сучествевнсi опираетоя на глlпOтезу о

rtтововцоl проЕращдешстп Фовдов tla одоП форttц в другуD, пцен-

по Wr коtорqя явпяеtся оптпrалъной прп чDеющехся соOlЕOщенпш

объеIоЕ основншх Фовдов ш ресурсов lруда в ддншшfi rосент. 0пти-
Irаацпя спсtеIц определяотся в кацддI Iошонt вреrони (дпферOЕ-
цIаJlьная оптttlиаstlllя) состоянпош 0бъеrа прOизводстваr lla.Kcu

IальЕосtь которого уqтева прп введеппп проп!водственноi фушк-
цлr (условrв Цi.(цt).О ).

Велиqrва шорш эФектDlвностш ffаппталовлоreаuй пr-11*lftо,Тrt)
,.в усповшях даввоI Iодолп Isракlерпsуо! пршрост проl,tаводсlва
процукщI па одшЕlцу дополнпrельвцх ваппт8ловлоrевпl в oдlЕпlry
BpercHI [I] .

0ппсашвая Iодель соотвотствJот I-ц rrцу одЕопродlктоввх
Iодо!еПi рассIоlревЕцх в [z]. 3десь ш пIоеI D впдl ll8учпrь
аопIпlOlпчосвOс поволсlIс I0делI п Eoпolopx сё харктеристшл.

2. Эrсповевlцальвое паспредолсвlе оесJрсов труда

Е эlоI lявдOлс Iц r9JrчпI асшlдtоtпrу решевш ураЕБоппя
(I.r) r ворчч эффешtnЕаосll в првдlолоrsЕll з

, Tltl=T@)e^' , о _<!<.- , 
^>о 

.

С поrоЁп ааiенц dереrЪвноg ' Scrrffi уравноЕхе
(I.I) прrводrlсп в cleýDmlry Еrýs

S?c) -лS(t)- lИ(Sol,t) (a,I)
ТЕOРШд 2.I. В с л r у р а Е ц о l ll а {U(r'l)-лl-

lIce, полOIrlGльЕос реrOцпосr!0
для лпбого ро.сЕIя ураЕЕеЕlя(I.I)

шIеD! IecTo ФOрllуIш:
,l!ц { =" . 0iп{tпlК-сГl=lЕэ (K1ol*cTcol),a-- l ,l_

гД0

п,,*i,цп,4G,о,
ДOШ3АТsПЬСТ50. ДшФференцпруя (2.I) по l | получаеI

ý*,tS'-vtlr(gZ)Si
0lliуда

Sill =S(о)еrофлl\(S,O-л]dr). (2.2)
Возшопш следlDщпе сIJчsп: S(o)>o ,((o1-o,$|gl.g .

а) S'@)ro , чtо dквшвшептно

*
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с

Ш)_L@,пК(о) Г(о1 '"'
шt

l Ц(Sоl,t),l&о) . (2.r)
Ша осшовавrr (2.2) r 12.5) шеоr SlOro;ttДgt1,1)rlS(t)
(o.t..-) .СледовалельвоrФуrпцй S(1,1 Еоsрао-

tаDцая п огравlчоЕвая з SG).c (о<ё.*-) . Tcl
сsIцI лопаsаво суqос!Еоlавпе воЕечЕого прлOIа ,L?Ъgё).
Поrаrеrrчто ого 8вачовlс рqвЕо с . Шв урэвовrя (2.I)Bb
,евао? сJlЕGtDоЕаЕrе продвIа АцLS'(!) , rошрлl, lal Ес

,руIво D DloI убсдrтьояrрэсЕ Еуш. В oaror дGtо, пролдоrагая

проtlвпOоiпоlучrl tзу ýkl=a *о Тап rаr ,ffu1,o ,
,о а>о . !аtrео, Iопо укsваrь taloв BBaTcBro { ill!о
lleo! lвoto ?. S'(t) пш trb . lвloгDrpl
э?о EcpaDcEorDor поltlчасI

Stt.l *tlс -t.) < S(c) ., t1 1! < +- , , (2.0)
ПсDGIол l пDоIоrу в (2.0), поIучавI Дц.frо=-.
Tcr саш шa прrюдш п пршЕоречlD, ,at la8 palco 0шла до _
faaaпa огравl,rсшЕосrь Фувдщr S(rl . Glодова?оrDшо.

!1дShrо l t7gttccl-c з б) S|o)-9 | q?о

aiDlEalcвlвo К?dГ@-К(о)тid r llt
lЦ(S(о),/)-дS(о). (2.5)

На ocпoBaBrl (2.2) l 12.5; lleol: ý(а)-о; rЛ(S(r),r)-ДS{с)

(о .I - * -) rоlrулд S(t)-c (o"l. ,-1
lлl K(t)-K(o)/' (о.7. **) j

в) S'(t).o ,tllo ЕшDIЕаIeшIшо

К'со> Ti'o] . лК,i'{р, 'о ,
ltrl

tЦбсоl,i.lkФ. (2J)
lla освоэавrr (2.2) r 12.6 ) rreer Stt1.o ;rЦ(ftсl,D<Д\ьl(o-.l.,-) . Сlедоваtельво, JCtl уФlЬсr. r J(t)rc
прr o<L..* . ТGI caIшI доsа8аво сJцесIDоDаЕIо Ео -
почЕого предела ,4.з SCtl . Дшалогtrчво Iошо поlааlьi
чlо ош раЕеп с . TeI сflшlц пgрзд, ч8оtь ,еореrш (2.I) лоша-
aall8.
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Пораходrr в доrаЕа?едьству ETOpof, частш ,оорецц. Фувкltля

t(lx,D вопрорвпд прl o<xz.- по условпD. Слqдова-
,6tьшо,

' Ъ-РZrп,-!lztЦi (К, Г)-!trrz Цr(Sо,i 4|G,tl .

Далее, вв у'йБвовпi-(-Z.r i'"п.Й"fr --
зЕ;--o *Ь# прх S(*-l+c (2.?')

Парсхоля ý првдвлу в (2.7) , польвJf,сь правtцоI Лопптааяrпо -
tуч8Or

ДЦ'#r= lfru-A ,

оrвуда пепосрбдсtЕеЕшо Еglокает Форryла

fr rц{t"/KGl-сГ(о/= l fr,ё-п

0

TooprB доIса8аЕа.

с,rпдстМв2.I.В о!учае
(Ц[z,tl-a*, o<J_<y' )

(I.I )

[обба-Дуглача
tll 0Gt цесt0

асlIпrO!шч оскап. Фо рчулs

тDOрtrlд 2.2, rr"Т''tri,оt)>д х п р х о<х<а
!о лля rлбого реlOЕIя ypaEBoBtE

гл0

xIclll цосто ФOрIулЕi
!щ+tпК-tс" , !цд'п,- Р*Ч'Т):о,

доlцвдtъlьс Too:Ж{:"F'O-ffoci,o. о,rо ц!6,t)-
5rбьвапшая фуякпrп tr 0tедоватшьшо0 сущвсtвуsl предел hдЦF,t),

rоторd по продIDлоrапlр больпа шд/лп. Нв ocнoвaall (2.2) п

t lt(\t)> ЛI. (о.х, .-) хIовI S'tt) ,cl
(О -<J, <+-; Следоватшъно' S(g,l воарасшет " ,QrySttl=*.
По правплу Jlопшталя пцоеl

fuо,-!gЦ(S,t)эЩgЦfД=а jr.r)
Лв (2.I) r (2.8) следlет суцсстЕовапRе предепа !!ut l
которd равеч

!rп! - ytl -А .

Пользуясь правплOц Лопiйiя", пIе0I,

оllryда !лi tntl.- l,РЦ 
: И{=Уа-А,

Теорша док8ааша.
дналогпчно uoleT бшть довавана lt след},rlцая

с

ь







Сопостав.lяя (4.4), (4.5) п (0.?), Еоrrчасr (4.аr.
Jlelua дока апа.
TEOPBIIA4.I. Есtr п lrg 0, I0o to

,0
(4.I )

!е УоЬ>О (o,(,t) ,

дIя tDбог'о ptlO!r, ypaElOIti
,пlOоIз

kшрr tf --" h]h. (0.Е)

ДOКАВАТШЬбtЮ. tar вал по ,oIoErD !еорош !rcш
. Ц(r,!)-zПrс.*€(r)7, €@,);1;о l

!о ураввовrе (4.2) lolвo вапrсаlD в ЕаЕrвалоЕlЕоl Форrс
S'.,l S_ rеРt ýdгс. *е(S) .

В сплу tretrн 4.I, для лпбоrю €>о Iоrшо ушаааtD taпoe lo>o,

ý*/ý:уе* {fс,-е7 прш ý(t.)-ý(ы ; (0.IO)

S - pcleare ураввевll
S-,дý-r/(SЪ.s: пр, ý(а)-ýrаl . (4.II)
Реrая урввпешпп (0.I0) r (4.II)rваrошr

,:(ffiI !с.,,, ffi[e *ф"I*,
s:fiffif 1rы t ф р - t.(#lr']r,

откУлд вепосDедстЕOпllо Ешtекаеl оS-ffi,eR' , (+.Ia)

S-ffffi;Зr d*e . (0,Ir}

Сопоставлrя (4.9), (4,12) п (4.15)rполучаеI (4.8).

чtо lt(S)l.e
3.I, получвеr

ýrc),Yc).ý(tl
где ý -р€пеппе урвDпонlя:

Teopra докавава.

тВOРЕllд4.2. Еслп
li.пt Цвll.

,r
то Jlля лпбого
1,1 .l) ш I е е I

прr f,rtо 1 0lпtлвrlопOlьЕJп loopory

l t>to, (С.9)

Евполнено услоDl0
=(.i b(l ,

рOо8нllя ураЕпOшrп

:)

a





з

GlT.go'lltSUoSfý ,
гдо

S=F , ý1o1=$=ffi ,

В сплу лешш ф.I Iлi шбого €>о паlIетоя tапое
lo,o ,чiо tc(ill.E прц l.-eo . (0.2I)

с другоп оtорош ,tlaol t!grЦ(S,t)=c <ф СлоIова
tельвоrваiрtсп rшсrавrш Д а l, ,atrlo! чtо

tI(S,t) "ДS прr tot,, (t.22)
Paccrorprr lrpaDвOlro

Ц'-чttКlk+[' .

В сплу (4.2I) l tOореш 5.I plorro Krc) IашDппуаl poroвro
КО прl ycroErr И(t.)-Ц(ъ) , ! >L . Для porerrя
{{9 rоrr,оtt(аOаlD ,аfiоо t. , Ilо llпК-N\.0пЦ .

прr totz r t8tr rщ( овоDд D спrgr лоорш 5.I d^'Ц--
прr tto i оrцrlа роrошс Ц . шшDiрr0l poroвrc

ур8вЕевlя

К:лt'ЦlСпЦГ' , tnt., (1.2r)
прr усIоlш К(tr):Ц(t,|.
в crry (0.22) ро!оiз уjаDеlЁlЯ 

(с.20)
шшрrруоl pefeпIe K(t) прl условrr Кk,ЁКtt.l , t>er.
Ша освованrп (4.25) r (4.24) шеоr

ЩttlсКttl<Кttl (0.25)
при t>t-пzаI(t.,t,,tz).
Роrая ураввевrя (4.25) r (4.20).поIrчавI

иR rо-lпТft), 4 f е* - eo"J,

t|п Щttl7"'-[lпЦft')7"'* rАf "' Е!'-t'i,
оrкуда сIедIо,

апК=фft) ,

tOп{J'!ф*).
Сопоставляя (4.25)о (4.а6) п (4.2?) l пероIодя в
IучаеI

,h,,!ц*!ttt"К "дф rр ,

откуда в сtlлу прои3Еольносги вшбора f следJет (4.Д).Тео-
реша локазана.

тr

(0.26)

(4.27)

пролоJlу r по-

a



В вакrэчошrе доЕsIвI дDе !еороlдш oтBocl|Tertblto асиIпtоlп -
l€схог0 пOЕодоЕttя порtш ффк?lввостш Е сIучае tч0l8 ?ехнпчес-
l0г0 прOгрOOGа.

ТВOРШr4.5. Вслп Ешпол lе ш о у сIоЕ le
!оорочц 4.1r, вроI6 rого, су цес тву Dl
прбдOIв

l0 lI00, о р I у Jl а:

ttgп,,аЩJL,
ДOКr8АТШЬgТВ0. В силу правпла Iопшtаля

fu rЦik.t)
ц 0 с,т 0 Ф

!.а ,ь ,

htп#+iц#*,
(4.28)

l

По опрIеrеншш Пg- lI00U

щ=€Сц!(s,t)--У tWr'
оtrrдд croпte! сущесtвOЕ8шпе прOдOл8

fury{'=l!2gп,, (4.29)
вшпсrrr его !

иry*=f!:дF.#/= (4.Ф)
=*-!д(Иý=i,ЕцТ=#.

Сопосrавляя (4.29) r (4.30), полуqаеI (4.28) .
ТВOIЕIА4.6. Есдtt вшпоJlпен о усл oBn о

!оOрOIш 4.4 liKpoIo тогоrсуществу-
0, предел

с*#:
,о IIoet шOсtо Форчула:

дg соrо'=р ,

ДOКД3АТЕПЬgГВ0. lla условшя теорешш 4.4 следJtетИWr,
о?куда Е сплу правила JIопиталя попучпI

l*t=!шffr.
По опрдшеншп п9 ицееI

n,-entl,(s,t1--nrt uli,D Чft# . (4.rl)
ПрологарrфцироЕав (4.rI) и разделшв на / , ttолучиlt

l2

l



а

Ч=р*t|пР-*Иff.
Ilo условrа ,eopвlш ,laol

!#{k#'=o,
а в сплу ,еороlш 0.1 попtrrтпl

i*Ir"Р:р*#рgщАl,iРю .

teoperB доrа8апа.

5. Уsоt 8апаЕдшапrя

YpBBBoBro о учоtоI 8sпавдваЕпп рOо?а
ВаППСШВ8е'С' 

" "О'*'', ,т):тЦ(К,Т) ,
Сдолаеr сдодуDцtо проддолоDшrяз

а) Тu|=ТсФёt ,o<t<+o,
б) vG' (начальвая qуввчшl)

tCpoto ?ого, Y(t)>,o rгIо y(cbv(c)

э'l ИсD опродв!еЕа ва го,ф)
lB Eolt7 .

Пrool lecTo

опроIЕIбЕа lа Eo,TJ lO
T-?ol€* ;

капrtаrовлоrопrl

(5.I )

i ИGr- ч(е) прr

арпrrcша

ТВOРЕUА 5.I. В п р е д п.о I ot б Е r,t I а), 6), в)
дIя реlOЕrя ураlЕоЕхя (5.I)lroo!
Iocl0 ФорIулаs

г д е пt,,rо-fft,#i:""
ДOКА3АТЕПЬgtЗ0. В раультаtо 8аIоцш пороrоввоl S=+

пOJцlчхI

S'(*.z)*лS(t.т)= те-'Ц(9о,i . (5.2)
ПролдФit:ропltпр[оI (5.2) по а з

S|t *r) *ut ft+, т) : т е4Т Ц'tSцl, rJ Stд,
olкyJla

S?д - z),,,e''(d"tS[5 . с) n

, r с^t ! цГýrс, oS'G) еЦО'О doL,
где 7сЕоr<7 .

PaBoбber Го а7 ,а часlr c(i-.t)T,icJ,i-t,2,3, . ,Для S?t , 11 Й o<t <.t lш€el:

I5

о



ýir .D -e-4'" t vrol. ё itlcv@l,t]y@Ё*u d"],

IвlBertar rаr Y(L)>o пr о сt <т r!0 Stalro
lw t<tl2т . ПроIолrая Eto, пDоцоссrIоlЕо пока8аrь, чrо

J'(*)>o пр tтзёс(i.l)т r tал лдJlоо. Талшl обрааоr,
.JitJ>o прr О {{(+- . Iсловlе S'tllro EвBIEа -

Iollno ,Groвr] ле'ГS(аr. lЦ[.Sцl,tl . Ilродполilалrчrо ураЕ-
lorlo де^\.=лЦ(r,!\ ll0o! sшlполвgппвЁ rореЕD ь(r) t
DлrчаоI огрsпIчеЕЕоо!ъ ФуЕвцIr S(tl . TeI сашl докsваЕо
оrloо!ЕоЕаirо пDаIеla ИSrО , воtорfl, каr логtrо по i
IаЕаtъ, раDOЕ с(т) .

lоорш IoBEala.
Просrелrr,Eatr вIlяо! вФфш ЕапавдlDанrя llа поЕолоцllо вор_

ш q}Фекrrвшосtп прr l-- ,

По форryла Те!лора lloel!

l

Ц' (с(t), D -ll|c, ц * Цilg 0 [с <о -cJ ю(с (t ) - с ), с = с (о) .
Па ураэrопrп дсG)еrнлт)=llЦс(т),!) ,
ryry tо!лор| поцlqаоIз

АсG)[ l. *Лт * o(d] - l ЦG, о + l !1' (с, l) [с (Е) -с. J + о(с (с ) 1 ),
0лWда Гс(а;- cJt,{ - y ll'F, l) +o(l) J - - lz r с (с) - д с (т) 4Ф .

0lедовалоlьпо, 4о-с-о(т),

c(T)<[t- T#r|o(T).

(5.r)
ПРПrОвЯя Фор-

(5.4)

(5.5)

Сопоставlпя (5.5), (5r0) r (5.5),

рцппfuп{о)-#ri
гдо lim пrР)-Ц'(с,t) ., t+-

поrJчвеч

Т+4Т) l

6 Варшацдошпая ааЕча
Paccrotplr варlацпоЕнуD sадачу оlвос}lтвльltо фrнкцхонала'iг

F (Vlф =! vB l at = lL tЦк,т 1 - к' J rt t
в lшассо tзJtсOчно_гладспх фушкцшП прtt условип:

К{оl-Ко, К(Е) -Кr, о <К'< ц(к,D.| о < t<Z *-.
.l1ollolil|чOgцttii сtltлсл этоii задачи TaltolJ. Jc1aпoBll1b p(;dllll

рlrботч llilшeii шоделшi пр}t KoтcpolJ потрсблени,; yrl' достлtгает
iдciicl:иJtJa эз арэшя a<t*{ .liol;ilшelJ, llтo экстрешуL,l су-

l:.lCTIieT1 lt it::Чtt0.lir!! еГО. llIl':'.iie ВСеГО ЗаUеТПUr ЧТО СУЩеСТDУ-

еt e;ttlleтBeнHoe ршение Д урвненпя /*'-U(К,Т) прп

I.+



с

Иlо1=11о . Пусть t' laroDor,lro Kft)44r,
Преобрауп Г(Vttl) , поry,rаоI

пдзКVttл)- л", IUIK, Т ) dt - К,* t4. J .,
Поваlеr, ч?о эiсtрешльЕая врпэая K,,-.(l) rreoT ilл :

,.1 _| Ktct , o<t<l, ,
rrлrдl- \ .-

L Д. , t'4l <if <- ,

Во-порвшхrочеЕшЕоi чlо К,*. (0<Ц пr
С другоl сtоровц, rв впда F(V(il псЕо, ,lto
во llolot бнть rввьrе К(0 прп о<t-<l'
КлоrG) Ео Iошl оштD l больrе Krll

Доrryская проlпвпоеi IоIRо ушавать lоqкJ Cn

KQ9=K,'*Q:), Rft)< К;,- G),,

сообцrл П.П. Гrобов.
PaccroTplr лве 

-Фвдцrr 
ЦrВ,t)-х* 

^

Пз шекоtороfi- фпrсироваппоП шчшf [r.,r!!

LlГк-оrе') ,Т(с)].Ил." (t") .Сrвдоваlеtrьвоr V,n *ft').o,
п IE поrучаеI противоречп0.

?.п
В ваклвlввпе прпведеlr прIIер| во!орьil по8а8шЕавrr ,lro tlpo-

дапш

цц#,!ц#,
в0O0цб говOрfil Ео cJqecrEyDт IBto прп IоG!а!оqво оrtьвшI пред-
ЕолоIешttях оfпосltlшьво Фуввцrп ЦВ,t) . Эtоt вршOр аDlоF

i l'gtlТ .
К-*(t)
. ПоtrаlоIrч?о

прi оlt<t' ..
, в rоrороl

оllуIд

, Цв,о-т{ .
ПРОDo.Irr Iа-

салелъву9 r И. до пGроGечеЕIF с Ц, в пополороl штrо
["r,л.П} . llз !очкп [r,,r|I проЕоIхI iаоа!еrDшr] f

U2 Iо пересочопiя с Ц, в пешотороf, лотrо [л.,rЕJ l
,ах лдлввr прдолшя эrо, прцасG Iо босвошеsвостr. Соэоrуп_
ноGть оtрвэrов пряIgхiвsJФцlошЕшх Iеlлу ll. | Цr_ l опрбlаrя-
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