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удк зl.з8о.llý

А.м.руБиlioв t к.ш. lцАппЕЁ

оБ oдtlом оБOБц]iнии тiiорЕilы 0 мАгистрАли в uиrьнФ
00Pllв

В настоящей зашетке локазшtsается теорема о tlагRстра.тш в
сtlльноП ФOрше для шодепш производства с переIенноИ технологи-
оf,.

0ппсшваеrая нпtе шоделъ является частннtt слJrчаеll шоделш,

шзучешноfi в работе tI] о

Рассшотршll ?? - uерное евклидово пространство Х ,час-
тично упорядоченноо с поllощьк) конуса ff ,состоящего Iз векто-
ров с ЕеотрицателънlJшrt кошповентами. Через Х' обозначl.tч про-
cтpaнcтBor сопряtецпое к Х ,через К* - кон}сrсопряIов-
ншfiк К.

РассrаtрrваеIая llолель аадае!сi с поlJощъю последователь-
,locт}l выпукльD( замкнутьrх конусов Za < К, К ( t з lr2r..)
TaK}tK, чт0

а) (о,у)ёZа пр}l у*о (у€К)., (I)
б) еслиr. т, ! ) . Z+, !'=_х, о=g2t rто <tl,g'leZ1;(2)
в) каков Ош нЙ Ошл 9 . I( , 

-наЙдется rе К та -
Kofit sто 1*r!r. Zt. (з)

В дальцеfiшех скаляршое прошаведенше элечонтов х., t !
пршltадлешщпх,r. пространству Х , будеч обозначатъ qерез

Гз. q]- 
fiycT" Т - ш.атур9LьЕоо чllсло, х. К .fiоночпуп по-

спедовsтельвость { Tr}+'-l такуDrчто *1=t 9 (*1,\1)cZ1
(1-|r2,,.., Т-,| > , будеl назшвать (trТ ) - тра-
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eKTop}teft.

ПУСтъ f . k* .Назовеш (х,т,r)-оптиllалъноfi
траекторией такую (с,т ) - траекториD {а*}+], , когорая
llаксиllизпрует Es,*rJ срели всех Iозtlоýню( ( аr 7 ) -
траекторшfi

Рассчотриll TpoitKy последовательностел о -t R,Ф , а } ,
где Х:ldt}а, Е,еК, (E+,if*rreZt; F:( г*|ir,
lf-1l:'l , l:1,2, i оt:{q,J'Г_r,

af -ВеЩеСТВеПНОеЧИСЛО, O_e,f -еý , {=!,2,
Тропку б пазовеш строго рвновеспой системоfii если

Гf-r, i) > о (4)

a
о

|7r*r, !1 - Qt [f-. ,-] (lx,y)eZ1 ,

r.*).ar, l- о, {:1,2,...)

Гft*r, it.r] - qt Гlt ir] ({:f,2,...)

(5)

(6)

Для х,r|е, К, полоrиI

p(*,t')-ll ft_ffifi
В t2] доказаЕа следуDщая

ЛtrlllАI.Еслш О -строго равновес-
пая спстешаrто прп 1:lr2,... для лIF
бого €-о паfiдется 61Се)€(О,r) Та-
Koo|tlTo для лDбоfi парш (T,!)eZt ,
для ко8ороП p(tt,.-t)>€, вшпоJI-
вяется

|j*n , у7 = a4(t- С*се >llF+,-J (?)

В [2] доказаЕ8 Taкte сrедDOlая
TEOPE|I I (о rагпстралI в слабоR фрше). П у с т ъ в Е-

попвонш следуDщхе услOвпя:
I) о:{2,Q,ос! -строго равво -

a
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a

весЕая cltcTelra такаяrчто

бсс>:iпJfiс.l-оt
(здесь 4 a a ) - супрешуш tEotecтBa всех чисел

удовпетворяDщпх условпп (7) );
2)вектор *,е К TaKoBrtlT0

Еекоторого натурального а
КОТОРОГО zI-0 СУЩеСТВУеТ
тория

tr:t , t2, tз ,..., , tc_, , l-tt
П УС Т br до л е е, к|=ц"-9 _ п ро l, з в ол ь_

пне чшсrlа.тогд8rкаковш бш Hl| бнлп
6-о ,ЕатуральЕое писло 7>?, эле_
teET f .К* такоfi,,rTo

K''FT - f -, К'Гт ,

и (а,Т, f) -оптllllальца я Tpao*ron'r,
{*z}Д, ,чtlсло перподовrдля кото-
ршх вllполняется р(rt,Еf)-€ r ПО
превышает Еекоторого чпсла/И rffo
завпс,ящего от Т.

Теореша I явдяется обобщеншеш пзвестноf, теорешш Раднера

Е3] Еа paccшaтptlвaotyш sашп шодель. Покаrешrчто в этоft rо-
депп справедl}rво п обоощенпе теорешц lикалдо t4] о шагп-
стралп в слtльпоil Форше.

3ашетшш, что прш доказательстве пршведеЕвьD( пшIе лешц п
теорецш шш лtспользуеrl пор(одrпредлоIенЕшfi llшкаfiло; однако в
атоfi зашетке !еореш о Iагистр8лш устанавлпвается в сущест_
венно более общей, чеш в работе [а] , сштуацl|и.

Условишся вдалъпейшец i - n коордпнату BeKTopa.reJ(
обоввачать через {с}'.

ПрёдполоrпIrч!о строго равновосЕая спстеttа о={2,Р,а. }

(гле z:{f+} Е, ,р:{ПlЕ, , oa-{cr.+}+T, ), которуп IH
будеш paccraтpltвaтbr обладает следуDщIllп свORствацш:

а) iпr спiп' t' icn
б) i,tъl Taia' tJ i=ft

(8)

Q<е' ,

для
ш не-

траек-

(9)

(I0)

a

-{Ф*:о-о ;

{r]}' - f||-Q

I?



3ашетишr,llо пз проддолоtоЕrш (з)r(5)r(6)r(9)сле!}етlcооlЕо-
шеЕIо

Пт |f-t|i - tпt>о . (II)

Действmельпоi оспп (II) HeBepllorтo наfiлется вектор т,е /( ,
t* о такоfir что

ГFt, ЗJ-О (12)

}lз (3) следуот!что наfiдется у. к ,обладашциfi теш
свойствоlt,что ..T,!le Z1 r а тогдаr в силу (5) ш (6)rпаf,-
,1еТСя l- о такоеrчто *- 1Е1 , y:^-1+t
}lз равевстм (I2)теперьвштеl(аетrчто -ЕFt, at]: О l
а это протиsоречпт соотношешипt (9). Такrrш образоtl, Ееравенст-
во (II) выполшяется пезав}lсиlrо от соотношевшя (I0); это соот-
ношенше утвершдает лшшь, что 4?t пt*-о

Пусть rеХ .Через Ъ<эr обозначиtrпроекцип
Ф на ортOгошаJБЕое дополшеlIшо к пря!rойrпоропденноit зекто_
рош а{ . Точнее говоряrсправедлt|ва следуDщая форшула

*- +# -1f е(с,) . (I3)

Яоно,что Ге <*r, Й] -о .

Заtlетшrчто оправедIива следупщая простая леlrtrа t4] .
ЛЕllМА2. Еслп х#о (t€JС)" рr*,iЕl)зd,

т о lle <G')ll -, б ш tл
Доttазательство теореtiы о liагпстрал}l J, сильноi,i фрше су-

цестtsеншo 0пирается на следупщие лешIш.
IЕММА3.Пустъ {t1l..], - нокоторая

(r,Т) -Tp8oKToP}lяl €ьо t| нату-
ральЕое ч}tсло С тако8Orчто
р(Хt,iт)-€ Т о г д а

шe(t?)t < €Еll,аr] 
л_.[lЪ, т"] .rпlh, irl -

Fдс tTL определешо по Форцуле (I0).
Д.С(ДЗАТЕЛЬСТЮ. Феltшш Hoplfy векгора Т..7. . l!спользуя

сосl}:ошение (5), получаеш

-a

a

ý



[f? , *t] - lf, , *] Е',* {

о

Так как в сплу (6)

то

откуда

t-1
Пq,,-
fs/

Ir],f"l
ГFr, il]

l T.tl - SГf ., ас] - * г. h, хi7

llB приведенного ворsвенства п неравевOrв8

lе(tг)]l -€| эсаll l
спрqJJедлUвого в сппу Jteнi!ц 2, вtгlокает , lпо

lf. , *.7 - !/д, а.J 
lгJ - T#i ГF, , *,l .

![спольэуя теперъ фр,lулу (I0), шrееr

zn l сtl - * # t з"}i-Я {й}t (."} i-[Ё,а?],

[4, i.]
Ifn, ir]

a
le (af)ll _
[rЪ, irl

€ Е7, ,цtJ
mГЛ, al1

что п требовалось доказать.

ЛШltrА4. Пустъ хеК lfeKt , t*tlДr-
(r,T,t)-ont ш ша л ьша я т ра е кl о р lt яr п рш-
чеI ElraT1 -@.Тогдаrослl Bollopa ?
п t) ( t- У 

- 
Т )ташовшiчlо
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ile <а .lll Ie <T,)l| -7, (I/,)
[rЪ , i"] -?

[тT , ттl ff , ,Irl

t ]f , , t,y

то

[Iолотlлtl

q)
2

qJ > з!- +T aal
7 =Tl

х
i"

(д) , ПОЛУЧаеI

2?ilitll
( -tli

z, цlт"l 2 ll Tri 2 с

где с опродслеЕо по форшуле (9).
дOкА3дТЕJIЬсIВO. Полоrши

a
a

t

.: tОfr.*ffъ] -Еi;fi
}t дOпустиllrчто лешша Hetsepнaj т.0.

: S9Pt

vт

wt

t

,l

т

, f it, {z]
t 
-т4у-

+ Г1'=,,1J ) Ет jlЕrilа r

*fr;*l*,(

allспользуя определение

,'оЪ";i,'-z-tffi>ffi;1t
п потошу

2о

,



Еr
lъll

Такпr Ic обраsоI пIееI

откуда

; [ir, аr]

---Щ2-lfт, it7

f i., tr]
laJe а.-t-trfi#?] о.

+tЪ;])ъ-wт.

,-gд2

откудаrlспольвуя (I5) п lо обстоmольствоrqто lf"l : l
поJгучаеI

t

l

Ct = fu-i+ af+ е(а€)-

о

# +*i'-?-tff#- te (i,>}i
[Г" ,Ъ]

fу+е(су1-+f+ Еу *t,
Шirl "

Так вак (a7_1t *.) е Zoq П Йт < t7
Iу продполоIоЕtlя (3), пар (*с_, , 3т)
lcoпycy Zc_, о

Полош

,

, tО;В 0П-
прп!адлеtrt

с

} :+,lЪ# + til,t',Г;r t

Так кап (t* , Еt*l) -Zr*l rlo r (lt-",l--.*H%)++)a?
расоцдая lakll to обравоr.поrучаеr

(l Ч.r, ^| 
-л*ra) cZ?+, r ..., ( l а у. r . l Еr) : б l Е r_;, vu) -Zu-, .

д





V-+r, , tt+ 'l [ft , at]
[ft , аtlG

ff-r,trl - tlо*,,то*rl б Й,тс] _ И},'"]
[f, , tl] ГfЪ.,, io*,] [ГО, Ее1 tlЪ , tT]

[f+., , it r]

Пз этого Еоровешства сIедуеIrчто

t

(I?)

Пробразуеш левф чао!ь (I7), раалоrшв at l ту по фрIу -
ле (I3). lЩееr

7=+Ж-ffi-l

t

,
Такш обрзоr,

о - =Tlc,to] 
_ Иg+r , Ta.1.1 _ !fJ,.g] _ t{, ,з,_l .trcl

[l-", io]I lFоr, io.l [r"t , it] E|v,&,3

Щ (16) Bmeкаat оправедлшвоGть левоfi ,l8стш неравевства (15),
а TaKIo сllелуеrrчю ллfr доказатолБства правоfi часtl этого Ео-
равенс!ва EaI доо!аfочпо покааатьr qто

2(c+t )
с

a U-, ,ir] tп, -ffi.-rD+е(t,>.t -S t*Ё# -

_ [ir,*,,] 1 *.. И?,е(аtl]l _
llEyllt / '\ Efc,a:.7

U], ,е (тr)]
)

E.f-, , ir]

Шз лошц 4 сlедlrоlrчtо пGрвоб оtагаоIое поryченвоl с!шIш iс
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превцшает чшсла 2 ?/" . ФеЕlt Btopoe сIагаеIоо grofi оJшIш|
пспольэовав усrlовпе (I4) п то обсlояrелъсtЕоiчlо lГ7l|-lfvl-t.
Шеер

БГ", ес*.г).l _ й,е (t,).]l

|t7t , f77 t7у ,'i!,]
t Vt,e (С?П ll-Е_гl- +

r,,
+| [fi,е <аr1]

Гfr, аr]

Такшll образош,

7-2?++-7 2(cjl) 
,

чт0 и доказш8ает лемuу.
3дilgчАншЕ. При доказателъсtво лецчц t ш покааалпirtто прп

f'- l вцполЕяегся веравенство

_ Ид,t4
L/+ , *cJ

,

вш лпо
I)

я
JI 0
2)

то
ро
я

Еа
ус

к0
то
ри

,z,
ft, , ic?l

Докашен теперь основнуD теорошу.

TEOPEIrA 2 ( о шагltсrралх в оrльшо! Фоше).'П у с т ь
ненц следуDцпо ус'lOвшяз6-|7.,P,Bl -оrрого равповос-
ис те цаrтакаяrqто вшполtевц
ll я (8), (9), (I0);
екто,р *сК тавовrчто для во-
ого ватурsльного О l HGKo-
о l>.Q' .:уцествуот траовто-

с
в
в

р
г

t

l

at-T, , t2, аэ , , *e-r, leo
iIу;тЕr,ц,алее, к'-r(| -пропзволь-

нше i!c;;*1 .]ительвш0 qхсJIа.
'i.;.,l ,,.лil. дDбого €ъо паliдотоя

Ё



патурадъпоо р rобладаDlес оледуF
цпI овопс!воI: к8ковш бь Еп бцдп
Еошер Т-2р rэJIоllоЕт f-K' tакоlr
что

к,f}-1=к'/Ъ
з.
t

l (з,
рпя

Так как
,Jr ,ошU

т, f )
{ а1 i1],

p<.t, Е{)-?.

-оптиI8львая !раекто-
rЕеDавеЕство

a

о

л(.с,Е1) - €

0праводлlво для всеI ЕатуральЕшх
t такшхrtlто p-t=T-p

ДOКА3АlТЛЬСТВ0. Вшбереll 
? - о TaKr чтOбш вшIюдня-

лосъ шоравепсtво

az_ 8сс 
' 

К" етп Efl,Er1 (Is)(-----Fzйffi'
гдо ДСс l опродепеЕо по фрrуле (8), с - по фршуле(9) ,rп - по фршуле (I0).

Так как прп сделанпшх Еаfш предполоIенпD( справедпива тео-
роrа I, то по даЕношу 1 паlИется Еатуральное р такоеiчто
Еераsонотво f

P(Tt,iEc)=7
вьподняется ве более чоr прп р вначонllях ношеро t о

Пустъ t пrl - соотвеDствошво порвцfi х последвиfi ноrора,
дIя воторц вшолвяотся сOравошство

р
3

ё

1ТО В 0Ш-



|е(1 iД ? lfr, аi u ||е (ту ) l
Еf" , ai) - ?Lfu, *7

TIl LFr,Ъ1Гfт , аt7 'П Гfr , аа

ll потоlrу в силу лешшш 5, для п)бого ноIера О , такого,
что t О - il-1 r вшполшяеIся

., _ Fо, Со.l _- Г.f2,&g7
Гfо. l,ta*J

= 7 i (с+9 [t, TJ . (I9)l с?п lfl, fr7lfO*, , io*r.l

Предtопоrпш теперьrчто дJ[я векоторого €. (?з е < V-l 
'справедлшвонеравенстВо Р(gr, €а ) > €

Тогдаrlлспользуя лоlrшу 2 п соотцошенше (8), а TaBIe учптшвая,
что

сr9: UЪ*r , i9*rJ

о
а

a

а

Ей,Еэ]
получаеI

LГоtr Cg*ll < (,1_8cel1 f fa,За]
[lЪ ,ie]Г-Го*п, ir*J

llлиrчто то пе сашое,

[fа, ао]
|rе , ае1

Cf1*n , *о* ll
Efo*r,da*J

Так как рассIsтриваешая наIп
оптиriальна, lго [fi, arJ > Е

>Гсеl Еfо,*о]
ЕlЪ, ic]

}Iз предыдущего неравенства и Ьашечапшя к лешше 5 лёдуетrчто

Efe ,rс7 Е Ге*t ,tctl7 = 6(д 1 Гf-" ,*rJ
LfЪ,ат7СГо ,4о1 l fо*,п, f;O*r]

l

траекторtlя

Vт,d" 7
-( а, Т, t )-

, ll пOтоцу
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